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BESTEN AUFLAGE DES ZWEITEN BANDES. 


X^er m dem Vorworte zum ersten Bande angetündigten 
Absicht gemäss kann ich heute den zweiten Band meines Lehr- 
buches der Algebra der Oeffentlichkeit ubergeben. Der dort auf- 
gesteUte Plan ist in den wesentlichen Punkten durchgeführt. 
Bei den Anwendungen bin ich bemüht gewesen, solche Probleme 
ausznwählen, die bereits in anderen Gebieten, der Geometrie oder 
Functionentheorie, ein selbständiges Interesse gewonnen haben, 
und die zugleich die Hauptpunkte der algebraischen Theorie 
moghchst vielseitig zur Anschauung bringen. - 

Die Anwendung der Theorie der algebraischen Zahlen ist 
bis zur Theorie der Ereistheilungszahlen durchgefuhrt. Wenn 
Leben und Arbeitskraft Vorhalten, hoffe ich, m einer Fortsetzung , 
niemes Werkes die weiteren Anwendungen auf das Gebiet der 
eUiptiflchen Functionen darzustellen, die nur zum Theil in 
mememJBuche „Elliptische Functionen und algebraische , Zahlen“ 
enthalten sind. 

Auch während der Ausarbeitung und des Druckes des 
zweiten Bandes hat mir die Hülfe und der Rath der Freunde 
zur Seite gestanden, die ich schon m der Vorrede zur ersten 
Auflage genannt habe. Aber auch manchen neuen Freund hat 
-sich der erste Band bereits erworben, der meine Arbeit durch 
Winke und Rathschlage gefordert hat Ihnen aUen spreche ich 
an dieser Stelle meinen Dank aus, und fuge die Bitte hinzu, 
dass sie dem .Werke auch weiterhin ihr Interesse bewahren 
mögen. 

" Strassburg, im Juli 1896 . 


Der Verfasser. 






Vorwort zur zweiten Auflage des zweiten Bandes. VII 

wotei die Untersuclumgen von Minkowski über die „Geometrie 
der Zahlen“ gute Dienste leisteten. 

Um bei diesen Bereicherungen des Inhaltes den Umfang des 
Bandes nicht über Gebühr anwachsen zu lassen, habe ich den 
Abschnitt, der die Anwendung auf die quadratischen Körper 
enthält, unterdrückt. Ich habe mich dazu um so eher entschlossen, 
als die Theorie der quadratischen Körper in der in der Vorrede 
zur ersten Auflage in Aussicht gestellten und wenn auch zurück- 
gestellten, doch noch nicht aufgegebenen Fortsetzung des "Werkes 
eine eingehende Darstellung finden muss. 

Es bleibt mir noch übrig, Herrn Dr. Wellstein für seine 
verständnissvoUe, sorgfältige und sachkundige Hülfe bei der Correc- 
tur an dieser Stelle meinen Dank zu sagen. 

Strassburg, im Januar 1899. 


Der Verfasser, 
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Erster Abschnitt 


Allgemeliie aruppeiitlieorle. 


§. 1 . 

Definition der Gruppen. 

Wir haben im ersten Bande bei den Permutationen den 
Begriff einer Gruppe kennen gelernt und wichtige algebraische 
Anwendungen von ihm gemacht Es muss nun unsere nächste 
Aufgabe sein, diesen in der ganzen neueren Mathematik so 
überaus wichtigen Begriff allgemeiner zu fassen und die dabei 
herrschenden Gesetze kennen zu lernen. Wir ‘stellen folgende 
Definition an die Spitze: 

Ein System P yon Dmgen (Elementen) irgend welcher Art 
wird zur Gruppe, wenn folgende Voraussetzungen erfüllt sind: 

1. Es ist eine Vorschrift gegeben, nach der aus 
einem ersten und einem zweiten Elemente des 
Systems ein ganz bestimmtes drittes Element 
desselben Systems abgeleitet wird. 

Man schreibt symbolisch, wenn a das erste, b das zweite, 
c das dritte Element ist; 

ab = c, € = abj 

und nennt c aus a und b componirt und a und b die Oom- 
ponenten von c. 

Bei dieser Composition wird im Allgemeinen nicht das 
commntative Gesetz vorausgesetzt, i h. 6ß kanTi ab von ba ver- 
schieden sein, dagegen wird 

2. das assooiative Gesetz vorausgesetzt, 

d« h. wenn o, b, c irgend drei Elemente aiä P sind, so ist 

hieraus folgt' die der ToUstSudiges 

dass man immer kommt, wenn 
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Erster Atsolinitt. 


man in einer beliebigen Reibe von Elementen ans P in end- 
lioher Anzahl, a, 6, c, d . . . zuerst zwei benachbarte Elemente 
componirt, dann wieder zwei benachbarte m s. w., bis die ganze 
Reihe auf ein Element reducirt ist, das mit aicd be- 
zeichnet wird. So ist z. B.: 

ahcd = (al)cd = [{ah)c]d = (ab)(cd) 

= a(ic)d = [a(&c)]d = a[(Jc)d] 

= ab(cd) = (ab)(cd) = a[&(cd)] i). 

3. Es wird vorausgesetzt, dass, wenn ab = ab' 
oder ab = a'b ist, nothwendig im ersten Falle 
b = im zweiten a = a! sein muss. 

Wenn P eine endliche Anzahl von Elementen umfasst, so 
heisst die Gruppe eine endliche und die Anzahl ihrer Ele- 
mente ihr Grad. 

Für endliche Gruppen ergiebt sich aus 1., 2., 3. die 
Folgerung: 

4. Wenn von den drei Elementen a, S, c aus P 
zwei beliebig gegeben sind, so kann man das 
dritte immer und nur auf eine Weise so be- 
stimmen, dass 

ab = c 

ist 


Sind nämlich a, & die gegebenen Elemente, so fallt die 
Behauptung 4. mit 1. zusammen. Ist aber a und c gegeben, so 
lasse man in dem Compositum ab die zweite Componente b 
das ganze System P durchlaufen, dessen Grad = n seL Dann 
erhält man nach 1. und 3. in a6 lauter verschiedene Elemente 
von P, und da ihre Anzahl = n ist, so müssen alle Elemente 
von P, also auch c, darunter verkommen. Ebenso sobliesst mam 
wenn b und c gegeben sind, indem man a das ganze System P 
durchlaufen lässt. 

Für unendliche Gruppen kann nicht mehr so geschlossen 
werden 3), Für unendliche Gruppen wird also noch die 
Eigenschaft 4. als Forderung in die Begriffsbestim- 
mung mit aufgenommen. 


VgL Dirxohlet-Dedekind, Vorlesnngen über Zahlentheorie, § 2. 
^ ^ E, B. Syst^ aller ganzen positiven Zahlen, beider 

"dWrohr den Fordernngen 1., 2 , 
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§• 1. 


Bei den im ersten Bande betracliteten Permntationsgruppen 
■wird man leicht die Merkmale des allgemeinen Gmppenbegriffes 
erkennen. 

Wir ziehfen mm aus dieser Definition zunächst eimge ganz 
allgemeine Folgerungen. 

Nach 4. giebt es für jedes gegebene J ein Element ö in P, 
das der Bedingung 
( 1 ) 61 = 1 

genügt, und dies e ist von l unabhängig; denn aus (1) folgt 
für jedes e- 

eic = 6o, 

und hc kann nach 4. -jedes Element in P bedeuten. Ebenso 
giebt es ein Element e', das für jedßs 6 der Bedingung 
( 2 ) b€^ = i 


genügt Dies Element e' ist aber von e nicht verschieden; denn 

setzen wir 6 = e' iu (1) und 6 = e in (2), so folgt 

. • ee' = e', ee' = e, 

also 

e = (5'. 


Das Element e ändert nichts, wenn es mit irgend welchen 
Elementen aus P componirt wird, und wird die Einheit der 
Gruppe genannt 

In vielen Fällen kann es ohne Missverständniss geradezu 
mit „1“ bezeichnet werden. 

Zu jedem Element a giebt es nach 4. ein bestimmtes Ele- 
ment das der Bedingung 

( 5 ) a-'^a = e 

genügt Aus (3), (1) und (2) folgt 

== = a“^e, 

und folglich nach 3. 

(4) aa-^ = e. 

Die beiden Elemente a, a-^ heissen zu einander entgegen- 
gesetzt oder reoiprok. Sind a, i zwei Elemente der Gruppe und 

(6) c = a&, 
so ist 


(6) c-i =z Zr-io-i 

In besonderen Fällen kann bei der Composition der Ele- 
mente emer Gruppe- P auch das commutative Gesetz gelten, 
d. L es kann für je zwei Elemente o, i der Gruppe 

ßb = ba 

sein. 
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Erster Absolmitt. 


6. Gruppen, die diese Eigenschaft haben, heissen 
comm n tative Gruppen oder auch AbeTsohe 
Gruppen. 

Wenn sich die Elemente zweier Gruppen 
^ 2^, c, d • • • 

und 

a\ 6', c', d' . . . 

in der Weise gegenseitig eindeutig entsprechen, dass immer, wenn 
aJ = c ist, auch a'&' = c' wird, so heissen die Gruppen 
isomorph, und es gilt der evidente Satz, dass zwei mit emer 
dritten isomorphe Gruppen unter einander isomorph sind. Man 
kann hiernach alle unter einander isomorphe Gruppen zu einer 
Classe von Gruppen zusammenfassen , die selbst wieder eine 
Gruppe ist, deren Elemente die Gattungsbegriffe sind, die man 
erhält, wenn man die entsprechenden Elemente der einzelnen 
isomorphen Gruppen zu einem AUgemeinbegriff zusammenfasst. 
Die einzelnen unter einander isomorphen Gruppen sind dann als 
verschiedene Repräsentanten eines Gattungsbegriffes aufzufassen. 

Die Eigenschaften der Gruppen, die in Betracht kommen 
können, sind von verschiedener Art Sie können nämlich ent- 
weder den besonderen Groppen anhaften und aus der Natur der 
Elemente abgeleitet sein, aus denen die Gruppe besteht, oder 
auch aus der Natur des Compoaitionsgesetzes. Oder sie können 
den Gruppen als solchen anhaften und müssen sich dann ledig- 
lich aus der Definition des Gruppenbegriffes ableiten lassen. 
Die letzteren Eigenschaften kommen allen isomorphen Gruppen 
gemeinsam zu und können als invariante Eigenschaften der 
Gruppe bezeichnet werden. Wenn ein Vergleich gestattet ist, so 
könnte man an den Unterschied zwischen den metrischen und 
projectiven Eigenschaften in der Geometrie erinnern. 

Zu der ersten Art der Eigenschaften, die aus der besonderen 
Natur der Elemente abgeleitet werden, gehören z. B, bei den 
Permutationsgruppen die Eigenschaften der Transitivität und 
Intransitivität, der Primitivität und Imprimitivität; zu den 
invarianten Eigenschaften gehören die Vertauschbarkeit oder 
Nichtvertauschbarkeit, der Grad, die Diviaoren und ihr Index, die 
Normaltheiler. Mit diesen invarianten Eigenschaften, bei denen 
es gleichgültig ist, aus welchem Repräsentanten einer Olasse 
isomorpher Gruppen sie abgeleitet sind, haben wir uns zunächst 
zu beschäftigen. 


Theiler eiAer G'rnfi’pe 
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§. 2 . 

Die Theiler einer Gruppe. 

Es ist, wie wir schon ün ersten Bande gesehen haben, eipe 
besonders wichtige Fiuge, ob ein Theü Q der Elemente einer 
Gruppe P selbst wieder eine Gruppe ist Dazu ist nothwendig, 
dass je zwei Elemente aus Q bei der Zusammensetzung wieder 
ein dem System Q angehöriges Element ergeben. Für ein end- 
liches System Q ist diese Bedingung auch ausreichend. Bei un- 
endhchen Systemen muss noch die Forderung §. 1, 4. erfüllt sein, 
die wir auch so aussprechen können, dass zu jedem in Q ent- 
haltenen Element auch das reciprpke Element in Q Vorkommen 
muss. Diese kleinere Gruppe heisst dann ein Theiler oder 
Divisor!) der ganzen Gruppe. Das Einheitselement „1“ bildet 
in jeder Gruppe für sich eine Gruppe, ist also in jeder Gruppe 
ein Divisor. 

Es sei nun P irgend eine endliche oder unendliche Gruppe 

und 

Q = 1 ? 02 • • • 

sei ein Theiler von P. Giebt es ‘ in P ausser den Elementen 
von Q noch andere Elemente, so nennen wir Q einen echten 
Theiler von P. Ist dann also 6 ein nicht m Q enthaltenes 
Element von P, so sind die Elemente 

Ql — (hi: flsft . . . 

alle von einander verschieden (§. 1, 3.) und alle nicht in Q ent- 
halten; denn wenn etwa 0 ^ 1 ) in Q enthalten wäre, so musste 
auch, da Q eme Gruppe ist, aä'^a^b = i in Q enthalten sein, 
gegen die Voraussetzung. 

Ist mit Q und die ganze Gruppe P noch nicht erschöpft, 
so nehmen wir eines der noch übrigen Elemente, das wir mit c 
bezeichnen können, und büden 

= C, Ol C, O] c . . 

und überzeugen uns leicht, dass die Elemente von Q^ alle nicht 
nur von einander, sondern auch von den Elementen von Q und 
Ol verschieden sind. Denn wäre etwa 0^0 = (hb: sö wurde 
folgen, dass c = sein müsste; es ist aber in Q 

Enthalten , also mit eihem der Eleiüente 1, Oi, Us . . . identisch, 

^ Auoli ÜBtergruppe geMBiit. 


3 Erster Absolmitt, §. 2. 

und es wäre also c gegen die Voraussetzung in enthalten. 
So fahren wir fort, die Systeme ft ft, ft? • . • zu bilden. 

Diese Systeme öa» • • ■ nennen wir, wie in dem speoiellen 
Falle der Permutationsgruppen , die zu § gehörigen Neben- 
gruppen und bezeichnen pie durch 

ft = ft = öc, . . . 

Es sind nun zwei Fälle möglich: entweder die Bildung der 
Nebengmppen ft, ft, ft, . . . geht ohne Ende weiter, oder es ist 
nach einer endlichen Zahl von Bildungen dieser Art die ganze 
Gruppe P erschöpft Der letzte Fall, der uns hier hauptsächlich 
beschäftigt, tritt dann immer ein, wenn P eine endliche Gruppe 
ißt Wir nehmen jetzt eine endliche Zahl von Nebengruppen 
an und bezeichnen die letzte von ihnen mit 

ft — 1 = 

BO dass wir auch symbolisch 

(1) P=(3+ ft + ft + ...+ 

setzen können. 

Bisweilen werden wir auch das ganze System ft ft, ft, . - . 
(§ selbst eingeschlossen) als ein System von Nebengruppen be- 
zeichnen, und also die Darstellung (1) die Zerlegung von P 
in ein System von Nebengruppen nennen. 

Ist die Anzahl der Nebengmppen zu Q endlich, so heisst 
ihre Anzahl, also die Zahl der Index des Theilers Q von P, 
und Q ein Theüer von P von endlichem Index. Dieser Index 
wird (nach Dedekind) durch das Symbol 

(2) j = (P, Q) 

bezeichnet. 

Wählt man aus jeder der Nebengmppen ft ft, . . . ft-i ein 
Element o, 6, . . ^ beliebig ans, so erhält man ein volles Ee- 
präsentantensystem der Gruppe P nach und man kann 
setzen 

P = Qa -\- Qb Qc Qg, 

Aus der Bildnngsweiae der Nebengruppen folgt noch, dass, 
wenn J, o irgend zwei Elemente ans P sind, die beiden Systeme 
Qb und Qc entweder ganz identisch sind oder kein gemeiu- 
sames Element enthalten. Denn ist a^b = worin 
zwei Elemente ans Q sind, so ist auch für jedes andere Element 
a aus Q: 


aoj^b = aaaC, 


Theiler einer Gruppe. 
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Tuid wenn a die ganze Gruppe Q durcliläuft, so durchläuft, wie 
schon in §. 1 bemerkt, auch jedes der beiden aoi und aoj die 
ganze Gruppe Q\ folglich mnd Qh und Qc identisch. 

Ist also e irgend ein Element aus P, so ist das System 
Qe mit einer der Nebengruppen Qa, Qh^ , . . Qg identisch. 
Wenn zwei Nebengruppen Qb und Qc kein gemeinschaftliches 
Element enthalten , so enthalten die beiden Systeme Q nnd 
ß, die wir gleichfalls Nebengruppen nennen, kein 
gemeinschaftliches Element Denn ist = (r^a^ ein gemein- 
schaftliches Element der beiden letzten Systeme, so ist [§. 1, (6)] 
= or^c ein gemeinschaftliches Element von Qb und Qc, 
Die Nebengruppe Q ist der Inbegriff der zu den Elementen von 
Qb reoiproken Elemente von P, und hieraus ergeben sich, wenn 
Q einen endlichen Index hat, die beiden gleichzeitig bestehenden 
Zerlegungen von P in ^ Nebengruppen (Bi, I, §. 161): 

/Q\ ^ = ö + + ■ ■ ' + 

p = g + 6-1(2 + ^1(2 4.... 

Ist P ein Theiler von P von endlichem Index, und Q ein 
anderer Theiler von P, der seinerseits P als Theiler enthält, so 
wird eine der Nebengruppen Pj von P entweder ganz in Q ent- 
halten sein, oder kein Element mit Q gemein haben. Es ist 
daher auch P ein Theiler von Q von endlichem Index (Q, P) 
= Tc, Ist ferner P^ eine Nebengruppe zu P, und Q^ eine Neben- 
gruppe zu Q^ so wird Pi entweder ganz in Qi enthalten sein, 
oder kem einziges Element von ist in Pi enthalten. Es zer- 
fallt also jede Nebengruppe Qi in eine endliche Zahl Neben- 
gruppen und ^e Anzahl (P, Ji) der Sl ist also gleichfalls 
endlich. Ist die Zerlegung von Q in die Nebengruppen nach P 

6 = P + -Bl + ■ ‘ + Pfc— 1> 

so erhält man irgend eine der Nebengruppen , wenn man ein 
Element a aus P passend auswählt, in der Form 

Ql — Rci -j- Pia Pfc— lO, 

worin die Nebengruppen Pa, Pja, . . . Bh^iCL alle von einander 
verschieden sind. Es zerfällt daher jedes Qi in gleichviel Neben- 
gruppen nach Pj und wir erhalten den Satz 

(4) (P, P) = (P, Q) (Q, P). 

Wenn P eine endliche Gruppe Tom Grade n ist, so können 
wir für P die aus dem einzigen Elemente 1 bestehende Gruppe 
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§■2 

nehmeii, und dann wird (P, B) gleich dem Grade n von P. 
Ebenso wird (^, B) gleich dem Grade m von und wenn wir 
den Index des Theilers Q von P mit^ bezeichnen, so geht (4) 
in die Form über: 

( 5 ) n=jm, 

und wir erhalten den Satz: 

1. Der Grad einer endlichen Gruppe ist durch den 
Grad eines jeden seiner Theiler theilbar, und der 
Quotient beiderZahlen ist der Index des Theilers, 

Die Nebengruppen haben mcht die Merkmale einer Gruppe. 
Denn damit zwei Elemente aus bei der Zusammensetzung 
wieder ein Element von ergeben, müsste etwa 

CL\ "h h ' — - U3 &, 

also Oiöaj = aa, & = sein Es wäre also l der Voraus- 

setzung entgegen in Q enthalten. Die Benennung Nebengruppe 
ist also nur uneigenÜich zu verstehen. 

Zwei Theiler Q, Q' von P haben immer das Element 1 mit 
einander gemein. Sie können aber auch noch andere Elemente 
gemeinschaftlich haben, und diese gemeinschaftlichen Elemente 
bilden eine Gruppe. Denn gehören die Elemente a und h sowohl 
zu ^ als zu Q\ so güt wegen des Qrruppencharakters von Q 
und Q' dasselbe von dem Compositum ab. Und wenn a in ^ und 
in ^ vorkommt, so ist auch ar^ in beiden enthalten. Diese 
gemeinschaftliche Gruppe nennen wir den grössten gemein- 
schaftlichen Theiler von Q und Q* oder auch, nach emem 
Vorschläge von Study, mit emem geometnsohen An klänge, den 
Durchschnitt von Q und Q. Ebenso folg^ dass die Elemente, 
die irgend, einer Anzahl von Theilem von P gemeinsam sind, eine 
Gruppe bilden, die wir ebenso als den grössten gemeinschaftlichen 
Theiler oder den Durchschnitt aller dieser Gruppen bezeichnen. 

In jeder Gruppe können wir nach folgendem Verfahren 
Theiler büden. 

Ein Theiler ist immer das Einheitselement für sich. 

Bezeichnen wir die wiederholte Zusammensetzung eines Eie*- 
nientes mit sich selbst durch Potenzen, mit a® das Einheits- 
element, und mit a—^ die Potenz des Elementes o-^, oder das 
mit reciproke Element, so bildet die Reihe der Elemente 

. . . . a-\ 1, a, a>, aß . . ., ^ 

die alle der Gruppe P angehören, eine Gruppe. Ist die Gruppe P 


Normaltlieiler einer Q-ruppe. 
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§. 3 . 

endUch, so tarm diese Rdhe niolit lauter verschiedene Elemente 
enthalten. Ist also ein Element, das zum zweiten Male wieder- 
kehrt, 

_ ^a + a 

so folgt, dass a® = 1 Bein muss, und wir nehmen an, dass a die 
kleinste positive Zahl ist, die dieser Bedingung genügt Es ist 
dann, Venn m = ga ein beliebiges Vielfaches von a ist, = 1, 
und umgekehrt: so oft = 1 ist, muss m durch oß theübar sein; 
denn sonst konnte man i» = g « setzen, worin a' positiv und 
kleiner als a ist, und es wäre a®' = 1, gegen die Voraussetzung. 
Es ist immer und nur dann 

= 0 ^*', 

wenn ^ = ft' (mod a). 

Die Reihe 

= 1, a, a® . . . a®“i 

enthält dann oß von einander verschiedene Elemente von P, wobei 
alle Potenzen von a vertreten sind. Die Elemente A bilden' 
aber offenbar eine Gruppe vom Grade cß, weil sich die Expo- 
nenten bei der Zusamm ensetzxmg einfach addiren. Diese Gruppe 
ist ein Theiler von P und also ist a ein Theiler von w. Es 
ist also für jedes Element a" = 1. 

Die Gruppe A heisst die Periode des Elementes a 
und oß wird auch der Grad des Elementes a genannt. 


§. 3. 


Normaltheiler einer Gruppe. 


Ist P wie oben eine Gruppe, und Q ein Divisor von P mit . 
den Elementen 1, »i, o^, . . ferner b ein mcht in Q enthaltenes 
Element von P^ so ist die Nebengruppe Qb keine Gruppet Da- 
gegen bildet das System 6“^ Qb sicher eine Gruppe, weil 

ist, und diese Gruppe ist mit Q isomorph. Die Gruppe 'b~'^Qb 
heisst die durch b aus Q transformirte Gruppe, Gehört b 
selbst zu so ist Qb mit Q identisch. Nimmt man für & die 
verschiedenen Elemente von P, so erhält man eine ganze Schaar 
solcher Gruppen, die wir die zu Q conjugirten Theiler von 
P oder auch kurz conjugirte Gruppen nennen. Ersetzt man 
b durch ein Element b^ = ab der Neben gruppe Qb^ so ist 
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§. 8 . 

Dait h~-'^Ql identisck Wenn also Q ein Tbeiler von 
P von endlichem Index ist, so ist die Anzahl der ver- 
schiedenen zu Q conjngirten Theiler jedenfalls endlich. 

Es kann Vorkommen, dass alle conjngirten Theiler mit ein- 
ander identisch^ sind. Wir haben schon bei den PermntationB- 
gmppen gesehen, dass dieser Fall von besonderer Wichtigkeit 
ist, und führen also nun allgemein folgende Definition ein: 

1. Wenn Q ein Theiler von P ist, der mit seinen 
sämmtlichen conjngirten Theilern identisch ist, 
so heisst Q ein Normaltheiler von P^). 

Die ans dem einzigen Element 1 gebildete Gmppe ist ein 
Normaltheiler von jeder Gmppe. Wir erhalten ferner einen 
Normaltheiler in dem grössten gemeinschaftlichen Theiler B der 
sämmtlichen mit irgend einem Theiler Q von P conjngirten Theüer. 

Denn es ist schon oben bewiesen, dass R als der Durch- 
schnitt mehrerer Theiler von P eine Gmppe ist 
Sind nun 

( 1 ) < 2 , Q', . 

die zu § conjngirten Theiler von P, und & irgend ein Element 
von P, dann ist das System der Gmppen 

(2) 6-1(26, 6-1^6, 6-i<2"6... 

von dem System (1) nicht verschieden. Wenn aber B der 
Durchschnitt der Gmppen (1) ist, so ist 6“ iP6 der Durchschnitt 
von (2), und folglich ist B mit 6“ iP6 identisch, d. h. B ist ein 
Normaltheiler von P. 

Ist ein Normaltheiler irgend einer Gmppe P, und 6 ein 
beliebiges Element in P, so ist 
- (3) b-^m = N oder Nb = hK 

Ist der Index N) endlich und gleich ft, so können wir 
die /ir Elemente 1, 6i . . . 6^— i so wählen, dass die Zerlegung von 
P in die Nebengmppen 

p = + H 

= N-\-\N+b,N-\ h ^ 

ergiebt Es ist also 

(4) N, N^ = Nb^ = biN, N, = Nb, = biN..., 
das System der Nebengmppen. 


1) Auch auBgezeiobneiQ oder invariante üntergmppe genannt. 


§. 4 . 


Compoflition der Theile. 
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Wir erwähnen nocsh folgenden Satz, dessen Richtigkeit sich 
unmittelbar aus dem Isomorphiflmus transformirter Gruppen 
ergiebt: 

2. Ist Q ein Theiler von P, B ein Theiler von Q, so 
ist, wenn Q' und JR' aus Q und B durch dasselbe 
Element von P transformirt sind, auch B' ein 
Theiler von und wenn B Normaltheiler von 
Q ist, BO ist auch B' Normaltheiler von 

Es güt ferner noch folgender Satz. 

3. Ist Q ein Theiler von P, N ein Theiler von und 
zugleich Normaltheiler von P, so ist N auch 
Normaltheiler von Q. 

Das ist selbstverständlich, weil die den Normaltheiler von N 
definirende Relation 

a-^Na = N 

für jedes Element a von P, also auch für jedes Element von Q gilt 

Man darf aber nicht umgekehrt schliessen, dass 
ein Normaltheiler von Q auch immer Normaltheiler 
von P sein müsse. 

Jede Gruppe hat sich seihst und das Einheitselement zu 
Norm altheilem. 

4. Eine Gruppe, die ausser diesen beiden keinen 
anderen Normaltheiler hat, heisst einfach. 




Composition der Theile. 


Es sei jetzt P eine endliche oder unendliche Gruppe, und 
Aj B irgend zwei Reihen von Elementen aus P (Gruppen oder 
nicht). Wir verstehen unter dem symbolischen Producte AB 
den Inbegriff aller Elemente, die man erhält, wenn man je ein 
Element a von A mit je einem Element 6 von B nach der in P 
geltenden Vorschrift zu a6 componirt Diese Art der Zusammen- 
setzung von A und B zu AB wollen wir die Composition 
der Theile (von P) nennen. Wir unterscheiden hier zwischen 
einem Theil und einem Theiler von P, so dass ein Theiler 
immer eine Gruppe sein soU, was bei einem TheU nicht noth- 
wendig ist. 
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§. i. 

Man Vfi-TiTi ebenso drei und mehr Theile C * • * von. P 

componiren, und es gilt bei der Composition der Theile das 
assooiative Gesetz, wie nnmittelbar daraus folgt, dass (Heses 
Gesetz in P gilt. Danach ist die Bedeutung eines Compositums 
ÄB 0 • eindeutig bestimmt. 

In der Zusammensetzung AB kann einer der Theile B 
auch aus einem einzigen Elemente bestehen, und dann stimmt 
die Bezeichnung AB mit der oben für die Nebengruppen ge- 
brauchten Bezeichnung überein. 

Bei der Composition der Theile gelten folgende Sätze: 

1. Wenn A eine Gruppe ist, so ist 

(1) AA = A 

Ist A ein endlicher Theil von P, so ist die Be- 
dingung (1) auch hinreichend, um auszudrücken, 
dass A eine Gruppe ist- 

Denn wenn A eine Gruppe ist, und o, a! zwei Elemente aus 
A smd, so ist auch aa! ’m A enthalten. Da A als Gruppe auch 
das Einheitaelement enthalt, so ist auch jedes Element a in J. 
gleich l.a, also in AA enthalten.' Dass bei einem endlichen 
System A die Bedingung (1) auch hinreicht, um die Qruppen- 
nator zu erweisen, ergiebt sich aus §. 1. 

2. Ist A ein Normaltheiler von P, so besteht für 
jeden beliebigen Theil B von P die Gleichung 

(2) AB = BA 

Denn ist B irgend ein Element aus B (also auch aus P), so 
ist für einen Normaltheüer A von P nach §. 3 Ai = 'bA^ woraus 
sich (2) ergiebt 

Bei einer endlichen Gruppe P drucken die beiden Bedin- 
gungen (1) und (2) vollständig aus, dass A eine Gruppe und 
zwar ein Normaltheiler von P ist 

8. Ist die Gruppe A ein Theiler von P, und B ein 
Theil von J., so sind auch AB und BA Theile 
von A Ist auch B eine Gruppe, so ist 

(3i) , AB = A, BA^A 

Denn wen« B eine Gruppe und ein Theiler der Gruppe A 
ist,, und wenn a in-J^ B in B und also auch in A enthalten ist, 
so ist auch äB.ih'JL enthalten. - A enthält also jedes Element 
von AB. 


Gruppe der Nebengritppen, 
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§■ 4 . 


Weil aber zweitens B als Gmppe anch das Element 1 ent- 
hält, so enthalt ancb jedes Element von und also ist 
AB mit A identisch. Ebenso sieht man, dass BA mit A iden- 
tisch ist. 

Andererseits folgt ans jeder der Gleichungen (3), da J. als 
Gruppe das Einheitselement enthält, dass jedes Element von B 
m A enthalten, also B em Theiler von A ist 

4. Bei der Composition der Theile bildet das 
System der Nebengruppen zu einem Normal- 
theiler von P selbst eine Gruppe, in der der 
Normaltheiler N die Einheit bildet, und ' 

entgegengesetzte Elemente sind. 

Denn ist AT ein Normaltheiler von P und 

(4) N, Ni = N, = Nb ,, ... 
das System der Nebengruppen, so ist 

Nj^N^ = NbnNbj, 

Wegen der Eigenschaft der Normaltheiler ist aber N mit 
jedem b vertauschbar, also b^N = Nbh, und folglich 

(5) = NNbnbj. 

Weil in P enthalten ist, so ist Nb^bjc mit einer der 
Nebengruppen (5) identisch, und da NN = N gesetzt werden 
kann (nach 1.), so folgt, wenn wir Nb^bic = Ni setzen, 

( 6 ) Nj,N, = Ni. 

Damit ist die Eigenschaft §. 1, 1. der Gruppen für die 
Composition der Nebeugruppen nachgewiesen. Dass auch §. 1, 2.,' 
nämlich das associative Gesetz gilt, haben wir schon he^jror- 
gehoben. Es ist also noch §. 1, 3. nachzuweisen nämlich dass; 
wenn 

Ci) NKNi = N^Ni 


gesetzt wird, und N* = ißt, apch Ni = Ni, und wenn 
Ni = Nt ist, auch Nx = Nie sein muss. 


" Nach der Darstellung- {6) ionnea ^ aber (7) in der dop 
pejten Weise darstellen: 
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Ist nxln Ni = Ni^ so können wir anch bi = bi annelimei^ 
nnd erlialten aus (8) durch Composition mit bT^ 

und wenn = N}^ ist, so nehmen wir 6^ = 6fc an nnd er- 
halten ans (8) durch Composition mit b's^ 

biN=bxN, 

also auch Ni = Ni. 

Endhch folgt noch daraus, dass man aus der Gleichung 
= bl eines der drei Elemente durch die beiden 

anderen bestimmen kann, die gleiche Eigenschaft für die 
Gleichung (6), so dass also auch §. 1, 4 für das System der N^t 
befriedigt ist 

Damit ist also erwiesen, dass das System der Nebengruppen 
durch die Composition der Th eile zu einer Gruppe wird; dass 
in dieser Gruppe der Normaltheiler N das Einheitselement ist, 
folgt unmittelbar aus 1., weil danach 

TO = NNh. = N^ 

ist ünd weil Nb\Nl>i^^ NhJ:^^ = N ist, so sind Nbk und 
Nh}^^ entgegengesetzte Elemente. 

Die Gruppe der Grössen N*, deren Existenz also hiermit 
nachgewiesen ist, nennen wir die Gruppe der Nebengruppen 
oder die zu N complementäre Gruppe in Bezug auf P. Wir 
^bezeichnen sie nach dem Vorgänge von Hölderi) mit F/N, Bat 
N einen endlichen Index (P, N) in Bezug auf P, so ist die 
Gruppe F/N endlich, auch wenn P selbst nicht endlich ist, und 
der Grad von FjN ist gleich dem Index (P, N), 

Sind A und B Gruppen m P, so ist, wie schon im §. 2 
gezeigt ist, ihr Durchschnitt D gleichfalls eine Gruppe. Das 
System AB wird aber nicht immer eine Gruppe sein. Wenn 
die Gruppen A^ B und folglich D endhch sind, und von den 
Graden a, /3, d, so ist AB gleichfalls endhch und vom Grade 
aß : S, Dann sind a, Elemente in A und &, &i Elemente in 
S. BO ist dann und nur dann 

ab = OiSi, 

wenn 

dr^a = hl>-^ = d 

Mathematiaoha Annalen, £(L 94 Das Zeichen erinnert an einen 
Quotienten, mit dem ja die oomplement&re Q-ruppe eine gewiss e Ana- 
logie hat.” -Wttto. 
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§. 5. Mehrstufiger iBomorphismus. 

in D enthalten ist Dann ist aber 

Ol = atr“^ 6i = dh. 

Wenn wir also a die Elemente von & die Elemente von 
B dnrohlanfen lassen, so wird in der Form ai jedes Element 
von -4JB, und jedes genau dmal dargestellt. Die Zahl der in 
AB enthaltenen verschiedenen Elemente ist also aß : d. Hieraus 
leiten wir folgenden Satz ab: 

5. Sind B endliche Gruppen in P, so ist AB dann 
und nur dann eine Gruppe, wenn 

(9) AB = BA 
ist 

Damit nämlich AB eine Gruppe sei, ist nothwendig und 
hinreichend,’ dass zu je zwei Elenjentenpaaren a, i; Oi, 6i aus 
A^ B sich ein drittes Elementenpaar o«, b^tiinmen lässt, so 
dass 

(10) a6ai&i = aaia 

ist Daraus folgt aber 

1) (X flj ^8 ^ p 

d. h. es muss iai m AB enthalten sein. Da b und ai in ihrer 
Gruppe beliebig sind, so ist PA ein Theü von AB. Da aber 
die Grade AB und BA übereinstimmend = aß : d sind, so 
folgt, dass AB noit BA identisch ist Ist umgekehrt die Bedin- 
gung (9) erftdlt, so kann jedes 6 a in die Form ab gesetzt ^werden, 
woraus sich die Relation (10) ergiebt Damit ist also das Theorem 
6. bewiesen. 




§. 6 . 

Mehrstufiger Isomorphismus. 

Wir beschäftigen uns zunächst fast ausschliesslich mit end- 
lichen Gruppen. Wenn P eine solche Gruppe vom Grade n 
ist, und N ein Nonualtheiler von P vom Grade v und Index 
$0 ist [§. % (4)] 

n = (IV, 

aod die complementäre Gruppe P/N ist vom Grade (i. Wir 
v^Uen diese oder eine damit isomorphe Gruppe mit Q bezeichueu 
'Wd ihsre Elemente, die den Nebengruppen N, Nb]_, Ni^ . . . ent- 
^iq^sechiiL, mit Ä, B, Q . . . Jedem dieser Elemente entsprechen 
;iSSä««epte der Gruppe P, etwa 




iJgdjr». n. 
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Erster Abaohnitt. 


§. 6 . 


dem Elemente A die Elemente o, Oi . . . a^-Li 
dem Elemente JB die Elemente 6, 6i . . . 


Dies Entspreohen ist dann derart, dass jedes zusammen- 
gesetzte Element ah dem zusammengesetzten Elemente AB ent- 
spricht Denn die Elemente A und B entsprechen den Neben- 
gruppen Ba und und es ist, weil N ein Normaltheiler ist 

NaNh = Nah. 

. Es gilt also hier bei der Zusammensetzung der A,B... 
einerseits und der a, 6 . . . andererseits dasselbe Gesetz, wie bei 
den isomorphen Gruppen (§. 1), nur mit dem Unterschiede, dass 
jedem Elemente A nicht bloss ein Element a, sondern mehrere 
entsprechen. Diese Thatsache giebt Anlass, den BegriEF des 
Isomorphismus zu erweitern, wie es durch folgende Definition 
geschieht : 

Man nennt eine endliche GruppePmit den Elementen 
a, 6, c . . . (mehrstufig) isomorph mit öiner Gruppe Q mit 
den Elementen ^ J 5 , ( 7 . . wenn beide Gruppen so auf 
einander bezogen werden können, dass jedem der Ele- 
mente A^B^ 0 . . . ein oder mehrere der Elemente 0,6, c . . . 
entspreohen, und zwar so, dass jedes der Elemente von 
Q einem und nur einem der Elemente von P entspricht, 
und dass, wenn a und A, b und B einander entsprechen, 
ah dem Elemente AB entspricht. 

Es lässt sich zunächst beweisen, dass jedem der Elemente 
A, P, ö . . . eine gleiche Zahl von Elementen o, 6, c . . . ent- 
spricht und dass also der Grad von Q ein Theiler des 
Grades von P ist. Denn es sei -d. das Einheitselement m Qy 
dem die Elemente 0,0^... Of—i lu P entsprechen mögen. Diese 
letzteren Elemente müssen dann eine Gruppe vom Grade v 
hüden, die wir mit N bezeichnen woUen, weil nach der Definition 
des Isomorphismus das Element aoi dem Elemente AA = A 
entsprechen muss. Ist dann J ein dem Elemente B entsprechendes 
Element von P, so müssen wiederum alle Elemente JTö dem- 
selben Elemente B aus Q entsprechen. Denn jedes a6 muss dem 
Elemente AB = B entsprechen. Sind 6i, 6 zwei dem Elemente B 
entsprechende Elemente, so entspricht 6i6~^ = o dem Elemente 
A^ und ist also in N enthalten, also ist 6^ = o6 in Nb 
halten. Durch Nb sind also alle Elemente, die dem Elemente B 





§ 6. Allgemeine Grnppen and Permntationsgrappen. 
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entsprechen, erschöpft, und jedem Elemente von Q entsprechen 
vElemente von P. Der Isomorphisrnns heisst v-stnfig. Jedes 
Element b~^ab entspricht aber gleichfaUs dem Einheitselemente 
A nnd also ist b'^^Nb = d. h. JN" ist Nonnaltheiler von P, 
und Q ist einstufig isomorph mit P/N. 

Wir sehen also, dass es einen anderen mehrstufigen Iso- 
morphismus als den zwischen der complementäxen Gruppe eines 
Normaltheilers und der Gesammtgruppe nicht giebt. Man könnte 
aber den Begriff des Isomorphismus noch dahin erweitern, dass 
man zwei Gruppen, die zu einer dritten Gruppe und iz-stufig 
isomorph sind, /i-v-stufig isomorph zu einander nennt. Bei 
Weitem der wichtigste ist der einstufige Isomorphismus, den wir 
daher als Isomorphismus schlechtweg bezeichnen, während ein 
mehrstufiger Isomorphismus immer durch einen Zusatz kenntlich 
gemacht werden soUi). 

§. 6 . 

Beziehung der allgemeinen Gruppen zu den 
P er mutations gruppen. 

Die Gruppen, die wir bisher am meisten angewandt haben, 
sind die Permutationsgruppen; diese Art von Gruppen gewinnen 
eine erhöhte Bedeutung auch für die- allgemeine Gruppentheorie 
durch die folgenden Betrachtungen. 

Es sei 

(1) P = ao, öl, Og, . . On-^i 

eine beliebige Gruppe vom Grade n. Greifen wir aus P irgend 
ein Element b heraus, so ist der Oomplex Pb mit P vdUig 
identisch. Es können sich also die beiden Reihen 

=ao, Ol, Ofl, . . ., On—l 

Ab = öl 6? ^ • • 'j 

nur durch die Anordnung von einander unterscheiden. Der 
Uebergang von A Ab ist 'also eine Permutation von n Ziffern 
0, 1, 2 ... n — 1, und jedem Elemente b von P entspricht eine 
solche Permutation, die wir mit ä® bezeichnen wollen. Zwei ver- 

YgL G. Jordan, Trait4 des BubstitationB. Nettcj, Snbstitationen- 
tbeorie. Die Bezoiohniing g/u-Btofig** rührt von Netto her. Nach Jordan 
heiBst der einstnüge iBomorphismaB ,jLÖlo&driBoher‘', der mehrstufige 
„mero&driBoher^ IsomorphiBmuB. Der eiuBtufige IsomorphiamuB wird bia* 
weüen auch aJa Aequivalens beseiohnet. 


2 * 


1 
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Erster Absohuitt 


§ 6. 

schiedenen Elementen 6, c entsprechen immer zwei verschiedene 
Permntationen äj, und dem Einheitselemente entspricht die 
identische Pennutation. Setzen wir 

80 können wir 7 t o auch mit (aL&, Abc) bezeichnen, und daraus 
ergiebt sich 

(2) Tt^Tto 

A h. die Permntationen tc bilden eme mit P isomorphe Permu- 
tationsgruppe 7t, Diese Permutationsgruppe ist transitiv, da z. B. 
das Element Oq in jedes beliebige andere Element von P über- 
gehen kann. Also haben wir den Satz: 

1. Jede Gruppe vom Grade n ist isomorph mit einer 
transitiven Permutationsgruppe von wZiffern. 

Es giebt natürlich noch andere mit einer gegebenen Gruppe 
isomorphe Permutationsgruppen, und es wäre von besonderem 
Interesse, eine solche Gruppe mit möglichst geringer Ziflfemzahl 
zu büdem Diese Angabe kann bis jetzt nicht allgemein gelöst 
werden. Wir müssen uns hier mit wenigen Sätzen begnügen. 

Wir nehmen an, es sei B irgend ein Divisor von P vom 
Index und bezeichnen die Elemente von B mit c, setzen ferner, 
indem wir P in ein System von Nebengruppen zerlegen, 

(3) P = P + P&i + h 

Ist dann a irgend ein Element von P, so werden die beiden 
Systeme 

B = B^ Pfejj . • Bbj^i 

^ ^ Ba = Po, Bb^a^ P&aa, . . ., 

von der Reihenfolge abgesehen, ubereinstünmen, und es ent- 

spnoht also jedem Element a eine bestimmte Permutation Tta der 

y Ziffern 0, 1 . . . y — 1, die wir mit 

(ß) = {B, Ba) 

bezeichnen können. Auch hier gilt das Gesetz 

(6) Tto^Ttof = 

wenn a' gleichfalls irgend ein Element aus P ist und diese 
Permutationen bilden also auch eine Gruppe Es ist noch 
die Frage, ob verschiedene Elemente a dieselbe Permutation tc 
hervomifen können. Wenn äq = äo/ ist, so folgt aus (6): 

1 — 1 , 

und weim wir also mit Og alle der Bedingmig 

( 7 ) »., = 1 
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§. 7 . 

genügenden Elemente bezeichnen, so ist a' = und es kommt 
darauf an, die Gesammtheit der Elemente Oo zu ermitteln. 
Wenn aber 

( 8 ) Bbao = Bb 

sein soll, so muss 

, bao = cb 

oder 

Oo = b-^cb 

sein, i h. Uq muss der Gruppe In^Bb angehören, und dies ist 
auch hinreichend für das Bestehen von (8). 

Daraus ergiebt sich, dass die der Bedingung (7) genügenden 
Elemente Oq die ganze Gruppe B^ erfüllen, die der Durchschnitt 
aller mit B conjugirten Theiler von P: 

22, bl ^226i, bi ^Bb ^^ . . ., &y_?i226y_i, 

und, wie wir früher nachgewiesen haben, ein Normaltheiler 
von P ist 

Daraus ergiebt sich für den Fall, dass Bq = 1 ist^ der Satz: 
2. Hat eine Gruppe P einen Theiler vom Index 
der mit seinen conjugirten Theilern ausser dem 
Einheitselemente kein Element gemein hat, so ist 
P (einstufig) isomorph mit einer transitiven 
Permutationsgruppe von j Ziffern. 

Dass die Permutationsgruppe transitiv ist, sieht TTifl.n aus (4), 
wo für a jedes der Elemente &y_i gesetzt werden kann. 

Der Satz 2. findet immer statt, wennP eine einfache Gruppe 
und B em echter Theiler von P ist, weil dann 22 q, als Normal- 
theiler von P, sich auf die Einheitsgruppe reduciren muss i). 

Der andere extreme Fall ist der, dass B Normaltheiler von 
P ist. In diesem Falle ist P mehrstufig isomorph mit der 
Permutationsgruppe JTjb; dagegen ist in diesem Falle die Per- 
mutationsgruppe iTß einstufig isomorph mit der Gruppe P/Ä 

Zerlegung einer Gruppe nach zwei Theilern. 

Es seien jetzt Q und B irgend zwei Theüer einer endlichen 
Gruppe P. Die Elemente von P sollen mit a, die von Q mit b 
und die von B mit c bezeichnet sein, so dass sowohl die b als 
die c unter den a enthalten sind. 

Holder, Mathematisohe Annalen, Bd. 40, S. 57. 
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Wir zerlegen zunächst, indem wir 

(P,B)=i 

setzen, und die Elemente 6^ , Og, . . passend aus P auswäblen, 
P in die Nebengmppen nach B: 

(1) P = P Ba + ■ • • + 1 . 

Nun betrachten wir einen (nach der Oomposition der Theile 
gebildeten) Complex 

( 2 ) P, = Ba,Q, 

und bemerken, dass, wenn in diesem Complex ein Element aus 
einer Nebengruppe Ba vorkommt, zugleich alle Elemente dieser 
Nebengruppe darin enthalten sind. Denn unter dieser Voraus- 
setzung müsse» die Form haben 

ca = 

und dann ist auch jedes Element c'a in derselben Form enthalten. 
Dm die Anzahl der in P^ enthaltenen Nebengruppen Pa zu 
ermitteln, betrachten wir zunächst die Elemente e aus die der 
Bedingung 

(3) Paj = Ba%e 

genügen. Diese Gleichung besagt aber, dass in Pak oder 
dass e in efj^^Boj, enthsiten ist- De m nach ist die Bedingung (3) 
erfüllt für alle Elemente 6, die der Gruppe 
ök, Durchschnitt von Q mit 

angehören. Daraus ergiebt sich allgemein, dass zwei Neben- 
gruppen Pak&, Pofc&i dann und nur dann einander gleich sind, 
wenn bilr^ in Qt, enthalten, also = e6 ist, und dass also, wenn 
man 6 in Pokft die ganze Gruppe Q durchlaufen lässt, jede der 
Nebengruppen Pa, die überhaupt darunter vorkommt, gleich oft, 
nämlich so oft, als der Grad von Qk beträgt, erzeugt wird. 

1. Die Anzahlder inPk vorkommendenNebengruppen 
Pa ist also gleich dem Index (ö, ^), und die An- 
zahl der Elemente, oder der Grad voü Pk ist, wenn 
r den Grad von P bedeutet, gleich r(ö, ft). 

Ist nun ein Element in P, so wird das System 
Ph = BaxQ 

mjr dann ein Element mit P» gemein haben, wenn von der 
Form ca%h ist, und dann ist P* mit Pt identisch- Hieraus ergiebt 
sich, dass man eine bestimmte Anzahl von Elementen 1, Oi, Og, . . . 
aus P BO auswählen kft-n-n^ dass keine zwei der Systeme 
pQ = P ft Pj = POi ft Pg = POg ft - . . 
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ein Element gemein haben, während gie in ihrer Gesammtheit 

alle Elemente von P enthalten, so dass man 

(4) T = Bl Q JRa^Q BiO^ 6 4"’’' 

setzen kann. Man kann die Elemente fli, »ai • • • ^ 

Formel (1) vorkommenden entnehmen. 

Jedes der Systeme Pq, Pi, Pa, . . . enthält eine zu bestün- 
mende Anzahl von Nebengruppen Pa, und da die Gesammtzahl 
dieser Nebengruppen = (P, P) ist, so ergiebt sich, wenn 6oi 
6i, • • • ^6 Durchschnitte von Q mit den Gruppen 

P, ar^Poi, aT^Poa» • • • 
bedeuten, die für die Folge wichtige Relation 

(Ö) (P, JR) = (6, 6o) 4- (6, 6i) 4- (ft ft) 4- ” • 

in der die Zahlen (6? 6o)» (6^ ft)i (ft 6fl) Theiler des Grades g 
der Gruppe Q sind. 

Aus der Bemerkung, dass, wenn Oa nicht m Poi 6 vorkommt, 
nicht in enthalten ist, ergiebt sich, dass neben der 

Zerlegung (4) die folgende Zerlegung besteht: 

(6) P = 6P + QoT^B + QaT^B H 0* 


§. 8 . 


Die Oompositionsreihe und der Satz von C. Jordan. 


Eine endliche Gruppe P heisst einfach, wenn sie ausser sich 
selbst und der Einheit keinen Normaltheüer hat, zusammen- 
gesetzt, wenn noch andere Normaltheüer vorhanden siad. 

Ein Normaltheüer, der kernen anderen Normaltheüer über 
sich hat, der also nicht Theü eines anderen echten Normal- 
theüers von P ist, heisst ein grösster Normaltheiler von 
P *). Ist Pi ein grösster Normaltheüer von P, Pj ein grösster 
Normaltheüer von eia grösster Normaltheüer von Pg u. s. f., 

BO heisst die Beihe von Qxappen 

(1) P, Pi, Pb, Pb ... 1, 

die nothwendig nüt der aus dem Einheitselemente allein ge- 
büdeten Gruppe 1 endigt, eine Oompositionsreihe der 
Gruppe P. 

Die Zerlejfung emer Gruppe P nach zweien ihrer Theüer rührt 
von Dedekind her. Göttinger Nachrichten 1894. 

•) Auflgezeiohnete MarLmal - Untergruppe nach anderer Bezeichnung. 
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§. 8. 

Wir wollen die Grade der Gruppen (1) mit w, Wj, Wg, Wg . . . 1 
bezeichnen, und die Quotienten « : Wj, tii : : ng . . also 

die Indioes von Pi in Bezug auf P, P, in Bezug auf Pi tL s. £ 
mit t'i, Va, Vg . . ■ Es ist dann nach der in §. S ein geführten 
Bezeichnung der Indices 

Vj = (P, Pi), Vf = (PijPf)^ Vg = (Pf, Pf), , . . 
und die Reihe der ganzen Zahlen 
(2) Vi,Vf, Vg, ... 

nennen wir die Indexreihe der Gruppe P. 

Die grössten Nonnaltheiler Pi, Pf, Pg . . . können für eine , 
gegebene Gruppe P im Allgemeinen auf mehrere verschiedene 
Arten ausgewählt werden, und danach können auch die Grad- 
zahlen Wi, nj, Wg • • • Indices v^, Vf, Vg ... verschieden 

ausfallen. Es gilt aber der folgende schöne und wichtige Satz 
von C. J ordan i): 

L Wie auch die Compositionsreihe einer Gruppe P 
gewählt sein mag, die Indexreihe ist, von der 
Anordnung abgesehen, immer dieselbe. 

Der Beweis beruht auf der Betrachtung der im §. 4 em- 
gefiihrten complementären Gruppen. 

, Es seien Q und Normaltheiler von P und zugleich Qi 
ein Theiler (also nach §. 8, 8. Nonnaltheiler) von Q, 

Dann gilt der Satz: 

1. Die Gruppe QJQi ist ein Normaltheiler der Gruppe 
P/Qi, und der Index von Q/Q^ in Bezug auf P/Qi 
ist gleich dem Index von Q in Bezug auf P. In 
Zeichen: 

(3) (PIQi,QIQi) = {P,Q)- 

Um seine Richtigkeit einzusehen, braucht man nur die 
Bildungsweise der einzelnen Gruppen genauer zu betrachten. 

Es seien w, gr, die Grade von P, Q, Qi und 
w = vg, g=Vigx, n = 

Man zerlegt nun ^ in die Nebengruppen zu d. h, man 
setzt, wenn 6i,6f . . . passend bestimmte Elemente in Q sind, 

(^) ö = öl ”1” öl ^ ”1“ * ■ ■ öl 1« 

C. Jordan, Trait^ des snüstitntiona , Paris 1670. Netto, Snb- 
stitntioiiezLtheone, Leipsig 1882. Hölder, ^Znrüokfühmng einer behebigen 
algebraieohen 'Oleiohnng auf eine Kette yon Gleiobungen j Matbematiaolie 
Annalen, Bd. 84 (1866). Fierpont, On the inyarianoe of the faotors of 
oompoaitioii. American Jonmal of Mathematics, VoL XVHL 
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Die Elemente der Gruppe QjQi Bind 

(Ö) Öli ■ öl — !• 

Wenn wir P in die Nebengruppen zu Qi zerlegen, so kom- 
men darunter sicher die Elemente (5) vor, und folglich ist Q/Qi 
ein Theiler von P/Öi« 

Es ist noch nachzuweisen, dass dieser Theiler ein Normal- 
theiler ist 

Bezeichnen wir aber mit a irgend ein Element von P, so 
sind alle Elemente von P/Öi in der Form Qia enthalten, und 
wir haben also nur zu zeigen, das^ wenn 6 irgend ein Element 

in Q ist, jedes Element, das Um 

( 6 ) 

in Q/Qu d. h. m der Form Qib enthalten ist 
Dies folgt aber unmittelbar aus 

( 7 ) QiCi^^QibQaa= Q^a-^bß, 

weil zugleich mit b auch ar^ba in Q vorkommt (weil Q ein 
Normaltheiler von P ist). Und dass auch die Bestimmung der 
Indices richtig ist, zeigt die Abzählung. Denn die Grade von 
P/Öi und Q/Qi sind vv^ und i/j, also der Index v. 

Daneben besteht folgender Satz: 

2. Ist Ql ein Normaltheiler von P vom Grade 
und hat die Gruppe P/Qi selbst einen Theiler M 
vom Grade w, so hat P einen Theiler Q vom 
Grade q = mqx. Zugleich ist Qi ein Normal- 
theiler von Q, und es ist M = Q/Qu ^ Normal- 
theiler von P/Öij 80 ist auch Q Normaltheiler 
von P. 

Es sei der Index von Qi in Bezug auf P, und P sei m 
die Nebengruppen zerlegt: 

(8) P == Öl ”1" H” öi^ ■ ' ■ “h Qi^ft—i^ 

so dass 01 , 69 . . . passend gewählte Elemente in P und 

(9) öii öi^j Öi^ ■ • • 1 

die Elemente von P/Öi sind- Wenn nun in der Gruppe P/Öi 
ein Theiler M enthalten ist, so muss dieser aus einem Theile 
der Elemente (9) bestehen, etwa aus 

( 10 ) Ö11 Öi^i» öi^a • • * öi^«— 1» 

und wenn dies System eine Gruppe bilden soll, so muss für 
irgend zwei Elemente bi, bk das Product 

(1 1) öl öl ^ öl 
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wieder in (10) enthalten, also etwa = Q^'b\ sein. Wenn also 
das System 1, ij, . . . 6m— i niit B bezeichnet wird, so lässt 
sich nach der Methode der Composition der Theile die Rela- 
tion (11) so schreiben; 

( 12 ) QyBQiB= Q\B^ 

und BO besagt sie nach §. 4, 1., dass die in 

(13) Q = Q^B 

enthaltenen Elemente von P eine Gruppe bilden, die die Gruppe 
als Theiler enthält und selbst ein Theiler von P ist. Dass 
Normaltheiler von Q ist, folgt aus §. 3, 3., weil als Normal- 
theiler von P vorausgesetzt ist, und aus der Darstellung (10) 
der Gruppe M ergiebt sich, dass M = Q/Qi ist. 

Es ist noch zu zeigen, dass, wenn M Normaltheiler von 
P/Qi ist, auch Q Normaltheiler von P ist Dies folgt so: 

Ist e irgend ein Element in P und ein Element in Jlf, 
so folgt aus der Annahme, dass M Normaltheiler von P/Qi ist: 
Qiß^KQibiQie = 

was wir auch nach der Composition der Theile durch die Formel 

(14) Q,eri{Q,B)Q,e Q,B 

ansdräcken können. Da nun Qi Nonnalliheiler 7on P ist, so 
kann Qi mit jedem der anderen Factoren vertauscht werden, so 
dass aus (14) folgt: 

e-^QrBe=Q^B, 

oder 

(16) e-i Qe = Q, 

wodurch ansgedrückt ist, dass Q Nomudtheiler von P ist. 

Aus dem Theorem 1. und 2. ergiebt sich das CoroUar: 

3. Ein Normaltheiler Q von P ist dann und nur 
dann ein grösster Normaltheiler, wenn die oom- 
plementkre Gruppe P/Q einfach ist. 

Wenn Q und Q' zwei Normaltheiler von P sind, so ist auch 
das symbolische Product Q ^ ein Normaltheiler. 

Denn es ist, weil Q ein Normaltheiler ist, 

QQ' = Q'Q, 

und dies ist nach §. 4, 5. das Kennzeichen, dass Q Q' eine Gruppe 
ist Dass es ein Normaltheiler von P ist, ergiebt sich dann 
nach §. 4, 2. aus 

QQ'B=QBq = BQQ\ 
wenn B irgend ein Theil von P ist. 


§. 8 . 


Compoflitionareilie. 
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Ißt mm Q ein grösster Normaltheiler von P, nnd Q' 
ein nicht in Q enthaltener Normaltheiler von P, so ist QQ^ ein 
Normaltheiler von P, der sowohl ^ als in sich enthält und 
also von Q verschieden ist Folghch ist, da es über Q keinen 
Normaltheüer von P gieht, ausser P selbst, 

( 16 ) = 

und ebenso muss auch 

(17) Q'Q = P 

sein. Diese Sätze gelten, wenn nur eine der beiden Gruppen 
Q) 0^ grösster Normaltheiler von P ist Wir nehmen jetzt an, 
dass sie beide diese Eigenschaft haben, und verstehen unter B 
den grössten gemeinschaftlichen Theiler von Q und Q\ Diese 
Gruppe P ist dann ein Normaltheüer von P sowohl als von Q 
und Q:, Denn ist a irgend ein Element in P, und c m ^ so- 
wohl als in ^ enthalten, so ist auch a—^ca in Q und in 
also auch in B enthalten. Also ist a^^Ba = P, und P ist 
Normaltheüer von P und mithin Normaltheüer von Q und von 
Q' (§- 3» 3-)* die Nebengruppen von P zu zerlegen, 

wählen wir ein passendes System von Elementen 1, ii, 6^5 • • • 

in 80 dass P, P6i, P6ai . . . alle von einander verschieden 
werden und setzen 

Q ^ P -|- P6i “l“ P&3 -|- P6a -j- • • 
was wir auch, wenn wir 

(18) P = 1, 6i, Äj, 69 ■ • • 
setzen, kurz mit 

(19) Q = B£ 

bezeichnen können. Nun ist nach (17) Q'Q = also auch 

(20) P = Ö'PP = Ö'P 
oder 

P=g+Q%-\-Q^b,-^Q^b,,,, 

Die Nebengruppen 

(21) Q\ Q!b,, Q%, gb,... 

sind aber aUe von einander verschieden. Denn wäre etwa^ 

Q'b, =. Q'b,, 

80 würde folgen, da Qf die Einheit enthält, dass es ein Ele- 
ment e YD. Q' giebt, so dass 

— ßbi 

wäre. Dies Element e ist aber gleich also, da die b 

in Q enthalten sind, gleichfalls in Q und also auch in P ent- 
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halteiL Dann aber wäre auch = was gegen die Voraus- 
eetzung ist. 

Hiernach können wir die Elemente der zu iJ complemen- 
taren Gruppe in Bezug auf Q und der zu Q complementären 
Gruppe in Bezug auf P bilden Wir erhalten diese beiden Gruppen 

. QjB, = P, P&i, Pia, Pia • • • 

(23) ^ 

Daraus aber erkennt ma-n leicht, dass diese Gruppen nicht 
nur von gleichem Grade sind, sondern dass sie isomorph sind. 
Denn es ist gleichzeitig 

PijPia = Piiia 

und 

ö'iiÖ'ia = 

Ebenso kann man auch schliessen, dass die beiden Gruppen 

Ö'Z-R, ^IQ 

isomorph smd. 

Die Gruppen P/^ und P/^' siud aber. Ab, Q grösste 
Normaltheiler sind, nach 3. einfach, und folglich sind auch die 
damit isomorphen Gruppen Q'jB und QjB einfach, und folglich 
haben wir den Satz* 

4. Sind Q und ^ zwei verschiedene grösste Normal- 
theiler von P, und ist P der Durchschnitt von Q 
und Q\ so ist P grösster Normaltheiler sowohl 
von Q als von und für die Indicea gilt das 
Gesetz: 

(ö, B) = (P, q). 

Damit haben wir die Grundlage gewonnen, um sehr einfach 
den Satz von der Constanz der Indexxeihe nachzu weisen. 

Wir schreiben zur besseren D ebersicht die verschiedenen in 
Vergleich zu ziehenden Compositionsreihen so, dass wir den 
Index eines jeden Gliedes in Bezug auf das vorangehende unter 
das Glied setzen. 

Üanach mögen irgend zwei gegebene Compositionsreihen von 
P mit den zugehörigen Indices folgende sem: 

(23) P, Ql, Qi, Qs ‘ • 

Vi, Vj, Vg . . 

p, Q\ Qi Qi Q's..^ 

V, v[, vS, Vg , , . 


( 24 ) 
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Es sei nun i? der Durchachnitt von Q und und ^ und /x' 
seien die Indioes von R in Bezug auf Q und Q'. Wegen des 
Isomorphismus der Gruppen F/Q und ^/R ist dann /x' = v, 
und aus dem entsprechenden Grunde /x = i/. Wir bilden eine 
Compositionsreihe von R mit der zugehörigen Indexreihe 

(25) Riy Rii R^ • . . 

und da nun R ein grösster Normaltheiler von Q und von Q' 
ist, BO können wir daraus zwei neue Compositionsreihen von P 
hüden, nämlich 

(26) Ri Pj, i?j, Pb • • • 

^5 Ny ' 

(27) P, Ö',P,Pi, P„Pb... 

Ny fhy N •• • 

Die beiden Compositionsreihen (26) und (27) von P haben also 
dieselbe Indexreihe. 

Nehmen wir jetzt an, der zu beweisende Satz sei bereits als 
richtig erwiesen fiir Gruppen, deren (Srad bei der Zerlegung m 
Primfactoren emen Primfactor weniger enthält als n (wenn n den 
Grad von P bedeutet), so folgt, dass alle Indexreihen von dessen 
Grad ja ein echter Theiler von w und also weniger Primfactoren 
als n enthält, mit einander ubereinstimm en, dass also die Reihen 

v', (hy (h, th ■ ■ • 

Vl, Vj, v,, . . M 

von der Anordnung abgesehen, überemstimmen. Ebenso stimmen 
die Indexreihen von Q' 

'i^y Ny Ny N * ' ' 
vi, 1/i, vi, i/i . . . 

überein. Also stimmen auch die beiden Indexreihen von P 


V» Vfl, ^iy »'i • . • 

vi, vi, v; . . . 


mit einander uberein, da die erste mit v, v\ fXj, ^ die 
zweite mit Ny Nr N • • • übereinstunmt. 

Für Gruppen, deren Grad eme Primzahl ist, die nur den 
einen Normaltiieiler 1 haben, ist aber der Satz evident, und 
also ist er durch vollständige Induction allgemein bewiesen. 

Wenn in zwei Compositionsreihen vön P, die wir mit ihren 
Indexreihen jetzt so darstellen wollen 
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(28) 

-Pi -Pli Psj Pa ■ 

. . Pfi-^i, 1 


in iai ia • 

• • i/*— 1) jV 

(29) 

p, Pi, Pi, Pi . 

. . I, 1 


ji, ja, ja • 



ein gemeinschaftliches Glied Fr = -Pi vorkommt, so gilt der 
Satz von der Oonstanz der Indexreihen anch für die Gruppe 
Pr = Pi, und daraus folgt zunächst, dass r == s sein muss, und 
dass die Indexreihen ^V+nir+a • • • J/* jr+u/r+a • • • jjx, von 
der Ordnung abgesehen, übereinstimmen. Folglich müssen auch 
die vorangehenden Theile der Indexreihen 

ji • • • jr TUii ^1, ^2 ■ • • jr 

Übereinstimmen. 


Weitere 


§. 9. 

Sätze über die Compositionsreihen. 


Von den Compositionsreihen gelten noch mannigfaltige Sätze, 
von denen wir bier noch die wichtigsten ableitem 

IL Ist Pr irgend ein Normaltheiler von P, so giebt 
es eine Compositionsreihe von P, in der Pr vor- 
kommt. 

Ist P, ein grösster Normaltheiler von P, so können wir 
Pv = Pi setzen und die Compositionsreihe von da an beliebig 
fortsetzeru Ist aber Pr kein grösster Normaltheiler von P, so 
suchen wir einen grössten Normaltheiler über Pr, den es jeden- 
falls giebt, und den wir mit Pi bezeichnen. Dann ist P^ ein 
Normaltheiler von Pi. Ist es ein grösster, so setzen wir Pr = Pg 
und setzen von da die CompositionBreihe beliebig fort Ist aber 
Pr noch kein grösster Normaltheiler von Pi, so suchen wir einen 
grdßsten Normaltheüer von Pj über Pr und fahren so fort, bis 
wir schliesslich zu Pr gelangen, was nach einer endlichen Anzahl 
von Schritten nothwendig eintreten muss. Wenn wir dauTi eine 
Compositionsreihe von Pr anhängen, so haben wir eine Compositions- 
reihe von P, in der P, vorkommt, wie es der Satz IL verlangt 
In einer Compositionsreihe einer Gruppe P ist, vermöge der 
Definition, jedes Glied ein Normaltheiler jedes vorangehenden- 
Das erste Glied P^ und das letzte Glied 1 sind zugleich Normal- 
theiler von P selbst Bei den zwischenliegenden P„Pa.. . wird 
dies im Allgemeinen nicht der Fall sein. In der Compositions- 
leihe giebt es also gewisse ausgezeichnete Glieder, (Ee zugleich 
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Nonnaltheüer von F selbst sind, die eine besondere Rolle spielen i). 
Hiember leiten wir im Folgenden noch einen wichtigen Satz ab. 

Angenommen, es sei Q ein Glied einer Compositionsreihe 
von P, das zugleich Normaltheiler von P ist, während das auf Q 
folgende Glied Qi nicht Normaltheiler von P ist. Dann giebt 
es unter den nach P conjugirten Gruppen cr^^Qia mehrere ver- 
schiedene, die wir mit 

( 1 ) Qu Q'u Ql. Ql . . . 

bezeichnen wollen. Der grösste gemeinschaftliche Theiler 
B aller dieser Gruppen ist wieder Normaltheiler von P. 

Nun sind aber alle die Gruppen (1) grösste Normaltheiler 
von wie sich nach §. 3 daraus ergiebt, dass Qi mit 
a“^öa, cr^'^Qia isomorph sind, wahrend Q als Normaltheiler 
von P mit a~^Qa identisch ist Wir können also in der Com- 
positionsreihe auf Q jede der Gruppen (1) folgen lassen, die 
alle denselben Index v haben. 

Ist nun Qi der grösste gemeinschaftliche Theiler von Qx, Qx' 
(also von verschieden), so ist nach dem Satze §. 8, 4. ein 
grösster Normaltheiler von und Qi, dessen Index gleichfalls 
V ist Also können wir die Compositionsreihe von Q an auf die 
folgenden beiden Arten fortsetzen: 

(2) Qi^ ft, Q Ql ft 

V V V V, 

Das hierin ausgedrückte Gesetz wollen wir nun verallgemeinern 
und durch vollständige Induction beweisen. 

Wenn ft noch nicht gleich P ist, so fügen wir zu ft, ft 
eme dritte Gruppe ft' aus der Reihe (1) hinzu, so dass der 
Durchschnitt ft von ft, ft, ft' ein echter Theiler von ft wird, 
und fahren so fort, bis wir zum grössten gemeinschaftlichen 
Theiler B aller Gruppen (1) gelangt smd. 

Es sei also: 

ft der Durchschnitt von ft, ft 

ft » n Ql^ Ql. Ql 

Qr „ „ „ Qx, Q'x, Q^i . . 

und die Anordnung der Gruppen ft, ft . . . Q^~^ sei so ge- 
wählt, dass von den Gruppen ft, ft . • . ft jede ein echter 


^6 bilden die sogenannte H&nptreilie yon P (Netto). 
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Theiler der vorangehendön ist. Diese Anordnung lässt sich fort- 
setzen^ so lange Qr nicht gleich B ist 

Wir wollen beweisen, dass wir die Gompositionsreihe von P 
so wählen können, dass darin 

(4) Qi^ Qi • • • Qr 

V V V 

vorkommt, und dass die Indices in diesem Theile der ßeihe alle 
gleich V sind. 

Die Behauptung ist richtig für r = 2, und wir beweisen sie 
allgemein durch vollständige Induotion, unter der Voraussetzung, 
dass sie für r schon als richtig erwiesen seL 

Ist Qr nicht gleich P, so wählen wir Q^i^ so, dass Qr+i der 
Durchschnitt von Q^^ Ql • • • Q^i^ bezeichnen über- 
dies den Durchschnitt von Q^, öi ■ • • Qr^ Dann 

ist Qr von Qr verschieden und Qr+i ist der Durchschnitt von 
Qr und Qr, Nun haben wir nach der Voraussetzung (4^ zwei 
entsprechende Stücke der OompositionBreihe mit der constanten 
Indexreihe v 

Q-i öl 1 • • ör— lörj 
ö, Öl-., ör-iö;; 

denn die zweite dieser Eeihen ist genau wie die erste nach der 
Vorschrift (3) gebildet, nur dass an Stelle von getreten 

ist Nach dem Satze §. 8, 4. ist daher Qr+i grösster Normal- 
theiler sowohl von Qr als von Qr, und zwar vom Index v, und 
es folgt also, was bewiesen werden sollte, dass die Compositions- 
reihe so fortgesetzt werden kann: 

(6) ö> öl - • . ör — 15 Öd ör + l? 

und dass der neu hinzugekommene Index gleichfalls v ist 

Dies können wir nun fortsetzen, bis wir zur Gruppe B ge- 
langt sind, und erhalten ein Stück der Gompositionsreihe 

(7) ö, Ql, Qi-- -B, 

V V V 

deren letztes Glied B wieder Normaltheiler von P ist und in 
der alle Indices übereinstinlimön. 

Setzen wir von B an. die OompositionBreihe fort, so kann 
sich der Index ändern; er kann aber von da an wieder gleich 
gehalten werden, bis man abermals zu einem Normaltheiler von 
P gelangt. 

Daniit ist der folgende Satz bewiesen: 
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Man kann die Compositionsreiho von P mit ihrer 
IndoxroiliQ 

1\ ly P y P, . . . 

Ja Jst Ji • • • 

»0 anonluen, dass, sü oft eino Aoudorung in dor 
Iiuloxruihe eiutritt, hIho jV+i von vorsc.luüdon 
ist, Pr iMii Normnlthoilor von P ist, 

S. 10. 

Mctaeyklischo Gruppen. 

Wir haben in 184 des ersten Bandes bei den Permuta- 
tlonagruppeu motueykliHuho Gruppen. deilnirt und ihre Bedeutung 
fdr die Auflösung der Gleielmngen kennen gelernt Der Begriff 
ist aber von der besonderen Bedeutung der Gruppenolementu 
unabliilngig, und wir dufiniren dalior jetzt allgemein: 

Kino Gruppe, deren Indexreihe aus lauter Prim- 
zahlen besteht, soll eine motacyklische Gruppe heissen, 
Kür diese fTru])p('n gilt ein für die Anwendungen auf die 
Algebr.a wichtiger Satz, der /dicr veii diesen Anwendungen un- 
ubliängig ist und den wir daher hier noch ableiten. Der Satz 
lautet : 

IV. Kinn motacyklische Gruppe hat einen von der 
Kinheitsgruppe verschiedenen commutativeu 
Normalthoilor »). 

Ist P eino metaoyklischo Gruppe und 

(1) P, Pi, Pj . . . P/i— 1, 1 

ju ja ‘ • jV— 1» 

die Compositionsroihe, deren Indexreiho y't, y'i ■ • • aus lauter 
Primzahlen besteht, so ist 2’/,_i jedenfalls «ine commutative 
Gruppe; denn wenn v irgend ein von 1 verschiedenes Element 
aus ist so sind die Potenzen 

( 2 ) 1 , 

(weil jfi eine Primzahl ist) olle von einander verschieden und 
machen also die ganze Gruppe P/j-i aus; die cyklischo Gruppe (2) 
ist aber gewiss commutativ, weil fUr je zwei Exponenten A, k 
immer 

z=r 5t* + ^ 

*) C, Jordan, Trait4 des lubatitutloni, Livre IV. 

Wtbtr, Altftbnu It. 
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ist Zugleich ist, nach der Definition \ der CompoBitionsreihe, 
Pfi—i Normaltheiler yon P^_a. 

Wir nehmen demnsbch jetzt an, wir haben einen von der 
Einheit verschiedenen commutativen Normaltheiler Qy irgend 
einer Gmppe der Reihe (1) und setzen ausserdem noch voraus, 
wenn es zu P, mehrere Theiler von der Beschaffenheit wie 
giebt, dass einer von möglichst niedrigem Grade fiir ge- 
nommen ist. 

Wenn wir dann nachweisen, wie man aus Qy emen commu- 
tativen Normaltheiler Qy^i von Pv—i über der Einheit ahleiten 
kann, so können wir dies Verfahren fortsetzen, bis wir zu einem 
commutativen Normaltheiler Q von P selbst gelangt sind, wie 
ihn unser Satz verlangt. 

Wählen wir irgend ein Element y in der Gruppe P»-i, 
welches nicht in Py enthalten ist, so ist, da Py ein'Normaltheiler 
von Py^i ist, 

(3) yPr = P.r, 

und wenn daher h der, niedrigste Exponent ist, für ^en in 
Py enthalten ist, so ist Ä grösser als 1 und 

(4) y»P, = P., 

und die in dem System der Nebengruppen 
(B) P», yPv, y^P^ . . . y^-'^Py 

enthaltenen Elemente, die alle von einander verschieden sind, 
bilden eine Gruppe, deren Grad, wenn der Grad von Py mit p, 
bezeichnet wird, gleich ist Die Gruppe (5) ist aber auch 
ein Theiler von Pv_i und folglich muss hpy ein Theiler von 
py—i = jypy seui, uud Ä ist eüi Theiler von jy. Da aber jy eine 
Primzahl ist, so muss h = jy sein, und durch (5) ist die ganze 
Gruppe Py-i erschöpft: 

(6) Pt— 1 = Pt yPv -|- y^Py -|- • • • ^Pt* 

Wir betrachten nun das System der transformirten Gruppen 

( 7 ) r^^Q^y, 

worin y alle Elöfiaente von Pt_i durchläuft 

Diese Gruppen sind alle mit einander isomorph und sind 
also ebenso wie Qy commutativ. Sie sind alle in Py enthalten, 
und sind, da y-^P^y = Py ist, nach §. S^ormaltheiler von P^ 
Wenn alle Gruppen (7) mit einander identisch sind, so ist 
Qy Normaltheiler von Pt— i, und wir erreichen unseren Zweck 
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der BeatimmTing von schon dadurch, dass wir Qy selbst 

oder, falls noch ein commntativer Normaltheiler niedrigeren 
Grrades von P»— i vorhanden sein sollte, diesen letzteren für Qy^i 
nehmen. 

Im anderen Falle wollen wir die von einander verschiedenen 
der Gruppen (7) mit 

C®} Qi •• • 

bezeiclmen, und daraus eine Gruppe 

(9) B={Qy, Qy, Qi...) 

ableiten, die dadurch defiuirt sein soll, dass es die kleinste 

Qirappe ist, die jede der Ghruppen (8) als Theiler enthält, und 

die wir als das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der 

Ghruppen Qy^ Qy^ Qi .. . bezeichnen können. 

Dass es eme und nur eine solche Gruppe R giebt, und dass 
jede Gruppe, die durch Qy^ Qy^ Qi . ^ . theilbar ist, auch durch 
JR theilbar sein muss, ist leicht einzuBehen. Denn erstens giebt 
es endliche Gruppen, z. B. die Gruppe Py, die alle Gruppen (8) 
als Theiler enthalten, und zweitens, wenn zwei Gruppen iJ, jB' 
alle diese Gruppen enthalten, so güt dasselbe auch von dem 
Durchschnitt von jß und R\ Ist daher P von möglichst niedrigem 
Grade, so muss dieser Durchschnitt mit R identisch sein, und R 
ist also ein Theiler von R\ Wenn P' auch von möglichst 
niedrigem Grade ist, so ist P' von P nicht verschieden. 

Von dieser Gruppe P weisen wir nun nach: 

a) dass sie ein Normaltheiler von ist, 

b) dass sie eine commutative Gruppe ist. 

Wenn wir dies Beides nachgewiesen haben, so sind wir am 
Ziele; denn dann können wir, wenn es nicht noch einen oom- 
mutativen Normaltheiler niedrigen Grades von P^-i giebt, 
JR selbst für Qy^i wählen. 

Das Erste ist aber ohne Weiteres klar. Denn bedeutet y 
irgend ein Element ans Py_i, so ist 

y-iJSy = (7~^Qrr, y-^Qry, • • 0 

das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Gruppen 

QrV, Q^r^ Y'^Oiy 

Diese Gruppen aber smd nach der Definition (7) in ihrer 
Gesammtheit von den Gruppen 

< 3 ^ Q^ Qi 


8 * 
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nicht verschieden, und folglich ist 

y—iBy = 

cL h, iJ ist Normaltheiler von 

Um aber nachzaweisen, dass JR eine conunutative Gmppe 
ist, müssen wir zwei HüLfabetrachtungen voranschickeru 

1) Es ist zu beweisen, dass irgend zwei der Gruppen 
Qr^ öii Öv . • • ausser der Einheit keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben. 

Nehmen wir an, es sei T der grösste gemeinschaftliche 
Theiler von irgend zweien der Gruppen (8), etwa von und 
BO ist T gewiss eine commutative Gruppe, weil Qi solche sind. 
Es ist aber T auch Normaltheiler von P,. Denn und Qi flinH 
solche Theiler; und wenn also r ein Element aus T und st ein 
Element aus P^ ist, sp ist sowohl in Q„ als in Qi, also 

auch in T enthalten. Eolghoh ist utr~^Tst = T. 

Nun haben wir aber angenommen, dass Q^ ein commutativer 
Normaltheiler von P^ über der Einheit von möghchst niedrigem 
Grade sei; ferner waren Qy und Qi von einander verschieden, 
und folglich der Grad von T kleiner als der von Qy. Also kn.nTi 
T nur die Einheitsgruppe selbst sein, w. z. b. w. 

2) Um die Gruppe P zu bilden, können wir so verfahren, 
dass wir die Elemente von Qy, Qi, Qi ... m behebiger Reihenfolge 
und 'Wiederholung so lange mit einander componiren, als noch 
neue Elemente entstehen. Denn alle so gebildeten Zusammen- 
setzungen bilden eine Gruppe C, die in P enthalten ist, weil P 
die einzelnen Elemente von Q», Qi, Qi . . . enthält Andererseits 
sind auch die Gruppen Qy, Qi, QJ . . . in O enthalten, und folg- 
lich ist P in 0 enthalten und 0 ist mit P identisch. 

Um also endlich zu beweisen, dass P eine commutative 
Gruppe ißt, bleibt uns nur zu zeigen, dass, wenn a, ß irgend 
zwei Elemente aus Q^ Qi, Qy . . . sind, die Yertauscbbarkeit 

(10) aß = ßa 

besteht 

Wenn nun oc, ß beide in dieselbe Gruppe Qy gehören, so 
ist (10) Folge unserer Annahme, dass Qy commutativ sei; und 
ebenso ist es, wenn beide in einer der anderen Gruppen Qi, Q! . . . 
Vorkommen. 

Sind aber a und ß in zwei verschiedenen Gruppen, etwa m 
Qy lind Qi enthalten, so sohliessen wir so: Weil 3 in Pr ent- 
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■en ünd Qp ein Nonnaltheiler von JPy ist, so ist auch 
ß^^aß = ct! 

enthalten. Daraus folgt: 

ßodos-^ = aßoc-^ = ß\ 

weil a in enthalten und Qp ein Nonnaltheiler von P» 
so ist mit ß zugleich auch ß^ in Qp enthalten Aus (12) 
’ folgt 

a'oß“^ = ß~~^ß’ = 

demnach ist das Element d sowohl in als in Qp ent- 
ern Es kauTi also naclj^ dem, was unter 1) bewiesen ist, nur 
Eioheitselement sein, d. 1 l es ist 

0^ = «, /3' = A 

demnach folgt aus (11), dass aß = ßoc sein muss, wie be- 
en werden sollte. 


Zweiter Abschnitt 


Abel’sohe Gruppen. 


§. 11 - 

Darstellung Aberacher Gruppen durch eine Basis. 

Wir haben schon in §. 1 solche Gruppen, in denen hoi der 
Gomposition das commutative Gesetz gilt, commutative oder 
Abel’ sehe Gruppen genannt- Bei diesen Gruppen, die in den 
Anwendungen von besonderer Wichtigkeit sind, herrschen viel 
einfachere Gesetze, als in den allgemeinen Gh*uppen, wie wir 
jetzt sehen werden. Es gelten für die Zusammensetzung der 
Elemente in diesen Gruppen dieselben Regeln, wie bei der Multi- 
plication von Zahlen, und wir nennen demnach die Composita 
von Elementen einer solchen Gruppe, wie bei der Multiplioation, 
Producte und Potenzen. 

Wir betrachten hier nur die endlichen Ab ersehen Gruppen, 

Aus der Definition der Abel’schen Gruppen folgt, dass das 
commutative Gesetz auch bei der Gomposition der Theile einer 
solchen Gruppe gilt (§. 4). Jeder Theiler einer Abel’ sehen 
Gruppe ist selbst eine Abel’sche Gruppe, und ist zugleich Normal- 
theiler, so dass wir bei diesen Gruppen den Zusatz „Normal*^ 
weglassen können. 

Eine Gruppe, die nur aus den Wiederholungen eines Ele- 
mentes besteht, wie 

1, ^ JL« . . . 

haben wir schon jfrüher (Bd. I, §. 166) eine oyklisohe Gruppe 
genannt, und wir behalten diese Bezeichnung hier bei. Wenn a 
die kleinste positive Zahl ist, für die J.® = 1 ißt, also a der 
Grad der Gruppe, so heisst a auch der Grad des Elementes A. 
Ist m irgend ein Exponent, für den J.*’* = 1 ist, so ist m ein 
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Vielf^hes von a. Das Element 1 hat den Grad 1. Alle cykli- 
Bchen Gruppen sind commutativ. 

Es gilt nun fiir jede endliche Abel’sche Gruppe 8 der 
Fundamentalsatz, dass sich immer ein System von Elementen 
S, ( 7 . . . von den Graden a, &, c . . . so auswahlen lässt, dass 
sich in der Form 

0 = . 

jedes Element & von S, und jedes nur einmal, darstellen lässt, 
wenn a ein volles Restsystem nach dem Modul o, |S ein voUes 
Restsystem nach dem Modul 6, y ein volles Restsystem nach 
dem Modul c etc. durchläuft. 

Ein System von Elementen, das zu einer solchen Darstellung 
geeignet ist, heisst eine Basis der Gruppe, und wir können 
den zu beweisenden Satz demnach so aussprechen: 

L Jede Abel’sche Gruppe lässt sich durch eine 
Basis darstellen. 

Der Beweis des Satzes gründet sich auf folgende Reihe von 
Sohliissen: 

1 . Ist n der Grad der Gruppe fif, sind -Aj, . An 

ihre Elemente und Oi, Oj . . . a„ deren Grade; 
durchlaufen ferner «i, cc, . . . a„ volle Restsysteme 
nach den Moduln ch On, so wird in der 
Form 

( 1 ) 0 = 

jedes Element von S und jedes gleich oft dar- 
gestellt. 

Dass man jedes Element in der Form ( 1 ) überhaupt erhält, 
sieht man unmittelbar; denn man erhalt z. B. Aj, wenn man 
= oßj| = 0 ...a »;=0 setzt 
Es ist noch zu beweisen, dass man jedes Element gleich 
oft erhält 

Wenn aber 

( 2 ) 

eine Darstellung des Elementes 1 ist, so ändert sich 0 nicht, 
wenn man Oi, 063 ... o« in (1) durch «i + Äi, + 

ersetzt. Es wird also jedes Element 0 durch (1) mindestens so 
oft dargestellt, als das Element 1 durch ( 2 ). 

Geben andererseits die beiden Exponentenreihen «i, «i . . . 
und oci, «i . . . zv^ei Darstellungen des Elementes 0 , so hat man 



40 


Zweiter Absohnitt. 


§. 11 . 


(s) 1 = 

also eine Daxstellung des Elementes 1. Also können wir nach 
(2) setzen: 

Es kann folglich auch nicht mehr verschiedene Darstellnngen 
des Elementes 0 gehen, als die Anzahl der Darstellangen des 
Elementes 1 beträgt Wir bezeichnen die Anzahl dieser Dar- 
stellnngen mit ä. Im Ganzen ist aber die Anzahl der verschie- 
denen möglichen Bestimmungen der oe in (1) gleich dem Pro- 
dncte OiO, . . . da w die Anzahl der Elemente von S ist, 

so folgt 

(4) nh = 

Ans der Formel (4) ergiebt sich der Satz: 

2. Wenn r eine im Grade n der Gruppe aufgehende 
Primzahl ist, so giebt es in 8 ein Element vom 
Grade r. 

Denn aus (4) sieht man zunächst, dass einer der Grade 
fli, flSj . . . a» durch r tbeübar ist Ist also etwa Oi = rÄ, so 
ist J.* ein Element vom Grade r. 

3. Sind J., J5 . . . irgend welche Elemente in 8 von 
den Graden a, & . . so ist auch AB . . . ein Ele- 
ment in Sf, und der Grad dieses Productes ist 
ein Theiler des kleinsten gemeinschaftlichen 
Vielfachen m von o, & . . . 

Denn es ist 

{AB ...)* = A^B^ . . . = 1, 
und folglich m ein VieUaches des Grades von AB , 

4. Ist der Grad n der Gruppe 8 in zwei Faotoren 
n = fl6 zerlegt, so dass a und 6 relativ prim 
sind, so giebt es in 8 genau a Elemente J., deren 
Grad ein Theiler von a ist, und 6 Elemente J5, 
deren Grad ein Theiler von 6 ist, und in der 
Form 

(5) 0 = AB 

sind sämmtliche Elemente von 8 und jedes nur 
einmal enthalten. 

Um die Bichtigkeit dieses Satzes einzusehen, stellen wir 
folgende Ueberlegung an. Der Inbegriff 91 der Elemente A^ deren 
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Grad ein Theiler von o ist, ist eine in S enthaltene Gruppe; 
denn sind A, A' zwei solche Elemente, so ist nach 8, der Grad 
von AA! ein Theiler von o, und AA! ist also auch in ?t ent- 
halten. 

Ebenso ist der Inbegriff 58 der Elemente B, deren Grad ein 
Theiler von i ist, eine Gruppe. Das Element 1 kommt sowohl 
in 91 als in 58 vor, sonst enthalten beide kein gemeinschaftliches 
Element. 

Der Grad a' von 91 ist relativ prim zu h. Denn ist r eine 
in a' aufgehende Primzahl, so giebt es nach 2. in 91 ein Element 
vom Grade r. Da aber der Grad jedes Elementes von 91 ein 
Theiler von o ist, so ist auch r ein Theiler von a und nicht 
von 6. 

Ebenso beweist man, dass der Grad V von 58 relativ prim 
zu a ist. 

Nun bestimme man (nach ßd. 1, §. 126) zwei ganze Zahlen 
X und j/, so dass 

(6) ax -\- hy = 1 

ist, und nehme irgend ein Element & von S. Dann ist 

(7) © = ©"“ ®^t», 

und nun ist, da (&>vy = i ist, in 91 und aus dem gleichen 
Grunde ©“” in 58 enthalten. Also folgt aus (7): 

(8) & = AB. 

Demnach ist jedes Element 0 in der Form AB enthalten. 
Eine solche Darstellung ist aber auch nur auf eine Art möglich. 
Denn sind A', B' zwei Elemente aus 91 und 58, und ist 

AB = A!B\ 

so folgt, wenn man in die Potenz hy = 1 — ax erhebt, A — A' 
und folglich auch B = B'. Die Anzahl der verschiedenen Pro- 
ducte der Form AB ist aber = a'b', und daher hat man 

n = ab = a'h\ 

und da a relativ prim zu V und 6 relativ prim zu a' ist: 

a' = o, 6' = &. 

Damit ist der Satz 4 in allen seinen Tbeilen bewiesen. 

Wenn nun dib beiden Gruppen 91, 58 durch Basen dargestellt 
sind, so folgt aus der Formel (8), dass auch 8 durch eine Basis 
dargestellt ist, und die Basis von 8 enthält die Elemente der 
Basen von 91 und 58 und keine anderen. 
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Wenn a und h weiter in Factoren zerlegbar sind, die zu 
einander relativ prim sind, so können wir mit den Gruppen 31 
und S3 wieder ebenso verfahren, und wir kommen also zu dem 
Resultate, dass unser Theorem L allgemein bewiesen ist, wenn 
wir es noch für Gruppen naohweisen können, deren Grad eine 
Potenz einer Primzahl ist 

Es sei also jetzt der Grad n der Gruppe S eine Potenz 
einer Primzahl p 

(9) n = 

Die Grade aller Elemente von S, die ja Divisoren von n 
sind, müssen dann gleichfalls Potenzen von p sein. Es ist 
nachzuweisen, dass eine solche Gruppe durch eine Basis dar- 
stellbar ist 

Man wähle in S ein Element A von möglichst hohem 
Grade a. Dann ist a eine Potenz von p “und die Grade aller 
anderen Elemente sind Theiler von a, so dass für jedes Ele- 
ment ® von S 

( 10 ) = 1 

ist Die Elemente 

( 11 ) l , A , . . . ^<»-1 

sind alle von einander verschieden, und ihre Gesammtheit ist ein 
Theüer von Ä Ist damit die Gruppe 8 erschöpft, ist also jedes 
Element von der Form -ä®, so ist 8 durch eme eingliednge 
Basis dargestellt Wenn aber 8 mit (11) noch nicht erschöpft 
ist, so wird es doch für jedes Element ® von 8 einen gewissen 
Exponenten A geben, so dass in der Reihe (11) enthalten ist. 
Gewiss wird das eintreten, wenn A der Grad von 0, also 0^ = 1 
ist Unter diesen Zahlen A wird eine die kleinste positive sein, 
die wir mit 6 bezeichnen woUem Es giebt also für jedes Ele- 
ment 0 eine gewisse kleinste positive Zahl 6, so dass 

( 12 ) = A^ 

in der Reihe (11) enthalten ist 

Diese Zahl & ist ein Theiler von a, also auch eine Potenz 
von p und zugleich ein Theüer von K Denn setzen wir 
a = gö -(- 6', wo 0 ^ & ist, so folgt aus (10) und (12) 

0 « = A^^@^ = 1 , 

oder 0^ = und wenn also V nicht Null ist, so giebt es 

gegen die Voraussetzung eine noch kleinere Zahl als 6, nämlich 
i', die der Forderung (12) genügt 



liaNiR uirik r trru|i(u^ 


AH 


11 . 


Aus (12) fulKt t'MHiT 

f I 

1 (->' - 

also iiMiss A« : b oni Vii-lfai lif< noii n ui»l folfilicli A »-i« ViVI- 
fiicht's vi»u b st'in. \Vt*iiu wir lialnT 

A 

(13) n --- HA 

sn ist //'■ “ J, niu\ ‘/u^lrirh ist //'' ilir niftlnjLjstH INitt^nz 
v(»n 7A tiii* eiiitT von A winl, W4*il, wi*iin li*'* 

PotiMi*/ von A int 4 tlassrllif* imi*h (13) au»*h von W*-' f'ilf. Wir 
iu‘hnn‘n thin Klommt H m i;owiiltlt an. ♦Inns h so iiW moj^- 
liirh winl. Dann int aueli für joiIoh »mloro Klmimt W» iius iS 
iminor WJ »‘im* IVitonz von Ax tlon^n Kxpiinont »luroh h tht’IUmr ist. 
Ist nun 

« r- 0, 1, ... « — 1 

/i — f), I, “J , . . A — I, 

Hititl dio Kloiiii^nto 

( 14 ) 

in der Anzultl ah nlb* von uimunlor vorstdiiotloiu Sio liildon 
einen in Ä rnlimltonon Tlnülfir S\ d«*r »iurrh die ItnsiH JS 
dar^i'Ktollt int. IhI *S' mit #S idontiKch, Hf» Himl wir ura Ziele, 
iHt ulior S durch (14) iio»di nicht i'nic'liöpft, so fahren wir 
in (UffHelhon Wowe fort. 

Wir wollen durch Anwendung der vollHtündigi'U Induution 
gleich nllgemoin nrhlicHUfUi. 

Kh sei rin TlM‘iler von S ormittidt, »lor durch eine 

Bawis in der Form dnrgeHtellt int 

( 18 ) 

von dem wir folgende VoraUHürtzungfln machen; 

1) Die Grade von ili, At , • • «oäon ttj, oi . . , 
und eu sei 

(l\ Ctf • k « 1^ 

2) Für jodoB in 5 enthaltene PJement & sei 

(16) Ö*—’ =■ ilj'ili* . . . 

d. b. in S.. • entlialten, und die Exponenten Ai, Ai . . . A».a eeien 
durch 0..1 theilbar. 

Die oben abgeleitete Gruppe S' genügt diesen Forderungen, 
wenn v = 8 und a.-i == h gesotat wird, und es ist nun zu zeigen, 
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Aus (12) folgt ferner 

In 

1 = 

also muss ka : h ein Vielfaches von a und folglich A ein Viel- 
faches von b sein. Wenn wir daher 

(13) B = ®A ^ 

setzen, so ist 1, und zugleich ist B^ die niedrigste Potenz 

von jB, die einer Potenz von A gleich wird^ weil, wenn eine 
Potenz von A ist, dasselbe nach (18) auch von 0^ gilt Wir 
nehmen das Element 0 so gewählt an, daas b so gross als mög- 
lich wird Dann ist auch für jedes andere Element @i aus S 
immer 0J eine Potenz von A^ deren Exponent durch h theilbar ißt, 
lat nun 

a == 0, 1, 2 . . . a — 1 
= 0 , 1 , 2 ... & - 1 , 

so sind die Elemente 

( 14 ) A<^B^ 

in der Anzahl ab alle von einander verschieden. Sie bilden 
einen m 8 enthaltenen Theiler 5", der durch die Basis A^ B 
dargestellt ist. Ist 8* mit 8 identisch, so sind wir am Ziele. 

Ist aber 8 durch (14) noch nicht erschöpft, so fahren wir 
in derselben Weise fort 

Wir wollen durch Anwendung der vollständigen Induction 
gleich allgemein schliessem 

Es sei ein Theiler von 8 ermittelt, der durch eine 

Basis in der Form dargestellt ist 

(15) S._, = 

von dem wir folgende Voraussetzungen machen: 

1) Die Grade von Ai^ A^ . . , A^^'l seien (»1,03.., ay-i, 
und 68 sei 

2 ) Für jedes in 8 enthaltene Element 0 sei 

( 16 ) @“»-i = 

d. h. in S,_j enthalten, nnd die Exponenten Ai, A, . . . A,_2 seien 
durch a,_i theilbar. 

Die oben abgeleitete Gruppe B' genügt diesen Forderungen, 
wenn w = 3 nnd = h gesetzt wird, und es ist nun zu zeigen. 
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wie man, wenn noch nicht die ganze Gruppe S erschöpft, 
daraus eine ebensolche umfassendere Gruppe & ableiten kann. 

Für jedes Element 0 von S wird es emen gewissen niedrig- 
sten positiven Exponenten o» geben, für den 0“»' in Sv— i ent- 
halten ist, und dies o» ist wegen (16) gleich oder kleiner als 
und ist ausserdem eine Potenz von da es ein Theiler des 
Grades von 0 sein muss. Wir wählen 0 so, dass der Exponent 
Or so gross als möglich wird. Ist ein behebiges anderes Ele- 
ment in iS, und ©^ die niedrigste Potenz von ©i, die in Ä-i 
enthalten ist, so ist auch h eine Potenz von p und gleich oder 
kleiner als Or. Es ist daher ®jr in Sv-i enthalten. 

Setzen wir aber 
(17) = 

SO smd die sämmtlichen Exponenten A durch Ov theilbar. Denn 
es ist 

^ 1^—1 1 1 ^—1 

und nach der Voraussetzung 2) müssen die Exponenten von 
-4i, . Am,^i auf der rechten Seite dieser Formel durch a»-_i 

theilbare ganze Zahlen sein. Folglich sind Ai, A,, . . . A^_i durch 
Ov theilbar. Wir können also, indem wir zu dem oben be- 
trachteten speciellen 0 zuriickkehren und unter Äj, ... Äv— i 
ganze Zahlen verstehen, 

0 ^ = 

setzen, und wenn wir dann 
annehmen, so ist 

(18) = 1 

die niedrigste Potenz von A,, die m enthalten ist (weü 
sonst auch noch eine niedrigere Potenz von ® in Sr-, ent- 
halten wäre). 

Dann ist 

(19) «,= 0,1, 2. ..0,-1 

daroh «i, o, . . . o, theübar und 
toiglich _ 0 smd, nnd demnach sind die in (19) dargestellten 
Elemente ^e von emander verschieden. Diese Elemente bilden 
aber eme (Jmppe & mit der Baas A. ^ .4., die der For- 

derung 1) genügt 
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Zugleich ist, wie die Formel (17) zeigt, wenn ein he- 
Hebiges Element in S ist, in Ä-i enthalten, und die Expo- 
nenten sind durch o. theilbar. Es ist daher auch 

die Forderung 2) befriedigt 

Damit ist also unser Satz L bewiesen. Zugleich sehen wir 
aus dieser Ableitung, dass man für eine beliebige Abel’sche 
Gruppe 8 die Elemente der Basis immer so annehmen 
kann, dass ihre Grade Primzahlpotenzen sind. 

Aus der DarsteUbarkeit durch eine Basis folgt auch, dass 
jede Abel’ sehe Gruppe metaeyklisoh ist; denn sind die Elemente 
einer solchen Gruppe 8 in der Form dargestellt: 

A = 

und ist p eine im Grade von A^^ aufgehende Primzahl, so 
bilden die Elemente 

A' = A^^A^ . . . 

wenn Oi ein volles Eestsystem nach dem Modul Oi : p durch- 
läuft, einen Theiler 8' von 8 vom Index p, der durch die Basis 
A{^ Aq s .• Ar darstellbar ist Von 8' kann man wieder auf die 
gleiche Weise einen Theiler vom Primzahlindex finden u. s. f. 
Also ist 8 metacyklisch (§. 10). 


§■ 12 . 


Die Invarianten der AbePsohen Gruppen. 


Der Beweis, den wir im vorigen Paragraphen für die Mög- 
lichkeit der Darstellung einer Abel’ sehen Gruppe durch eine 
Basis mitgetheilt haben, enthält zugleich einen Weg, eine solche 
Basis zu finden, und zwar eine, bei der die Grade der Basis- 
elemente Primzahlpotenzen sind. Gleichwohl kann es Vorkommen, 
dass eine und dieselbe Gruppe auf verschiedene Arten durch 
Basen dargestellt werden kann. 

Betrachten wir z. B. zwei Elemente A, 5, deren Grade o, i 
relativ prim sind, so wird durch diese als Elemente einer zwei- 
gliedrigen Basis eine Gruppe 


( 1 ) 


A^B/^ 


a = 0, 1, 2 
= 0 , 1 , 2 



dargestellt Dieselbe Gruppe kann aber auch durch die 
gliedrige Basis AB dargestelLt werden in der Form 
(2) (ABy s = 0, 1, 2 . . . ai — L 


ein- 
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Denn sind a imd ß beliebig gegeben, so kann man s nach 
dem Modul a6 so bestimmen, dass 

3 = oc (mod a), s = ß (mod &), 
wodurch (2) mit (1) identisch wird* Trotzdem ist in gewissem 
Sinne die Constitution der Basis durch die Natur der Gruppen 
völlig bestimmt, nach dem folgenden Satze: 
n. Sind 

-^1» *^-a • • • 


mit den Graden 


flj, Oj . . . 

und ' 

5i, Bi * Bfj, 

mit den Graden 

&i, . . . 6^ 

zwei Basen einer AbeTsohen Gruppe S vom 
Grade n, ist p eine in w aufgehende Prim- 
zahl und 

(3) Ol = Oi = = _p,a;, 

(4) 6a = J?a^flj ... 6/i = J>/*6/i, 

worin J>a ■ • * P»*? Pv * P]*- höchsten Po- 

tenzen von p sind, die in Oi, Oj . . . o,, 6i, 69 . . . 6/* 
aufgehen, so kommen alle Primzahlpotenzen 
fn Pa • • • die grösser als 1 sind, auch unter 
den jpj, p'a . . . pji vor, und umgekehrt 
Dm diesen Satz zu beweisen, nehmen wir die Elemente der 
beiden Basen A und B so geordnet an, dass 


(ö) 


Ä ^ Pj ^ ^ JPr 

Die m (1) und (2) yorkonuneiiden ganzen Zahlen a', . , . o^, 
l \ , J', . . . 6J, sind nacli ihrer Definition dnrch p nicht theilbar, 
and wenn wir also mit tn das kleinste gemeinBohafÜiche Viel- 
feche von o^, a', . . . oi bezeichnen, so ist auch «i nicht dnrch j) 
theilbar. Ist aber 


(6) 0 = j:^ä^...ä^ 

ein beliebiges Element von S, so folgt, dass 

= 1 


sein mnsB. 
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Setzt m^n hierin £i, J 5 j . , . für so folgt, dass 
nroh jede der Zahlen 6i, 6a . - - 6/* theübar ist Es ist also 
aeilbar durch p\^ und m durch das kleinste gemeioschaftliche 
'lelfache von 6'^, 63 . . . In diesem Schlüsse können wir nun 
urchweg A mit B vertauschen. Es muss also auch p\ durch 
aeilbar sein, und daher 

0 Pi= jpii 

nd ausserdem ergiebt sich, dass m auch das kleinste gemein- 
ihaftliche VieKache von 6j, h\ ... öj* ist 

Um daraus unseren Satz allgemein zu beweisen, nehmen 
ir an, es sei für irgend ein s bewiesen, dass 

i) J>i = /i, ■ . - J>.-i = JPi-i 

müsse. Nach (6) ist für jedes Element 0: 

)) 0 P«” = A^^'^ . . . 

orin m wie oben das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 
flj . . . ai und zugleich von 6^, 63 . . . 6J,, also durch p nicht 
leühar ist 

Wir bestimmen nun die Anzahl der in der Form ( 9 ) ent- 
altenen von einander verschiedenen Elemente. 

Lassen wir a, die Reihe der Zahlen 0, 1, 2 ■ ■ - — — 1 
^ JP» 

urchlaufen, so sind die Elemente 

0 ) = 1 . 

le von einander verschieden, wahrend A^^ wieder = 1 
ird, öo dass sich alle anderen Potenzen m der Reihe (10) 

iederfinden. Ebenso schliessen wir in Bezug auf die übrigen 
actoren von ( 9 ), woraus man die genaue Anzahl der von ein- 
ider verschiedenen in 0^^*" enthaltenen Elemente 


1 ) ^ Ä ^ 

" Pb Pb Pb 

idet. 

Von den beiden Zahlen j?,, p'^ wird, wenn sie nicht gleich 
ud, eine die grössere sein. Wir wollen also annehmen, es sei 

2 ) p'b ^ 2 ?.. 

Nun drücken wir 0 durch die Basis JB aus, und setzen 

3 ) 0^:1 = 
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■and wir zählen nun wieder ab, wie viel verschiedone Elemente 
in dieser Form enthalten sind. Die beiden Werthe für 0 müssen 
dftTm übereinatiinmen. 

Zahlen wir, wie oben in (9), die Anzahl der verschiedenen 
in der Form 

enthaltenen Elemente, so ergiebt sich auch hierfür nach der An- 
nahme (8) der Werth 0 . Es kann daher in der Form 

(15) 

nur das emzige Element 1 enthalten sein, woraus zu schliessen 
ist, dass durch pi theilbar sein musa Das ist aber mit (12) 
nur unter der Voraussetzung vereinbar, dass 

(16) Ps = i?; ist 
Hiermit ist unser Theorem IL bewiesen. 

Die in den Qradzahlen einer Basis von S enthaltenen Prim- 
zahlpotenzen sind also von der besonderen Wahl der Basis ganz 
unabhängig und wir nennen sie daher die Invarianten der 
Gruppe. Das Product aller Invarianten ist gleich dem Grade n 
der Gruppe. 

Nach §.11 können wir für S eine Basis bestimmen, bei der 
die Grade der Elemente lauter Primzahlpotenzen sind. Nach 
dem Theorem BL siud diese Grade die Invarianten der Gruppe 
und sind also durch die Gruppe vollständig bestimmt. 

Dass die Invarianten auch die Natur der Gruppe vollständig 
bestimmen, ergiebt sich aus dem Satze: 

EL Zwei Gruppen mit denselben Invarianten sind 
isomorph, und isomorphe Gruppen haben die- 
selben Invarianten. 

Wenn nämlich zwei Gruppen 3 und 3' der Anzahl und dem 
Grade nach übereinstimmende ßasiselemente haben, wenn etwa 

® = ...a:^ 

die Elemente von 3 sind, und 

0' = ...Bü^ 

die Elemente von S', wo die 0 ^, in beiden Fallen Rest- 

systeme nach den Moduln Oi, . . . Or durchlaufen, so brauchen 
wir nur ® und dann einander entspredien zu lassen, wenn 
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die Exponenten a in beiden dieselben sind; dann sind beide 
Gruppen isomorph auf einander bezogen. 

Haben also zwei Gruppen dieselben InYarianten, so können 
wir diese Invarianten in beiden Gruppen zu Graden der Basis- 
elemente machen, und erhalten dann diesen Fall. 

Wenn umgekehrt zwei Gruppen isomorph sind, so bilden 
die den Basiselementen der einen Gruppe entsprechenden Ele- 
mente der anderen eine Basis der letzteren, und also müssen 
auch die Invarianten in beiden dieselben sein i). 

§ 13 . 

Gruppen Charaktere. 

Es ist ein Hauptproblem in der Theorie der Abel’ sehen 
Gruppen, alle Theiler einer Ab eT sehen Gruppe zu finden. Die 
Losung dieser Aufgabe wird wesentlich erleichtert durch die 
Einführung des Begriffes der Gruppencharaktere, der auch sonst 
in mancher Beziehung von Wichtigkeit ist 

Es sei S eme AbeTsche Gruppe nten Grades, deren Ele- 
mente durch A bezeichnet werden sollen, und es seien 

( 1 ) Al-, A^ • • • Äv 

die Elemente einer Basis von S von den Graden Oi, aj . . . Ov. 
Jedes Element A ist also, und zwar nur auf eine Weise, in 
der Form 

(2) A = At^Ap , . .A^^ 

Uebor die Theon© der Abel* sehen Gruppen ist zu vergleichen* 
GansB, Demonstration de quelques theoremes ooneeruaut les 
p6riode8 des olaases des formes binaires du seoond degrö. Werke, 
Bd. n, S. 266. 

Sohering, Die FundamentalolaaBen der Eusammensetzbaren 
arithmetiachen Formen, Göttinger Abhandlungen, Bd. 14. 

Frobeniua und Stiokelberger, Uebor Gruppen vertaueoh- 
barer Elemente. Crelle’s Journal, Bd. 86, 8. 217. 

Weber, „Beweis des Satzes, dass jede eigentlich primitive 
quadratische Form unendlich viele Primzahlen darzuatellen fÄhig 
ist^ Mathematiache Annalen, Bd. XX. „Theorie der Abel’ sehen 
Zahlkörper^^, Acta mathematioa, Bd. 8 u. 9. 

Der Begriff der Invarianten ist zuerst eingeföhrt in der Abhandlung 
von Frobenius und Stiokelberger, aber etwas anders definirt als 
hier. Dieser alteren De^ition, die sich bei der Anwendung auf die Kreis- 
theilungBzahlen minder zweckmässig erweist, ist der Yerfasser in der 
oibrten Abhandlung in den Acta mathematioa gefolgt 

Weber, Algebra. IL 


4 


60 


Zweiter Abeohnitt. 


§. 18 . 


darstellbar, so dass 

( 3 ) 0 ^ «1 < Ol, 0 ^ «a < Oa, . . . 0 ^ Oy < Oy. 

Die Exponenten cc^ . . , dv oder irgend welche ihnen nach 
den Moduln aj, Oj . . . Ov congmente Zahlen heissen die Indices 
des Elementes J., und es gilt der Satz: 

1. Man erhält die Indices eines CompositumB ÄÄ\ 

wenn man die entsprechenden Indices der beiden 
Factoren addirt, so dass, wenn «j, Oj . . . a, und 
«j, ... ai die Indices von A und Ä' sind, die 

Indices von AA' in der Form 

«1 + «;, 06, + «i, . . . + oi 

erhalten werden. 

Wenn wir jedem Elemente A irgendwie einen Zahlen- 
werth zuordnen, so können wir diese Zuordnung eine FuAction 
von A nennen. Eine solche Function % C-^) 
Q-ruppencharakter genannt werden, wenn %(-^) für keinen 
Werth von A verschwindet, und wenn für je zwei Elemente A, 
Al von B die Bedingung erfüllt ist* 

W 1{.AA^ = %{A)x{A'), 

und folglich auch die allgemeinere 

1{AA!A^^ . . = x{A) x{A^ x{A!^} . . . 

Zwei solche Functionen % und Xi werden als verschieden 
angesehen, wenn es wenigstens ein Element A giebt, für welches 
X (A) von Xi (-^) verschieden ist Dass ein Charakter immer vor- 
handen ist, sieht man auf den ersten Blick. Man braucht nur 
X (A) für alle Elemente A gleich 1 zu setzen. Dieser Charakter 
heisst der Hauptcharakter oder auch der Einheitsoharakter. 
Welche andere Charaktere noch existiren, und wie gross ihre 
Anzahl ist, haben wir jetzt noch zu untersuchen. Wir ziehen 
zunächst einige Folgerungen aus der Definition. 

Setzen wir A = 1, so ergiebt sich aus (4): 

(Ö) z(A) = z(A)xW, 

und da x(A) nicht = 0 ist, so folgt: 

(6) Z(l) = 1, 

also der erste Satz: 

2. Jeder Charakter hat für das Einheitselement den 
Werth 1. 
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Setzen -wir ferner Ä' = so folgt ans (4) : 

x(Ä») = hm 

und darftUB durcli vollständige Induotion für jeden Exponenten h: 
7) . 

Bezeichnen wir also mit a den Grad des Elementes -4, so 
folgt, wenn maji in (7) ä = a setzt und (6) benutzt: 

:8) z(^)" = i, 

ilso: 

3. Die Werthe eines Charakters sind. Einheits- 
wurzeln, deren Grad ein Theiler des Grades 
von Ä ist. 


Danach können wir leicht alle Charaktere bestincmien. Setzen 
vir nämlich 

9) = ® 1 , X(A) = a)j, . . . %(Ä,) = coy, 

IO ist 

10) OJ? = 1, ©? = 1, . . . CD^ = 1, 

md es ist nach (2) und (4) 

11) %{Ä) = cdJ^(d? . . . m^. 

Umgekehrt ist, wenn (Di, mg . . . 0 ?^ irgend eine Lösung der 
Heichungen (10) bedeutet, durch (11) eine Function von A be- 
timmt, die nach 1. der Bedingung (4) genügt und also em 
Jharakter der Gruppe ist. 

Jede der Gleichungen (10) hat Ui, Oj, ... Or Wurzeln, und 
renn wir jede mit jeder combmiren, so ergeben sich 

flj • • . City W 

/ombiuationen. Alle diese Combinationen führen zu versohie- 
enen Charakteren % (-4). Denn bezeichnen wir mit (Dj, 05g . . . cui 
me zweite Combination von Wurzeln der Gleichung (10), und 
it für alle Elemente A 


(Dl (DJ* . . . (Dy* = flh ^ (D^ . . . 

D folgt, wenn man oci = l,aa = 0...a> = 0 setzt, coi = (d[ 
nd ebenso ©j = coi, . . . co, = oi. Daraus folgt der Satz: 

4. Es giebt n und nicht mehr verschiedene Charak- 
tere einer Abel’schen Gruppe wten Grades, die 
alle durch die Formel (11) dargestellt sind. 
Wenn wir unter Si, Cj . . . £» ein System primitiver Wur- 
3ln der Gleichungen (10) verstehen, so können wir 

4* 
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( 12 ) ©1 = £ 0 , = 

setzen, uiid können die ßi^ • • • ßp ebenso wie die o&j, Og . . . oc^ 
je einem vollen Restsysteme nach den Moduln Oi, Oj . . . o» ent- 
nehmen. Dann bekommen wir die sämmtliohen n Gmppen- 
charaktere bei feststehenden fi, Sg . . . Sy in der Form 

(13) 

Setzt man hierin = 0, = 0, * . . jSy = 0, so erhält 

man den Einheitscharakter. 

Die n Charaktere von S können nun selbst wieder zu einer 
Abel’schen Gruppe vereinigt werden, und zwar zu einer mit S 
isomorphen Gruppe. 

Nach (13) ist nämlich jeder der n Charaktere durch em 
nach dem Modulsysteme Oi, Og . . . Or genommenes Zahlensystem 
ßi, ßi - • - ßv bestimmt, und dies Zahlensystem der ß ist zugleich 
das System dqr Indices eines bestimmten Elementes JB von S, 
nämlich von 

(14) JB = . . . äI'', 

SO dass jedem Elemente B von S ein bestimmter Charakter 
entspricht, den wir mit Xb (A) oder, mdem wir A weglassen, mit 
%s bezeichnen. Diese Zuordnung der Charaktere X zu den Ele- 
menten B wird sich aber ändern, wenn eine andere Basis zu 
Grunde gelegt wird, oder wenn die Einheitswurzeln Sj, Sg . . . 
anders angenommen werden. 

Ist B' ein zweites Element von S mit den Indices ß\^ ß'^ ... 
so erhalten wir in gleicher Weise den Charakter 3^^/, und wenn 
wir nun unter X^w den Charakter verstehen, der für jedes A 
durch die Formel 

(15) %bs'(.A) = fi“! 0*1 +/»!') +/»•') . , . 6^0*.+/*.') 

bestimmt ist, so sind die Charaktere % hierdurch zu einer mit S 
isomorphen Gruppe verbunden. Das Einheitselement in dieser 
Charakterengruppe ist der Einheitscharakter. 

Es lässt sich hiernach auch die Gruppe der Charaktere 
durch eme Basis daxsteUen, die man erhält, wenn man 

(16) X^{A) = bI\ X^{A) = B?, . . . Xr{A) = B^ 
setzt Dann ist jeder Charakter in der Form enthalten: 

(17) %B = ... 

und es ist, wenn B, B' zwei Elemente in S smd: 

(18) XbXb' = Xbb'. 
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Sind Xi , Xs irgend zwei der Charaktere und Xi X^ der aus 
Deiden zuflammengeBetzte, so ist nach (15) für jedes Element A 

19) , Xi(^)X,(A) = X,X,(A). 

Wir wollen das gewonnene Eesultat noch als Satz aus- 
iprechen : 

5. Die Charaktere einer Gruppe S können zu einer 
mit S isomorphen Gruppe verbunden werden. 

Es sei noch der Satz erwähnt, der sich aus der Definition 
ron Xb durch die Formel (13) unmittelbar ergiebt: 

20 ) Xb(A) = X^(:B). 

Endlich gilt auch noch der folgende Satz: 

6. Durchläuft A alle Elemente der Gruppe S, so ist 
für einen feststehenden Charakter 

A 

21) ^x(-^) = w oder = 0, 

je nachdem x der Einheitscharakter ist oder 
nicht. Ebenso ist, wenn das Element A fest- 
gehalten wird und % die Reihe der Charaktere 
durchläuft: 

X 

22) ix(^) = ^ oder = 0, 

je nachdem A das Einheitselement ist oder 
nicht 

Für den Fall, dass % oder A die Einheitselemente ihrer 
rmppen sind, sind die Formeln (21) und (22) evident, da dann 
ades der n Glieder der Summe den Werth 1 hat Ist aber x 
icht der Einheitscharakter, so giebt es ein Element in 5, so 
ass x{^ nicht = 1 ist. Setzen wir dann 

tx(^) = 

3 folgt durch MultipHcation mit x(^)- 

= niB). 

Da aber AB zugleich mit A die ganze Gruppe S durch- 

A 

Luft, so ist auch ^xiA^ = also — Z(-®)] = 0 oder 
= 0, w. z. b. w. 

Ebenso beweist man die Formel (22), die übrigens auch 
ach (20) unmittelbar aus (21) folgt 
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Divisoren einer Abel’schen Gruppe. 
Reciproke Gruppen. 

En Theiler T einer Abel’schen Gruppe S ist, wie schon 
oben bemerkt, immer ein Normaltheiler, und daher giebt es nach 
§. 4 eine zu T complementäre Gruppe 

S/T, 

deren Elemente die Nebengruppen von T sind, nämlich 

T, TA\ TA!' . . ., 

worin A ... gewisse Eemente aus S bedeuten. Die Anzahl 
er Eemente (1), also der Grad der Gruppe S/T ist, wenn t 

der Grad von T ist, gleich dem Index des TheUers T von 5, 
also gleich 

j =r^ = (S,T). 

Diese Gruppe S-/T ist aber selbst wieder eine Abel’sohe; 
denn es ist 

TA' TA!' = TA'A", TA' TA’ = TA'A, 

also beides einander gleich. 

Es smd nun die Charaktere der Gruppe S j T za. bestimmen. 
Wir bezeichnen die Elemente dieser Gruppe mit 

(2) ^ T, T, T,... 

und einen ihrer Charaitere mit |(T<). 

Aus dieser Function § {T) können wir nun eine Function | (A) 
der Elemente von 5 ableiten, indem wir 

(3) K-^) = ew) 

setzen, wenn Ai irgend ein in der Nebengruppe 2# vorkommendes 
Element ist Für die Eemente der Gruppe T selbst ist dann 
= 1 . 

Diese Function ^(At) ist aber unter den Charakteren von S 
enthalten. Denn wenn A^ in Ti und d* in Tj, vorfcommt, so 
kommt AfAjc in ^12^ vor, und folglich ist 

(4) I (Ai) f = I (TJ I (21) = I (2i21) = I (AiA,). 

Dies aber ist nach §. 13, (4) die Definition für einen Charakter 
von S. 
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Wenn umgekehrt einer der Charaktere z = i Gruppe S 
fiir alle Elemente der Gruppe T denselben Werth hat, so kann 
dies nur der Werth 1 sein, da in T sicher das Einheitselement 
von S vorkommt (§. 13, 2.). Wenn dann irgend ein Element 
aus Ti ist, und A- die ganze Gruppe T durchläuft, so durchläuft 
die Nebengruppe Es ist dann aber j^(A) = 1 und 
folglich 

(6) i(AA,) = iCA), 

d. h. S(A) hat fiir alle Elemente einer Nebengruppe 31 einen 
und denselben Werth, und i(A) kann also als Function von 31 
aufgefasst und mit f(31) bezeichnet werden. 

Da nun, wenn -4^ in 31 und m 31 vorkommt, AiAk in 
3131 enthalten ist, so folgt 

(6) ^(^1)1(21) = 1(3131), 

d. h, i{Ti) ist unter den Charakteren der Gruppe S/T ent- 
halten- Es giebt also genau j solche Charaktere §(-4.), die da- 
durch definirt sind, dass sie fiir jedes Element in T den Werth 1 
haben. Diese j Charaktere i bilden nach der Composition der 
Charaktere eine Gruppe; denn ist iiC^) == h = 1, so ist 
auch SiSsC-^) = 1 [§• 13, (18)]. Da die Functionen g nach (4) 
auch als die Charaktere der Gruppe S/T aufgefasst werden 
können, so ist nach §. 13, 5. die Gruppe der | mit der Gruppe 
S/T isomorph. 

Damit ist also der folgende Satz bewiesen; 

7. Hat eine Abel’sche Gruppe S einen Theiler T 
vom Grade t und vom Index so giebt es unter 
den Charakteren von S genaue und nicht mehr, 
die für alle Elemente von T den Werth 1 haben, 
während für jedes nicht in T enthaltene Element 
von S wenigstens einer von ihnen von 1 ver- 
schieden ist Diese Charaktere bilden eine mit 
S/T isomorphe Gruppe. 

Wir wollen diese Charaktere zur Gruppe T gehörig 
nennen. 

Da jeder Charakter %b einem bestimmten Elemente B von 8 
antspricht, so wird auch, wenn %b die Gruppe der zu T ge- 
lörigen Charaktere durchlauft, B wegen der Formel §. 13, (18) 
äine Gruppe durchlaufen, die vom Grade j und mit der Gruppe 
ier %B und also auch mit der Gruppe S/T isomorph ist. Diese 
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Gruppe der B, die also auch ein Tbeiler von S ist, wollen wir 
mit iJbezeichnen und die zu T reciproke Gruppe nennen. 
Auch hier ist aber zu bemerken, dass der Begiuff der reciproken 
Gruppe im Allgemeinen von der Wahl der Basis und der Ein- 
heitswurzel e abhängt, also mcht zu den Gruppen S und T als 
solchen gehört. 

Die zu T reciproke Gruppe ist durch folgenden Satz 
charakterisirt: 

8. Lasst man A die Elemente eines Tbeilera T von 
8 durchlaufen und sucht alle Elemente B von S, 
die für jedes A der Bedingung 

( 7 ) = 1 

genügen, so durchlauft B die Elemente der zu T 
reciproken Gruppe J7, deren Grad gleich dem 
Index von T ist. 

Nach dem Satze §. 13, (20) ist T die reciproke Gruppe 
zu i7, die Beziehung dieser beiden Gruppen also eine gegen- 
seitige. 

Von diesen reciproken Gruppen gilt noch der Satz: 

9. Ist T ein Theiler von so ist umgekehrt die 
reciproke Gruppe 27 von T ein Theiler der zu T 
reciproken Gruppe 27'. 

Denn jedes Element A* von T' ist zugleich in T enthalten, 
und folghch ist, wenn B die Gruppe 27 durchläuffc, %b{A!) = 1. 
Es muss also B in der Gruppe TJ' Vorkommen. 

Wählt man aus der Gesammtheit der Charaktere % eine 
beliebige Anzahl fi, f a • . • aus, gleichviel, ob sie eine Gruppe 
büden oder mcht, so bilden alle Elemente A^ die den fi Bedin- 
gungen 

( 8 ) ^,(A) = 1 , ^,(A) = 1 , . . . ^,{A) = 1 

genügen, eine Gruppe, weil aus ^i(A) = 1, ^i{A') = 1 folgt, dass 
auch ^i(AA^ = 1 ist Wenn die fa . - . keine Gruppe 
smd, so folgen aus den Gleichungen (8) noch so viele weitere 
^fi^i{A) = 1 . , dass die gi, fg . . . zu einer Gruppe ergänzt 
werden. 

10. Aus dem Theorem 7. folgt, dass durch Bedingungen 
von der Form (8) alle möglichen Theiler von S 
erzeugt werden. 
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Es ist vielleicht erwünscht, diese Satze an einem einfachen 
Beispiele zu erläutern. Es sei der Grad der Gruppe 8 das Qua- 
drat einer Primzahl n = j)*. Dann hat 8 entweder nur die eine 
Invariante j?» und ist dann cyJdisoh: 

a) 8 = 

oder es hat 8 zwei Invarianten, die beide gleich p sind; dann 
besteht 8 ans den Elementen: 

b) 8 = «1, «3, = 0, 1 ... - 1. 

Im Falle a) erhalten wir die p* Charaktere 

XsiÄ^) = 

wenn e eine primitive Wurzel der Gleichung 6 P-p = 1 ist. Nehmen 
wir, um nach dem Satze 10. die Theiler von 8 zu bilden, einen 
der Charaktere Xb, in dem ß nicht durch p theilbar ist^ so wird 
Xb(A^) nur dann = 1 sem können, wenn cc durch p* theilbar 
oder also = 0 ist, d. h, wir bekommen nur den aus dem Einheits- 
elemente bestehenden Theiler von 8, Nehmen wir aber ß = pß^ 
durch p, aber nicht durch p» theilbar an, so wird X^^(Ä^) dann 
und nur dann = 1, wenn cc = pa^ durch p theilbar ist. Wir 
erhalten also den Theiler ^ 

T=l, A^, A^P . . . A<p-^^p, 

und der zu T reciproke Theiler Ü ist hier mit T identisch. 

Im Falle b) müssen wir, um die Charaktere zu bildeh, zwei 
p^ Einheits wurzeln fft, eß» annehmen, und erhalten, wenn 

B = 

gesetzt ist, 

XB(Ai^At^) = 

Setzen wir zwei dieser Charaktere = 1, also 

^ ßi ^ ßi = fh ßi ^ ß2 = 0^ 
so folgt, wenn die Determinante ß^ßg — ß^ßi nicht durch p 
theilbar ist, dass und oc^ durch p theilbar sein müssen. Ist 
aber die Determinante durch p theilbar, so ist die eine dieser 
beiden Congruenzen eine Folge der anderen. Im ersten Falle 
bekommen wir also eine Gruppe, die nur aus dem Einheits- 
elemente besteht. Wir erhalten daher alle von 1 und 8 ver- 
schiedenen Theiler wenn wir für ein feststehendes /Sj, ß^ 

die «i, «5 auf alle möglichen Arten der Congruenz 
(9) Ol /3i + = 0 (mod p) 
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gemäss beatiminen. Ist «i, «a eine Losung dieser Congruenz, in 
der nicht beide Zahlen Null sind, so erhalten wir alle Losungen, 
wenn wir in Äßi, Äocj den Factor ä die Reihe der Zahlen 
0, 1 ... j) — 1 durchlaufen lassen, und die Gruppe T wird also, 
wenn «i, «j ein festes, der Bedingung (9) genügendes Werth- 
paar ist, 

h = 0, 1, . . .p — 1. 

Die reciproke Gruppe U erhält man, wenn man alle Werthe 
der ß sucht, die der Bedingung (9) genügen, und man findet 
also die Gruppe ü in der Form 

{A('Alf, h = 0,l,...p-l, 

worin a^, Oj, ßi, ß^ jetzt vier feste, der Bedingung (9) genügende 
Zahlen smd. Setzt man /Sj = 0, = 1, = 1, = 0, so 

erhält man den besonderen Fall der beiden reciproken Gruppen 

A^, Al Ä = 0, 1, . . . - 1. 

§. 15. 

4 

Die zweiseitigen Elemente einer AbeTschen Gruppe. 

Ein Element einer Abel’ sehen Gruppe S, das mit seinem 
entgegengesetzten identisch ist, dessen zweite Potenz also gleich 
dem Einheitselemente ist, wird em zweiseitiges Element^) 
genannt Das Einheitselement gehört also immer zu den zwei- 
seitigen. 

Stellen wir die Elemente von 8 durch eine Basis J.i, -Ag . . . 
dar, deren Elemente die Grade Oi, Og . . . o» haben, so wird 

( 1 ) Ä = A^A?...Ä^ 

dann und nur dann ein zweiseitiges Element sein, wenn 

(2) 2 = 0 (mod Ul), 2 Og = 0 (mod flg), . . . 2 = 0 (mod Oy). 

Wenn nun unter den Invarianten der Gruppe X mal eine 
Potenz von 2 vorkommt, so können wir die Basis von 8 so ge- 
ordnet annehmen, dass a^, Og . . . aji gerade, ai^i . . . Ov ungerade 
Zahlen sind. Dann ergeben sich die Lösungen von (2): 


YergL Bd. I, S. 148, Amnerkung. 
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2 


1 


0^2, 1 ^ 0 « • • CCy Oj 


orin rjij gleich 0 oder gleich 1 sein können, und man 

rhält alle zweiseitigen Elemente in der Form 

Äi^ , Äi^ , 

nd ihre Anzahl ist, da alle Combinationen von 0 und 1 für die 
xponenten zulässig sind, gleich 2K 

Ist X ein beliebiger Oharakter von S, so ist, wenn Ä ein 
veiseitiges Element ist, %(J.) = ± 1, da 

= xO) = 1 

t 

Ebenso nennen wir einen zweiseitigen Oharakter einen 
dchen, der in der Gruppe der Charaktere ein zweiseitiges Ele- 
lent ist Da die Gruppe der Charaktere mit der Gruppe 8 
omorph ist, so giebt es ebenso viele zweiseitige Charaktere als 
veiseitige Elemente, nämlich 2^ Sie werden nach §. 13, (17) 
argesteUt durch: 

3^,^ ...Z, a . 

Die zweiseitigen Charaktere haben für jedes Ele- 
ent den Werth ± 1. 

Die zweiseitigen Elemente bilden für sich eine Gruppe T 
►m Grade 2\ Ebenso bilden die zweiseitigen Charaktere eine 
imit isomorphe Gruppe, und .man erhält die zu T reciproke 
ruppe ?7, wenn man alle Elemente A aufsucht, für die alle 
rßiseitigen Charaktere den Werth + 1 haben. Diese Gruppe, 
e nach §. 14, 7. ein Theüer von 8 vom Index 2^ ist, ist nach 
r letzten Definition weder von der Wahl der Basis noch von 
m die Charaktere darstellenden Einheitswurzeln abhängig, und 
i durch die Natur der Gruppe 8 vollständig bestimmt Be- 
ichnen wir sie mit so ist das System der Nebengruppen 

) ff, ffi, ff a . . * ff2^— 1 

durch charakterisirt, dass für alle Elemente eines dieser 
■Sterne die zweiseitigen Charaktere ein und dasselbe Werth- 
stem ergeben. Die Systeme ff, ffj, ff, . , . werden die in S 
thaltenen Geschlechter (Genera) genannt. Die Gruppe ff 
eciell heisst das Hauptgeschlecht 
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Die Anzahl der Geschlechter ist also so gross, wie 
die Anzahl der zweiseitigen Elemente 0* 


§. 16 . 

Indices nach einer ungeraden Primzahlpotenz 
als Modul. 


Das -wichtigste Beispiel einer endlichen commutativen Gruppe 
bieten die Reste der natürhchen Zahlen nach einem behobigen 
Modul, wenn sie durch die gewöhnliche Multiplicntion mit ein- 
ander verbunden werden. 

Wir nehmen eine beliebige ganze positive Zahl m als Modul 
an und zerlegen m in seme Pnmfactoren: 

(1) ff» = SV'Ss* • • 

worin . . . verschiedene ungerade Primzahlen, atj, Xa . . . 
positive Exponenten, A möglicherweise auch die Null, nämlich 
wann m ungerade ist, bedeuten. 

Nun werden alle Zahlen, positive sowohl als negative, die 
nach dem Modul m unter einander congruent sind, in eine 
Zahlclasse vereinigt, und jede dieser Zahlclassen wird durch 
einen Repräsentanten, etwa durch den Rest der Division, also 
durch eine der Zahlen 0, 1, 2 ... m — 1, dargeatellt 

^ Sind a nnd a' zwei Zahlen einer solchen Olasse nnd b und h' 
zwei Zahlen einer zweiten Classe, so gehören auch die Producta 
ab -und a'&' in dieselbe Classe. Denn ist a = a\ h = b\ so ist 
auch ah = a'6' (mod m). Durch die Multiplica-fcion werden also 
nicht bloss die Zahlen, sondern auch die Classen componiri 
Trotzdem bilden diese Zahlclassen in ihrer Gesammtheit 
noch keine Gruppe; denn aus einer Congnienz 

ab = ac (mod m) 

folgt nur dann nothwendig 6 = c, wenn o relativ prim zu m 
Forderung §.1,3. hier im Allgemeinen 

nicht erfüllt. 

Der grösste gemeinsohafUi'che Theüer, den eine Zahl 0 mit 
«t hat, Ißt bei der ganzen durch o repräaentirten Olasse der- 


Theorie der qnadratisohen Formen dieae Begriffe 

01^228^ »Genera* gebraaoit. Dieqn. a^m. 

1^9 andere, tiefer gehende VeraUgemeinenmg des öauas’- 
sohen Begriffes der Genera werden wir spater Wen le^ 
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selbo, und kann der Theiler der Clasae genannt werden. Sind 
d, cV die Theiler zweier Classen 0 , a\ so ist der grösste gemein- 
schaftliche Theiler von m und dä! der Theiler der Glasse 
Daraus ergieht sich, dass die Zahlclassen, deren Zahlen relativ 
piim zu m sind, durch Oomposition immer wieder solche Zahl- 
classen ergeben, und fur diese ist dann auch die Forderung 
§. 1, 3. erfüllt. 

1. Die Zahlclassen, deren Individuen relativ prim 
zum Modul sind, bilden also bei der Oomposition 
durch Multiplication eine Abel’sche Gruppe. 

Diese Gruppe ist der Gegenstand unserer Betrachtungen, 
wobei unser Hauptziel die Bestimmung einer Basis sein solL 
Wir wollen jede Zablclasse, die nur zu m theilerfremde 
Zahlen enthält, mit N bezeichnen, und die Gruppe der Zahl- 
classen deren Existenz wir jetzt nachgewiesen haben, mit SR. 
Mit n wollen ^vir jede zu m theilerfremde Zahl bezeichnen. 

Der Grad dieser Gruppe ist so gross, wie die Anzahl der 
relativen Primzahlen zu n», die zugleich positiv und nicht grösser 
als in sind, und diese Zahl haben wir in §. 140 des ersten Bandes 
bestimmt. Sie ist 

(2) = 9 ( m ) = 2^-1 (3i — 1) (gj — 1) . . . 

oder 

= — 1) — 1) • ■ M 

wenn A == 0 ist 

Der Grad eines Elementes N dieser Gruppe ist der kleinste 
positive Exponent e, zu dem man einen Eepräsentanten w von N 
erheben muss, damit w® der Einheit congruent wird nach dem 
Modul m. Da jedes e em Theiler des Grades der Gruppe qp(tw) 
sein muss, so folgt der verallgemeinerte Fermat’sche 
Lehrsatz: 

(3) = 1 (mod w), 

eine Formel, die für jede zu m theilerfremde Zahl n gilt. 

Ist nun 2 einer der ungeraden Primfactoren von m, und (f 
die höchste in m aufgehende Potenz >on so nehmen wir eine 

primitive Wurzel g von g; an, die wir, wenn x grosser als 1 
ist, so wählen, dass -- g nicht durch g» theilbar ist (Bd. I, 
§. 192). Der Kurze wegen wollen wir eine dieser letzten 
Bedingung genügende Zahl g eine primitive Wurzel von 
nennen. 
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Ißt nnn x = 1, so sind nEcli dor Dsfiiiition von y die /fililon 

1 , 

nach dem Modul g alle von einander verscliieden, wiihrend iß~~^ 
wieder congruent mit 1 ist 
Ist aber x > 1, so ist: 

(4) = 1 -f“ 

und nach unserer Voraussetzung über g ist h nirlit tlurch r/ 
theübar. Wenn wir die Gleichung (4) in die Potenz g erholion, 
und rechts den binomischen Lehrsatz anwenden, so orgiebt sich 

= 1 + Ag» + A* 

also 


( 5 ) 

worin 


gete-i) = 1 Aiff*, 

A, = AH-A« .. 


nicht durch g theübar ist (Dan wäre für 2 = 2 nicht mehr 
richtig und darum verlangt die Primzahl 2 eine andere lie- 
handlnng.) 

Erheben wir (5) nochmals in die g*® Potenz, so orgiobt sich 

giHi-i) = 1 -f Äjg», 

und so können wir fortfahren und erhalten für jeden beliebigen 
positiven Exponenten A 

(6) = 1 + Ag^, 

worin ä eine durch g nicht theilbare ganze Zahl ist Setzen 
wir zur Abkürzung: 

(7) gx-i (g — 1) = 9 (g*) = o, 

SO ist also 

(8) = 1 (mod g»*), 

und es ist noch nachzuweisen, dass c der kleinste positive Ex- 
ponent ist, für den die Congruenz (8) erfüllt ist Nehmen wir 
an, es sei e dieser kleinste Exponent also 

(9) 9^ = l (mod g*), 

BO muss e ein Theiler von c sein, weil sonst die Congruenz (8) 
auch erfüllt wäre, wenn c durch den Rest der Division von c 
durch e, der kleiner als ö ist, ersetzt wird. 

Andererseits muss e durch g — 1 theilbax sein, weil die in 
(9) enthaltene Congruenz g® = 1 (mod g) nur für solche Ex- 
ponenten, die durch g — 1 theilbar sind, besteht 
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Es ist also e von der Form — 1) einem posi- 

tiven L Dass aber X nicht kleiner als x sein kann, folgt aus (6), 
woraus zu sehen ist, dass die höchste Potenz von g 
in der Differenz 

^-1(2-1) _ 1 

aufgeht Es ist also c die kleinste positive Zahl, für die die 
Congruenz (8) erfüllt ist, und damit ist gleichbedeutend, dass 
die Zahlen 

( 10 ) 1 , . 9 ^'^ 

alle incongruent sind nach dem Modul g*; g kann also auch als 
primitive Wurzel von g* bezeichnet werderu 

Die Anzahl der Glieder dieser Eeihe (10) ist gleich c. Ebenso 
gross ist aber auch die Anzahl der nach dem Modul g* incon- 
gruenten, durch g nicht theilbaren Zahlen n, und damit ist be- 
wiesen: 

2. Wenn g eine ungerade Primzahl, n eine beliebige 
durch g nicht theilbare Zahl, g eine primitive 
Wurzel von g^ und x ein positiver Exponent ist, 
so lässt Bich eine und nur eine Zahl y nach dem 
Modul c bestimmen, die der Congruenz 

n = gy (mod g*) 

genügt 

Die Zahl c ist immer durch 2 theilbar, und wir heben noch 
den besonderen Satz hervor, dass 

(11) gVso = — 1 (mod g*) 

ist Denn in dem durch g* theilbaren Products 
g^—l = (g'/«o — 1 ) (g^Ao -j- 1 ) 

ist der erste Factor nicht durch ^ theilbar, und folglich muss 
der zweite Factor durch g theübar sein. Dann folgt aber, dass 
der erste Factor auöh nicht durch g theilbar sein kann, weil 
sonst auch die Summe der beiden Factoren, also auch g selbst 
durch g theilbar sein musste. Folglich muss der zweite Factor 
durch g* theilbar sein. 

Hier besteht also vollständige Analogie mit den Sätzen über 
primitive Wurzeln und Indexsysteme, die wir im §. 143 des 
ersten Bandes kennen gelernt haben, und man kann also auch 
hier y als den Index von w für den Modul g* bezeichnen. 
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§. 17 . 

Indices für eine Potenz von 2 als Modul. 

Fiin ähnlicher Satz muss nun für die Potenzen 2^ der Prim- 
zahl 2 aufgestellt werden, die sich, wie schon vorhin bemerkt, 
anders verhält 

Ist A = 1, so ist jede durch 2 nicht theilbare ZaJil 
n = 1 (mod 2). lat A = 2, so ist — 1 als primitive Wurzel von 
4 aufzufassen, denn jede ungerade Zahl n genügt einer der 
Congruenzen 

« = ( — 1)“ (mod 4), 
worin a = 0 oder = 1 ist 

Aber schon für den Modul 8 exiatirt keine primitive Wurzel 
mehr, d. h. keine Zahl, durch deren Potenzen sich allo Zahl- 
classen ungerader Zahlen nach dem Modul 8 clorstellen lassen. 
Denn ist g irgend eine ungerade Zahl, so sind unter den Po- 
tenzen von g höchstens die beiden 1, g nach dem Modul 8 ver- 
schieden, weil immer = l (mod 8) ist. Nimmt man also y 
nicht congruent 1 und nicht öongruent — 1 (mod 8), also g — ^ 
oder = 6, so ist jede ungerade Zahl einer der vier Zalilen 

(~1)V « = 0, 1, /9 = ö, 1 
nach dem Modul 8 congruent 

Die Anzahl der Clasaen ungerader Zahlen nach dem Modul 
2^ ist Nun ist aber für jede ungerade Zahl falls A>2 ist 

(1) = 1 (mod 2*). 

Dana nehmen wir (1) als richtig an und setzen demgemäss 

und erheben ine Quadrat, so folgt: 

= 1 (mod 2*+i). 

Ist also die Formel (1) für X richtig, so ist sie es audi für 
A -f- 1, und da sie für A = 3 gilt, so gilt sie allgemein. Daraus 
folgt, dass unter den Potenzen einer ungeraden Zahl tj böohstens 
2^~* nach dem Modal 2^ verschiedene verkommen können. 

Andererseits folgt aber leicht für p = 5, dass ö*^“’ die 
niedrigste Potenz ist, die nach dem Modul 2^ mit der Einheit 
congruent wird. Denn ist 5» die niedrigste Potenz, die der Ein- 
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lieit congruont iht, so ist e nacli (1) oiii Tliellor von 2'"“. »Iso 
eine PntGiiz von *J, und wüim c < ’i* -® wiirp, hu miNstu 

* ~ 1 (inutl 2') 

spiii. Dies ist aber nicht niüglicli, denn oa gilt für jede» A, was 
grösser als 2 ist, dio Pormel 

r.**“'' — I + 2'-'/i«; 

mit ungoradom /t, eine Formel, die sicli (‘honKO wie dio Furmel (I) 
durch vollstUiidige Inductiuu hewoiaon Uiast. F.a sind uIhu, wenn 
A ^ .‘I ist, dio 2^-® Potenzen 

(2) 1 , n® . . , ‘ 

nach dom Modul 2' alle von einander vorse-hiedon. Nun i«t eiiH* 
llolntion von der Form ri** = — ü* für den Mmliil 4, also uni 
80 mehr für jede höhere Potenz von 2, unmöglich, und folglich 
sind dio Grössen 

(3) — 1, — n, — ö® ... — r/”““' 

nach dom Modul 2^ sowohl unter oinandor als von den Grösion 
(2) vorachiedou , und da ihre gesammte Anzahl 2^“* heträgt, so 
ist jode ungorado Zahl einer und mir einer der Grossen (2j, (.’l) 
nach dem Modul 2^ congruent 
Sotzon wir also 

(4) « == 2, A = 2^-S 
80 orhalton wir folgenden Satz für A ^ 3; 

3. Für jode ungorade Zahl n lüKSt sich ein nach dem 
Modulpaar a, h völlig hestimmtcH Zahlonpaar «, ß 
angohon, so dass 

n = ( — 1 )" n.^ (mod 2‘) 

wird. 

Der Full A = 2 kann liiorunter mit suhsumirt werden , weil 
dann b = 1 wird und ß =: 0 gesetzt werden kann. Um auch 
(len Full A = 1 mit darunter zu begreifen, der aber kein he« 
sondereu Interesse hietet, müsste man « = 1, A rr? l setzen. 

‘} Wollte man au Stelle der Zahl C die Zahl 3 als Bosia nehmen , nn 
wfirde diese Formel für 2 = 8 noch nloht gültig sein, wohl aber für jedita 
grüasero A, und daher konnte 8 ala Basis ebenso g;ut dienen, wie Der 
Grund för die Bevorzugung der Basis 6 liegt dtann, dass allo Potenaon 
dieser Basis = 1 (mod 4) sind. 

Wsber, AlBcbfS. 11. 


5 
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§. 18. 

Die Gmppe der ZahlclasBen nach einem zusammen- 
gesetzten Modul 

Aus der Verbindung der beiden Sätze 2. und 3. der beiden 
vorangegangenen Paragraphen ergiebt sich nun folgendes Resultat, 
durch welches die Aufgabe, die wir am Anfang des §. 16 gestellt 
haben, vollständig gelost wird: 

4. Wenn der Modul 

m = 2^5*135* . . . 

ist, und . » , primitive Wurzeln der Quadrate 
der Primzahlen Si, Ja .. . sind, wenn ferner 

a = 2 , & = VsV (2^), = g)(g*), Cj = . . . 

ist, so kann man für jede Zahl w, die zu m relativ 
prim ist, ein System von Zahlen a, /3, yi, y, , . , 
nach den Moduln a, h, Ci, Cj . . * eindeutig be- 
stimmen, die den Gleichungen 

(1) n = ( — (mod 2^) 

= gl^ (mod g*i) / 

= ( 7 ? (mod g»«) 


genügen. 

Die Zahlen ot, /J, yi, y# . . . heissen das System der 
Indices von n für den Modul m. 

Hier ist zunächst A ^ 3 vorausgesetzt Der Satz gilt aber 
auch für die übrigen Werthe von A, wenn 

für A = 0, 1, a = 1, 6 = 1 
A = 2, a = 2, 6 = 1 

gesetzt wird. Für A = 0, 1 sind die IndiceB a und jS = 0 zu 
setzen oder auch ganz wegzulassen, für A = 2 fallt ß weg, wäh- 
rend a gleich 0 oder gleich 1 sein kann. 

TJm nun also die Gruppe 91 der Zahlolassen N nach dem 
Modul m durch eine Basis darzustellen, bestimme man die Zahl- ' 
classen 

( 2 ) A, B, ., 

oder wenigstens Repräsentanten dieser Classen, was immer mög- 
lich ist (Bd. I, 126, VX), aus den Congruenzen 
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A =- 

-1 

(mod 2^ 

= 1 (mod 

= 1 

(mod ql*) 

B = 

6 

n 

= 1 

= 1 

Ti 

Cr = 

1 

7) 

= 9i n 

1 

n 

c,= 

1 

n 

= 1 « 

= 9% 

TT 


und nach 4. erhält man dann für jede Zahl unserer Gruppe 

(3) n = CVCH* . . . (mod m). 

Die Ci, Ci . . . sind also die Elemente einer Basis der 

Gruppe 9t von den Graden a, 6, Ci, Cg . - . 

Wenn wi ungerade oder nur durch die erste Potenz von 2 
theilbar ist, so fallen aus der Basis die beiden Elemente A, Ji 
weg. Ist f» durch 4, aber nicht durch 8 theilbar, so fallt Jß weg 
und das Element A vom zweiten Grade bleibt 

5. Zerlegt man die Zahlen a, fc, Cj, Cg . . . in Potenzen 
von einander verschiedener Primzahlen, so 
erhält man die Invarianten der Gruppe 9t. 

Um die verschiedenen Fälle zusammenzufasseh , bezeichnon 
wir die Elemente der Basis (2) mit 

( 4 ) 0 - 1 , Cq, Ci . , . Cfi. 

Hierin sollen CLi, Cq für Ä und JB stehen und sind also 
gleich 1 zu setzen, wenn A = 0 oder X = 1 ist Wenn A = 2 
ist, 80 ist 5 = 0-1 = 1, = Oo, und wenn A > 1 ist, .4 = O-i, 
5 = Oo zu setzen. 

Die Grade dieser Elemente seien mit 

(5) C— 1, Ci , • . Cfi 

bezeichnet, und die Indices einer Zahl aus 9t, die nach den 
Grössen (5) als Moduln zu nehmen sind, mit 

(6) a/_i, Vo, 

Ist A = 0 oder 1, so haben und nur den Werth 0, 
ist A = 2, so hat a/_i den Werth 0 und den Werth 0 oder 1. 
Ist A ^ 3, so hat v_i einen der beiden Werthe 0, 1, und Vq 
einen der Werthe 0, 1, 2, ... Cq — 1; /i ist immer gleich der 
Anzahl der von einander verschiedenen ungeraden Primzahlen, 
die in m aufgehen. Wir wollen, indem wir i, C— i bei Seite 
lassen, die den Primzahlen 2, entsprechenden 

Indices von n und Cq, Cj . . . die denselben Primzahlen ent- 
sprechenden Indexmoduln nennen. Diese Indexmoduln sind 
co = g> (2^“*), ci = <p (gJO. . • • 

und nur wenn A = 2 ist, ist Cq = 2 und nicht = 1 zu setzen. 

6 * 



68 


Zweiter AbBohnitt. 
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Wenn wir dann mit 6_i, «oi *i • • • sin System primitiver 
Emlieitswnrzeln der Grade ß_}, Co, Ci . . . bezeichnen, und mit 
ß-tz ßtj /?! . - . /3^ die Indices einer Zahl J, so erhalten wir die 
Charaktere der Gruppe 91 in der Form 

(7) Zj(n) = . . . sj'*”/*- 

Darin ist fi_i = 1, wenn A = 0, 1, 2 ist; in den anderen 
Fallen ist = — 1, und £o? sind primitive Einheits- 

Wurzeln der Grade 

c» = 9 (2^“^), (h. = (p . ..Cf, = (p (g^.“). 
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Die Gruppe der Kreistheilungskörper. 


§. 19. 


Die Resolventen der Kreistheilungstheorie. 


Von den Sätzen über Abel’sche Gruppen machen wir eine 
Anwendung auf die Kreistheilungstheorie für den Fall, dass der 
Grad der Einheitswurzeln nicht eine Primzahl, sondern eine 
höhere Potenz einer Primzahl ist Ist g eine ungerade Prim- 
zahl und m = g*, jc> 1, so nehmen wir eine primitive Con- 
gruenzwTirzel g von m und setzen für jede durch g nicht theil- 
bare Zahl n 

(1) n = g’’ (mod m). 

Dann ist v der Index von w. Durchläuft n die Gruppe 5Jl 
der durch g nicht theilbaren Zahlclassen nach dem Modul m 
vom Grade 

(2) cz= (p (2») = (g — 1), 

so durchläuft v ein volles ßeatsystem nach dem Modul c. Wir 
nehmen nun eine primitive Einheitswurzel r und eine prinai- 
tive c*® Einheitswurzel e und bilden die Lagrange’schen 
Resolventen 

(3) (Eß,r) = 

worin ß ein beliebiger Exponent ist Es handelt sich um die 
Frage, wann eine solche Resolvente verschwinden kann. Ist 
X = 1, also m eine Primzahl, so verschwindet sie, wie wir im 
Bd. I, §. 177 gesehen haben, für keinen Werth von ß. Im all- 
gemeinen Falle eines beliebigen x bedeute »' eine beliebige Zahl 
aus 5H. Dann durchläuft ww' zugleich mit n die ganze Gruppe 3fl. 
Man kann also in (3) n durch wn' ersetzen, wenn man zugleich 
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V durch V ersetzt, wenn v’ den Index von n' bedeutet. 

Dadurch fol^ aus (3): 

r) = 

und wenn man also mit r*^' multiplioirt und die Summe über n' 
nimmt; 

n,n' 

(4) r) (ö*, r) = 2 
Es ist also zunächst die Summe 

(5) (j = £r"'(«+« 

zu bestimmen. Die Summe 6 verschwindet aber immer, wenn 
n 4" 1 durch theUbar ist (nach Bd. I, §. 141, VL); denn 
dann ist eine Einheitswnrzel, deren Grad eine höhere als 
die erste Potenz von g ist 6 kann also nur dann von Null ver- 
schieden sein, wenn n die Form hat 

(6) n = — 1 -|- (mod m), 

und dann wollen wir seinen Werth mit <J* bezeichnen. Wir er- 
halten alle Werthe von n nach dem Modul f», die in der Form 

(6) enthalten sind, wenn wir t ein volles Restsystem nach dem 
Modul q durchlaufen lassen, also etwa 

(7) i = 0, 1, 2 ... 2 — 1 

setzen. Die Summe d besteht aus tp (m) Ghedem. Ist ^ = 0, so 
wird jedes dieser Glieder = 1 und es folgt 

(8) (Jo = q)(m) = 2* — ,2*“^ 

für jeden anderen Werth von t ist eine primitive Ein- 
heitswnrzel, und in kommt dann jede solche Einheitswurzel 
cp (wt) : (2 — 1) = 2*“^ nial vor. Die Summe aller primitiven 
2 *®“ Einheits wurzeln ist aber gleich — 1 und also folgt für 

i = 1, 2 ... 2 — 1 

(9) = — 2*"'- 
Damit ist die Summe d bestimmt 

Um aber den Werth der Summe in (4) daraus ab 2 nileiten, 
ist es noch nöthig, den Index v der Zahlen n von der Form (6) 
zu ermitteln. 

Für diese Zahlen ist aber 

^ = — 1 (mod 2*”0i 

und da nach dem Fermat'schen Satze [§. 16, (11)] 

(10) = — 1 (mod 
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ist, SO folgt 

also V = Vfl9(5*) [io.od 9(2*“'^)], da der Index einer Zahl für 
den Modul völbg bestimmt ist nach dem Modul 
Es wird also 

(11) v = V» g> (3*) + r ^ (ä*-i) [mod q> (g*)], 

und hierin durchläuft nun, da q)(q^) = g[(p(2*-i) ist, r zugleich 
mit t ein volles Kestsyetem nach dem Modul q. Dem Werthe 
t = 0 entspricht der Werth r = 0 wegen (10). 

Es ist aber 

£^<iPCfl*) = 

wenn p eine primitive Emheitswurzel ist, also nach (11) 

und danach ergiebt sich aus (8) und (9) 

(ß~/5, r) (£/», r) = 

= (— l>'(g* — - (— 

1, ff— 1 

t 

Nun hat die Summe 2 wenn ß nicht durch q theilbar 
1,2-1 

ist, den Werth — 1, und wenn ß durch q theilbar ist, den 
Werth g — 1, so dass man folgendes Resultat erhält: 

(12) = Oy ß = 0 (mod g) 

= ( — l)^g*, ß nicht = 0 (mod g). 

Wenn also ß nicht durch g theübar ist, so kann von den 
Factoren (fi“/’,r), (ß^,r) keiuer verschwinden; wenn aber ß durch 
g; theilbar ist, so verschwindet wenigstens einer der beiden Fac- 
toren. Dass sie dann beide verschwinden, zeigt die folgende 
directe Betrachtung der Summe. 

Wenn ß durch g theilbar ist, so ist für jedes ga nzzah lige t 

ß^Cv + tqoCff*-!)] ^ 

^9(ff*-i) = 1 ^ rg*“^ (mod g“), 

worin nun r zugleich mit t ein volles Restsystem nach dem 
Modul g durchläuft Wenn man also in (3) unter der Voraus- 
setzung, dass ß durch g theilbar sei, v durch v 
n durch w(l + irg^“^) ersetzt, so folgt 

(ß?,r) = 2 
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Diese Sumine ist also von dem ■willkiirlich. anzunehmenden 
T unabhängig. Summirt man hier von t = 0 bis r = q — 1, so 
ergiebt sich, da = 0 ist: 

(13) (£i^,f) = 0. 

Wir haben also den Satz: 

1. Ist der Grad der Einheitswurzel r eine Potenz 
einer ungeraden Primzahl, so verschwindet die 
ßeaolvente r) dann und nur dann, wenn ß 
durch g theilbar ist. 

Wir haben noch den Fall zu betrachten, dass der Grad der 
Einheitswurzel r eine Potenz von 2 ist. Wir setzen also 

, m = 2^ 

und nehmen zunächst A 5 3 ^^n. Dann können wir für jede 
ungerade Zahl w ein Indexpaar v, aus den Congruenzen 

n = ( — 1)’'! 5’' (mod. m) 

bestimmen, und zwar ist Vi nach dem Modul 2, v nach dem 
Modul bestimmt. Unter den ßesolventen verstehen wir in 
diesem Falle die Summen 

(14) ((— lyi, 0/3, r) = 2 (— 

worin 0 eine primitive Einheitswurzel vom Grade 2^“® bedeutet 
Nun verfahren wir ganz ähnlich wio vorher. Wenn wir in (14) 
n durch ww' ersetzen und mit vl, i/ die Indioes von n' bezeichnen, 
so ergiebt sich 

(15) (— l)-i®iV@-i9v/((_l)/3i,@/9,r) = Z(— 1)51^0/31' 7^«', 

und daraus durch Multiplicatiön mit r»' und Summation nach n' 

fl«' 

(16) (( — 1)— 1*1, ö-/*, r) (( — 1)/*1, @/*,r) = ^( — l)/Si*i@|J»yn'(n+a) 

Nun ifit aber aus den oben angeführten Gründen 

t 

2 :rn’(.n+i) = 0, wenn n4- 1 nicbt durch theilbar ist, 

= 2^-^ fürn-|- 1 = 0 (mod 2^), v = 0, Vj = 1, 

= — 2^-1 für n-j-l = 2^-1 (mod2^),'v=2^-», Vi =z 1 , 
und danach giebt (16) 

(l"^) ((— r) ((— !>*>, ©i*, r) = (— l)*i 2\ß = l (mod 2) 

= 0 ,ß = 0 (mod 2). 
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Dass im Falle eines geraden ß jeder der beiden Factoren ver- 
schwindet, sieht man, wenn man in (16) 

n' = 1 + 2^-1, 

also 

= — r, Vi = 0, V* = 2^-® 
setzt Dann giebt diese Formel, da n ungerade ist: 

((- lyi, ©/*, r) = — ((- 1 >» 1 , r). 

Bei geradem ß ist aber = + 1 folglich: 

(18) ((-l>'.,®/*,r) = 0; 

also: 

2. Ist der Grad der Einheitswurzel r eine Potenz 
von 2 und grösser als 4, so verschwindet die 
Eesolvente (( — 0i^, r) dann und nur dann, 

wenn ß gerade ist 

Im Falle m = 4, also r = i, hat man nur die zwei Resol- 
venten t + di® Tinter der Bezeichnung ((— 1)^, t), 

/3 == 0, 1 zusammenfassen können, und es ist ((— 1)®, t) dann 
und nur dann = 0, wenn /3 = 0 ist 

§. 20 . 

Kreistheilungskdrper. 

Die Theorie der AbePschen Gruppen eröfihet uns einen 
tieferen Einblick in die Theorie der Einheitawurzeln und der 
daraus entspringenden algebraischen Zahlen. 

Es möge jetzt m irgend eine ganze positive Zahl sein, die 
in ihre Primfactoren zerlegt sei. 

( 1 ) m = 

und es sei r eine primitive EmheitswurzeL Den Fall A = 1 
können wir ein- für allemal von unserer Betrachtung ausschliessen; 
denn wenn m ungerade ist und r die primitiven m*“ Einheits- 
Wurzeln durchläuft, so kommen darunter keine “zwei entgegen- 
gesetzte vor, und — r durchläuft die primitiven 2m^ Emheits- 
wurzeln. 

f ist die Wurzel einer ganzzahligen irreduciblen AbePschen 
Gleichung vom Grade 

(2) v = <p(m), 

wie wir im §. 174 des ersten Bandes nacbgewiesen haben. 
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Der Inbegriff aller rationalen Functionen von r mit ratio- 
nalen Zahlen als Coefficienten ist also ein ZahLkörper iß(r) vom 
Grade v, den wir einen Kreistheilungskörper nennen. Wir 
wollen aber den Begriff des Kreistheilungskörpers noch etwas 
allgemeiner fassen und darunter jeden Körper verstehen, dessen 
Zahlen lauter rationale Functionen irgend welcher Einheitswurzeln 
sind. 

Den Körper Grad,e8 ß(r), der aus allen rationalen 
Functionen einer Einheitswurzel r besteht, nennen wir zur 
genaueren Unterscheidung den vollen Kreistheilungskörper 
der Ordnung m und bezeichnen ihn mit ß«. 

Beliebige Einheitswurzeln r, r', r" . . . beliebiger Grade 
w, w" . . . kann man immer auffiassen als Potenzen einer und 
derselben Einheitswurzel deren Grad das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache von w, m'' . . . ist. Demnach ist ein 
Kreistheilungskörper, der nur rationale Functionen von r, r' r" . . . 
enthält, ein Theiler des vollen Kreistheilungskörpers ß(p), und 
war bekommen also alle überhaupt existirenden B^eistheilungs- 
körper, wenn wir die sämmtlichen Divisoren aller vollen Kreis- 
theilungskörper aufeuchen. 

Die Galois’sche Gruppe des Körpers besteht aus den 
sämmtlichen Substitutionen 

( 3 ) (»•, »*). 

wenn n jede nach dem Modul m genommene relative Ptimzahl 
zu 7» bedeutet Denn die Kreistheilungsgleichung Grades, 
deren Wurzeln die r" sind, ist eine Normalgleichung und also 
ihre eigene Galois’sche Eesolvente. Da, wenn a, i zwei dieser 
Zahlen n sind, 

(r, r») (r, r») = (r, r“‘) 

ist, so ist diese Gruppe isomorph mit der Gruppe 91 aller Zahl- 
classen N der zu m theilerfremden Zahlen, die wir im vorigen 
Paragraphen betrachtet haben. 

Ist 21 ein Theiler von 31, und q eme zu 3t gehörige Function 
aus so ist der Inbegriff der rationalen Functionen von p, 
ß(p), ein in enthaltener Körper. 

Ist umgekehrt Ä ein Theiler von ß„, und q eine primitive 
Zahl des Körpers ß, also auch eine Zahl m ß^, so känn ß als 
der Inbegriff der rationalen Functionen von q dargestellt und 
mit ß(<») bezeichnet werden. 
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Diese Functioa q gehört dann zu einer gewissen Gruppe 91, 
die ein T heiler von 5^ ist. Wir nennen auch die Gruppe 21 und 
den Körper ß(p) zusammengehörig und ziehen daraus den 
Satz : 

1. Zu jedem Theiler 21 von 91 gehört ein gewisser 
in iÄ,H enthaltener Kreistjieilungskörper «ß(p), und 
umgekehrt gehört zu jedem Theiler Qi(q) von 
ein gewisser Theiler 91 von 91 als Gruppe, in dem 
Sinne, dass, wenn a eine Zahl aus 21 ist, alle 
Zahlen des Körpers die Permutationen (r, r“) 
gestatten, und dass umgekehrt jede Zahl in 
die diese Permutation gestattet, in Ä(p) ent- 
halten ist. 

Die Galois’sohe Gruppe eines solchen Körpers ß(p) er- 
halten wir nach Bd. I, §. 163, wenn wir 91 in das Sjstem der 
Nebengruppen zerlegen: 

9l = 2l + 2Ii + 2t,H , 

und die unter den Nebengruppen 21, 2Ii, 2Ij ... durch Composition 
mit den Elementen von 91 hervorgerufenen Permutationen auf- 
suohen. Diese Gruppe ist aber nach §. 4, 6 isomorph mit der 
Gruppe 91/21, also auch isomorph mit der zu 21 reciproken Gruppe 
(§. 14), die wir mit 39 bezeichnen wollen. Ist a der Grad von 21 
und b der von 93, so ist ab = und q genügt einer irreduciblen 
Abel’achen Gleichung vom Grade 6. 

2. Wir bekommen also alle Kreistheilungskörper, 
wenn wir zu jedem Modul wt die sämmtlichen 
Divisoren 21 der Gruppe 91 bilden, zu jeder dieser 
Gruppen 21 eine zugehörige Function q suchen 
und daraus die Körper ableiten. 

Es ist aber noch die Frage, ob bei diesem Processe ein und 
derselbe Körper ß mehrmals auftreten kann, wodurch wir auf 
die Untersuchung der gemeinschaftlichen Theiler zweier Kreis- 
theilungskörper geführt werden. 

Nach der oben gegebenen Definition ist wohl zu unter- 
scheiden zwischen der Gruppe, zu der ein Körper ß gehört, 
und der Galois’sohen Gruppe des Körpers; beide Gruppen smd 
zu einander reciprok. Sp gehört der Körper ß^ selbst zur 
Einheitsgruppe, wahrend seine Galois’sche Gruppe 91 ist 
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Es gilt nun der Satz: 

3. Sind iß' = ß((>0 und Ä" = ß(p") zwei Theiler von 
die zu den Gruppen 31' und 31" gehören, so 
gehört der Durchschnitt von ß' und ß" zu dem 
kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen 3[' 31'' 
von 31' und 31", und das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache ß(p', p") von ß' und ß" zu dem Durch- 
schnitt von 3t' und 31". 

Denn wenn eine Zahl zugleich in ß' und ß" enthalten ist, 
so muss sie die Substitutionen von 31' und von 31", also auch die 
von 31' 31" gestatten, und umgekehrt; und wenn eine Zahl in 
ß((>', p") enthalten ist, so muss sie alle Substitutionen gestatten, 
die zugleich in 3t' und in 3t" enthalten sind. Umgekehrt lässt 
sich eine rationale (z. B. lineare) Function von p' und p" be- 
stimmen, die zum Durchschnitt von 31' und 3t" gehört (vgL Bd. I, 
§. 160). Aus 3. ergieht sich noch der specielle Fall: 

Sind ß' und ß" zwei Theiler von ß„j, die zu den 
Gruppen 3t' und 3t" gehören, so ist ß" dann und nur 
dann ein Theiler von ß', wenn 31' ein Theiler von 3 t" ist 
Ist m = mims, also ein Theiler von w, so ist ß„»j ein 
Theiler von ß^^; denn ß*»^ besteht aus allen rationalen Func- 
tionen von r**. 

Nun ist dann und nur dann 

wenn 

(4:) a = 1 (mod tWi) 

ist. Die Zahlen a aus 31, die der Congruenz ( 4 ) genügen, bilden 

also die Gruppe, zu der der Theiler ß„*^ von ß„, gehört Wir 

wollen diese Gruppe mit 3Ui bezeichnen und symbolisch 

(^) 3I«i = 1 (mod ft%i) 

setzen. Da die ‘Zahl der verschiedenen Reste, die eine Zahl aus 

31 hei der Theilung durch wii geben kann, gleich qp(mx) ist, so 

ist der Index dieser Gruppe 

W 9t» J = gp(ma). 

Der Grad von SI^hi ist also gleich 9 ? (w) : 9 (wi). 

Sind Wa irgend zwei Theiler von fn und ist d ihr grösster 
gemeinBchafthcher Theiler, ft ihr kleinstes gemeinschaftliches 
Mulüplum, so ist 
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(7) 3td = 1 (mod d) 
das kleinste gemeinscliaftliche Vielfache und 

(8) 91^ = 1 (mod ft) 

der grösste gemeinschaftliche Theiler von nnd 91^. 

Denn zunächst ist klar, dass 91,»^ und 91«, Divisoren von 91^ 
sind Also ist auch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 
91«! lind 91«, in 9ld enthalten. 

Ist aber andererseits a = 1 -1- irgend eine in 9td ent- 
haltene Zahl, so kann man die ZaJilen Oj = 1 ^ wij, 

öta = 1 ~|- rcaWa in 9Ii und 9Ia so bestimmen, dass «= 01^2 
(mod m) -wird Man hat nur die ganzen Zahlen aji, aus der 
Gleichung z= Ximi -\- zu bestimmen, was nach Bd I, 
§. 126 immer möglich ist Also ist auch 9Id in 9I«i 91«, enthalten 
und folglich daimt identisch. 

Ist sodann eine Zahl a sowohl in 91«^ als in 91«, enthalten, 
so ist a — 1 durch und durch »%, also auch durch theil- 
bar, und folglich ist a in 9t^ enthalten. Andererseits ist jede 
Zahl von 91^ sowohl in 91«^ als in 91«, enthalten, und folglich ist 
91^ der Durchschnitt von 91«^ und 91«»,. Daraus ergieht sich 
nach 3.: 

4. Sind und irgend zwei natürliche Zahlen, 
d ihr grösster gemeinschaftlicher Theiler, ft ihr 
kleinstes gemeinschaftliches Multiplum, so sind 
die vollen Kreiskörper £1^ und £1^ grösster ge- 
meinschaftlicher Theiler und kleinstes gemein- 
schaftliches Vielfaches der Körper und lö«,. 

Daraus folgt nun: wenn zwei volle Kreistheilungskörper lö« 
und einen gemeinsamen Theiler £l haben, und m' ist kleiner 
als m, so muss es einen echten Theiler ä von m geben, so dass 
£l auch ein Theiler von £1^ ist 

Wir wollen einen Theiler von ß« primär nennen, wenn er 
nicht zugleich in einem vollen Kreistheilungskörper ß«/ von 
niedrigerem m! enthalten ist. Dann folgt also, daas man alle 
nicht primären Theiler von ß« erhält, wenn man in ßj den 
Index d alle echten Theiler von m durchlaufen lässt und die 
Theiler von aufeuoht. 

Bezeichnen wir nun mit gi, gj, . . . die sämmtlichen in m 
aufgehenden verschiedenen Primzahlen (2 eingesohlossen) und 
setzen 
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(9) m = = • • • = qxfrh, 

80 ist jedes d Theiler Ton eiiieiQ der 7»i,fWa, . . . und wir 
erhalten die nicht primären Theiler von ß„, wenn wir alle 
Theiler der Körper 

anfsüchen. Diese Körper gehören aber zu der Gruppe 

(10) öl = 1 (modmi), Ö 2 = 1 (modwjJ, . . . Qt = 1 (modtWt), 

und also wird nach 4 em Theiler ß ron dann und nur 
dann nicht primär sein, wenn in der zu ß gehörigen Gruppe 21 
eine der Gruppen öi, Qaj - - • Qt enthalten ist Wenn wir also 
solche Theiler der Gruppe SR, die keine der Gruppen ön öa» ■ • • 
als Theiler enthalten, primäre Theiler nennen, so können wir 
den Satz anssprechen; 

5. Um alle primären Theiler von ß,» zu erhalten, 
hat man alle primären Theiler der Gruppe SR 
aufzuauohen und die zugehörigen Körper zu 
bilden. 


6 . Wenn man aber alle primären Theiler aller 
vollen Kreistheilungskörper aufstellt, so erhalt 
man jeden Kreistheilungskörper, und jeden nur 
einmal, und zwar jeden dargestellt durch Ein- 
heitswurzeln mdgliohst niedrigen Grades. 

Der Körper ß2„ hat, wenn m ungerade ist, gar keinen pn- 
mären Theiler und ist mit ß„j identisch. In allen anderen Fällen 
ist ßrt wenigstens sein eigener pnmärer Theiler, der zur Einheits- 
gruppe als primärer Theder von SR gehört 

Nehmen wir, um diese Sätze an einem einfachen Beispiele zu 
erläutern, w = 36, so ist die Gruppe SR vom Grade 9(36) = 22, 
und besteht aus den Zahlen 

SR = 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35. 

Es ist Wi = 18, mg = 12, und die Gruppen ön Qa suid 
Öl = 1, 19, Ö2 = 1, 13, 25. 

In einem primären Theüer von SR können daher die Zahlen 
13, 19, 25 nicht verkommen, und ebenso wenig solche, die durch 
Potenzirung auf eine dieser Zahlen führen, wie 5, 7, 11, 23, 
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29, 31. Es bleiben also als primäre Theiler von 31 ausser der 
Einheitsgruppe nur die beiden Gruppen 

3Ii = 1, 17 913 = 1, 35 oder 1, — 1 

und die aus beiden zusammengesetzte Gruppe 
9ls = 1, 17, -1,-17 

übrig. Zu diesen drei Gruppen gehören, wenn r eine primitive 
SB“*® Einheitswurzel ist, die Functionen 

r + r + r-i, r + r-i + -f 

Zu allen anderen m 5K enthaltenen Gruppen gehören Func- 
tionen, die durch niedrigere Einheitswurzehi darstellbar sind, 
z. B. zu den Gruppen Qi und die 18*® und 12*® Einheits- 
wurzel und r\ 


§. 21 . 


Primäre und nicht primäre Theiler der Gruppe 9i. 


Wir bezeichnen mit q irgend eine der in m aufgehenden 
Primzahlen und setzen m = qm'. Dann betrachten wir die 
Gruppe 

Q = I (mod m'). 

Um die Bedingungen für eine Zahl m ^ zu ermitteln, wenden 
wir die Darstellung der Gruppe 91 durch eine Basis und die 
Bezeichnungsweise der Indices an, wie wir sie un §. 18 eingefiihrt 
und erklärt haben, und bezeichnen danach die zu ^ reciproke 
Gruppe mit P. 

Die Indices einer Zahl in Q bezeichnen wir mit 

y-i, n, n, • • • y«: 
und einer Zahl in P mit 

S — 1, dg, d], . . ■ d^. 

Dann müssen die y der Bedingung genügen: 

(1) 01^ (mod w'). 

Diese Bedingung fordert, dass alle Indices mit Ausnahme 
des der Primzahl q entsprechenden, den wir mit y bezeichnen, 
Null sein Iniissen. In Bezug auf y ist aber zu unterscheiden, ob 
q noch in m' aufgeht oder nicht, d. h. ob q ein mehrfacher oder 
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nux ein einfaclier Factor von w iat. Ist q niclit mehr in w' ent- 
halten, so enthalt die Congrnenz (1) gar keine Beschränkung 
für y, und y kann jeden Werth nach dem Modul c, d. h. jeden 
Werth 0, 1, . . . ^ — 2 annehmen. 

Ist aber q noch in m' enthalten, also m dui-ch g* theilbar, 
und « > 1, so fordert die Bedingung (1): 

= 1 (mod 

also 

(2) y = 0 ^mod 
und y kann also jeden der Werthe 

0,^, ^ ...ö-i)® 

3 2 2 

erhalten. Im ersten Falle ist der Grad der Gruppe Q gleich q — 1, 
im zweiten gleich q. 

Die IncüceB S einer Zahl aus der Gruppe P erhält man 
nach §. 14, 7. und §. 18, (7) aus der Bedingung, dass für alle 
zolässigen y 

(3) «i-i '’-i = 1 

sein soll. Nach dem, was eben über die Indices y bewiesen ist, 
fordert aber (3) nur das eine, dass der der Primzahl q ent- 
sprechende Index S durch q oder durch q — 1 theübar sein soll, 
je nachdem q mehrmals oder nur einmal in m aufgeht. Wir 
heben also den Satz hervor: 

7. Die zu Q reciproke Gruppe P ist dadurch 
charakterisirt, dass der q entsprechende Index 3 
aller ihrer Zahlen durch q oder durch q — 1 
theilbar iat, je nachdem q mehrmals oder nur 
einmal in m aufgeht 

Und daraus: 

8. Ein nicht primärer Theiler 31 von 91 ist dadurch 
charakterisirt, dass in der reoiproken Gruppe S 
der einer Primzahl q entsprechende Index ß 
aller Zahlen 6 durch q oder durch q — 1 theilbar 
ist, je nachdem q mehrmals oder nur einmal 
unter den Primfaotoren von m vorkommt 
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§. 22 . 

Die Kreistheilungsperioden. 

Als die einfachsten Functionen, durch die man die Kreia- 
theilungskörper darzustellen versuchen kann, bieten sich die 
Kreistheilungsperioden dar, die eine unmittelbare Ver- 
allgemeinerung der im §. 175 des ersten Bandes betrachteten 
Gauss’sohen Penoden sind. Wir verstehen darunter Folgendes. 

Es bedeute 31 einen Theiler der Gruppe 91 vom Index 
nnd a durchlaufe die Zahlen von 91. Ist r eine primitive w*® Em- 
heitswurzel, so heisst die Summe 

( 1 ) * 7j = ir- 

eine zu der Gruppe 91 gehörige Kreistheilungsperiode 
vom Index e. 

Machen wir in (1) eine der Substitutionen (r, r“), so bleibt 
7j uDgeändert, wie unmittelbar aus der Gruppeneigenschaft der 
•a folgt 

Um 91 in die zu 91 gehörigen Nebengruppen zu zerlegen, 
miissen wir die Zahlen 1, nj, Wg, . . . ne-i aus 91 passend aus- 
wählen, dass man 

<2) 91 = 91 + Stni + 9Ina H h 

erhält Machen wir dann in die Substitutionen 
<3) (r, f), (r, f"0, ■ • . (r, 

so geht ij in die conjugirtön Perioden ' 

( 4 ) ' 

über, und wenn diese alle von einander verschieden sind, so 
gehört ij zur Gruppe 91. Der zu 9t gehörige Körper be- 
steht aus allen rationalen Functionen von rj^ und die Zahlen 
^ 1 , . . . i^a — 1 gehören alle zu derselben Gruppe 9L, 

Wenn aber die Grössen (4) nicht alle von einander ver- 
schieden sind, BO gehört die Zahl fj 'nicht zu der Gruppe 91, 
sondern zu einer umfassenderen Gruppe itt', von der 91 ein Theiler 
ist Um die Bedingungen für diesen Fall zu ermitteln, erweitern 
wir den Begriff der Reeolventen, wie wir ihn schon im §. 19 
hetraphtet haben, noch etwas, 

Weber, Algebra. JL 
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Wir lassen n die Eeihe der Zahlen der Gruppe 5R durch- 
laufen und bezeichnen mit xW einen der Charaktere dieser 
Gruppe. Die erweiterten Resolventen sind dann, wenn r eine 
m*® Emheitswurzel ist: 

( 6 ) (Lir) = ^zH>^- 

Verstehen "wir unter S die zu 31 reciproke Gruppe und lassen 
b die Zahlen von 33' durchlaufen, so giebt es nach §. 14, 7. eine 
dem Grade von 33 gleiche Anzahl von Charakteren Xt, die dadurch 
ausgezeichnet sind, dass 

Xi(a) = 1 

ist, für jede Zahl a aus der Gruppe 3L Daraus folgt dann nach 
der Definition der Charaktere §. 13, (4) für jedes n: 

( 6 ) X,(an) = Xi(n), 

d. h. der Charakter Xi hat für alle Zahlen einer jeden Neben- 
gruppe 31 Ml, 31«, .. . einen und denselben Werüi. Demnach 
■wird die Resolvente (Zj, nur von den Perioden tj abhängeUj 
und den Ausdruck erhalten: 

(7) (Xj,, r) = 17 

Wenn ri zu einer Gruppe 31' gehört, so gehören die con- 
jugirten Zahlen iji, 77 ,, . . . rj,^i za derselben Gruppe (weil 31' ein 
Normaltheiler von 31 ist, Bd, I, §. 161). Wenn also a' irgend 
eine Zahl aus 31' ist^ so bleiben die Grössen Vt Vu Vi) ■ • • Vt-t 
durch die Substitution (r, r^) ungeändert und nach ( 7 ) ist auch 

( 8 ) r) = (X„ r^). 

Andererseits erhalt man aus (5), wenn man bedenkt, dass 
o'n zugleich mit « die ganze Gruppe 31 durchlauft, 

(Xi, r) = \Xi (n a')r”«' = Xi (d') 2 Xi (n) r«“' 

= Xi(a')(Xi, r<0, 

also nach ( 8 ): 

(^) , (h> f) = ^6 («') (Xi, r). 

Ist St nicht mit 31' identisch, sondern ein echter Theiler 
von 51', BO ist die zu 31' reciproke Gruppe 33' ein echter Theiler 
von 33 (nach §. 14, 9.); we^ also b eine Zahl in 33 ist, die nicht 
zugleich in 33 enthalten ist, so ka irn man a' so wählen, dass 
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Xi (a') nicht = 1 ist. Dann folgt aber aus (9) 

(10) (X,,r)=^0; 

also der Satz: 

1. Wenn die Periode rj nicht zu 3t, sondern zu einer 
umfassenderen Gruppe 31' gehört, dann ver- 
schwindet jede Reöolvente (Xi^ r), wenn b eine 
Zahl aus 33 ist, die nicht in 33' verkommt 

Um nun die Bedingungen für diesen Satz weiter zu ver- 
folgen, müssen wir die Bildungsweise der Charaktere berück- 
sichtigen. 

Wir wählen die Bezeichnung so, wie wir sie am Schlusä des 
g. 18 eingeführt haben. Dann ist, wenn ßo^ ßi^ • • • ß^ diö 
Indices von b und v_i, Vq, Vi, . . . die von n sind, ' 

(11) (n) = 

Ist nun ff» = 2^ ... so können -wir, wenn rj,, 

ff], ... prunitive Emheits wurzeln der Grade 2\ gji, . . . g*/* 
bedeuten, jede pmnitive «»*® Einheitswurzel in der Form darstelleii 
(Bd. I, §. 140) 

(12) r = ffo n ■ • • »"w 

und wenn wir «oi ny, . . , aus den Gongruenzen bestimmen 

(13) n = «0 (mod 2^), w = »»i (mod gji)i • • • » = «u (mod 

so zerfällt (Xi, r) nach (6) in das Product der folgenden Summen: 

Wenn nun b eine Zahl ist, die in 33, aber nicht in 33' vor- 
kommt, so muss nach dem Satze 1. eine von diesen Summen 
verschwindön. 

Dafür ist aber nach §. 19 die nothwendige und hinreichende 
Bedingung die, dass eine der Gongruenzen 

(15) ßo = 0 (mod 2), ßji = 0 (mod gj, . . . /S^= 0(mod g^) 

befriedigt ist, und zwar eine solche, deren Modul mehrfach in w 
aufgeht 

Diese Bedingung muss zunächst, wenn die Voraussetzung 
des Satzes 1. zutrifFt, für jede Zahl &, die in 35, aber nicht in 33' 
vorkommt, erfüllt sein. Ist aber ft' eine ZeJiI in 33', so ist füir 

6 + 
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jeden ganzzahligen Exponenten x das Product in Sß, aber 
nicht in 33' enthalten, und also muss, wenn ß'o, ßi, ■ • • ß'fi die 
Indicea Yon l' sind, für jedes x eine der Congmenzen 

»/3o + = 0 2) 

(jß) »Ä + ft = 0 (modgi) 

xß'^-i- ßiA = 0 (mod Oft) 

befriedigt seia. 

Sind nun zwei Zahlen ß\ ß nicht beide durch eine Prim- 
zahl 2 theilbar, so kann man immer über x so verfügen, dass 
xß' ß nicht durch j theilbar wird; man braucht nur, wenn ß 
durch j theilbar ist, x durch 2 nicht theilbar, nnd wenn ß durch 
2 nicht theilbar ist, x durch 2 theilbar anzunehmen, und 
TTiftu Irfl.Tm X auch so bestimmen, dass es gleichzeitig mehreren 
solchen Forderungen genügt Es folgt also aus (16), dass ent- 
weder ßo, ßo durch 2 oder /3i, ß^ durch 2i • • . oder ß!^, ßf, durch 
theilbar sein müssen, i h, eine der Congmenzen (15) muss 
auch erfüllt sein, wenn h irgend eine Zahl aus S ist, gleichviel, 
ob sie in S' vorkommt oder nicht. Endlich folgt wieder aus 
(16), indem wir unter J, V zwei beliebige Zahlen aus 33 ver- 
stehen, dass von den Congmenzen (16) eine und dieselbe für alle 
Zahlen aus 39 bestehen muss. Dies können wir nun so zusammen- 
fassen: 

2. Wenn die Periode nioht zu 31 gehört, so muss 
es unter den Primzahlen (einschliesslich 2), die 
mehr als einmal in m aufgehen, eine geben, 2 ? 
BO dass für jede Zahl 6 aus 39 der dem q ent- 
sprechende Index ß durch q theilbar ist 

Hieraus ergiebt sich aber nach §. 21, 8., dass 21 ein 
nicht primärer Theiler der Gruppe SU ist, und wir haben den 
Satz* 

3. Ist 21 ein primärer Theiler von 91, so gehört die 
Periode rj zu der Gruppe 2L 

Alle primären Theiler des vollen Kreistheilungskörpers 
sind demnach in der Form £^(r}) darstellbar, <L h. alle Zahlen 
eines solchen Theilers sind rational durch die Bjeistheüungs- 
perioden r} darstellbar, und da man die nicht primären Theiler 
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von als primäre Theiler von niedrigeren Kreistheilungskörpem 
wiederfindet, so folgt: 

4. Alle Kreistheilungakörper sind in der Form £2,(7]) 
darstellbar. 

Oder auch: 

5. Jede rationale Function von Einheitswurzeln 
kann als rationale Function einer Kreistheilungs- 
periode dargestellt werden. 

Und dieser Satz lässt sich auch in der Form aussprecben: 

6. Ist 21 ein beliebiger primärer oder nicht primärer 
Theiler von 51 vom Index e, so giebt ös einen 
Theiler von m und eine in £2^ gelegene Kreis- 
theilungsperiode t] vom Index fi, so dass tjj als 
Function von r aufgefasst, eine zur Gruppe 21 
gehörige Function ist, also, wenn a zu 21 gehört, 
durch die Substitution (r, r^) ungeändert bleibt 
und für alle Substitutionen von 51 e verschiedene 
Werthe erhält. 

Durchlauft a eine Gruppe 21, die ein primärer Theiler von 
51 ist, und setzen wir » 

Vh=^ 

auch wenn h nicht relativ prim zu m ist, so können wir diese 
Grössen 7]J^^ die aUe die Permutatiouen der Gruppe 2C gestatten, 
rational durch r] = darstellen. Andererseits lässt sich abei^ 
auch jede rationale Function von rj linear durch die dar- 
stellen. Dies wird bewiesen sein, wenn gezeigt ist, dass man 
das Product ‘zweier hnear durch die rjh ausdruoken kann. Es 
ist aber, wenn a und a' von einander unabhängig die Gruppe 2[ 
durchlaufen, 

nimmt man zuerst die Summe nach bei feststehendem a, so 
kann man a' durch aa' ersetzen, da aa' zugleich mit a' die 
Gruppe 2t durchlauft Man erhält so 

(17) + + 

Wenn die Primzahl g nur einfach in fw aufgeht und 21 durch 
Q (§. 21) theilbar ist, so ist zwarj2I nicht primär; es gehört aber 
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trotzdem die Penode tj zu der Gruppe 2L Es kann aber in 
diesem Falle durch Einheitswurzeln von niedrigerem Grade 
dargestellt werden. In folgender Weise lasst sich diese Dar- 
stellung finden. Alle Zahlen von Q sind von der Form 1 hm' ^ 
worin h die Reihe der Zahlen 0, 1, . . . ^ — 1 durchlauft, mit 
A.u8nahme des einzigen Werthes, für den 

(18) ^ 1 -|- hm' = Tcq 

durch q theilbar wird Setzt man also unter der Voraussetzung, 
dass 31 durch Q theilbar ist, 

31 = ö -j“ H" H“ • • «j 

so folgt, dass jede Zahl a in 31 von der Form ist: 

(19) a = a' (1 Äm'), 

worin a' die Reihe der Zahlen 1, Oj, Oj ... durchläuft. Daraus 
ist noch zu schliessen, dass die Reste der Zahlen 1, «i, ag . . . 
nach dem Modul m' eine Gruppe bilden. Nimmt man nun die 
Summe über alle Werthe Ä = 0, 1, . . . g — 1 und nimmt dann 
den einen durch (18) bestimmten Werth wieder weg, so folgt: 

h 

oder, da = 0 ist: 

rj = — 

Nun ist eine Einheitswurzel , und 7} also, vom Vor- 
zeichen abgesehen, gleich einer aus m'^ Einheitswurzeln ge- 
bildeten Periode^). 


§. 23. 

Kreistheilungakörper von gegebener Gruppe. 

Im Vorhergehenden hat sich also ergeben, dass jede Kreis- 
theüungsperiode 

in der r eine primitive wi*® Einheit svmrzel ist, und a die Zahlen 
einer Gruppe 31 durchläuft, wenn 31 ein primärer Theiler von 31 

^) Hier ist die Abhandlung von Fuchs zu vergleichen Ueber die 
Perioden, welche ans den Wurzeln der Gleichung tu« = 1 gebildet sind, 
wenn n eine zusammengesetzte Zahl ist. Crelle’s Journal, Bd, 61 (1868). 
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ist, die Wt^rzel einer Aberschen Gleichung ist, deren Gruppe 9^21 
mit der zu 91 reciproken Gruppe 58 isomorph ist (§. 14, 7.). 

Die Aufgabe, die wir jetzt stellen und losen wollen, ist 
folgende : 

L . Es soll der Modul m und die Gruppe 9t auf alle 
mögliche Arten so bestimmt werden, dass 58 ein 
beliebig gegebenes System von Invarianten hat. 
Oder was dasselbe ist: 

]?B sollen alle Kreistheilungskörper von ge- 
gebener Gruppe bestimmt werden. 

Wir machen dabei immer die Voraussetzung, dass Sit ein 
primärer Theiler von 3t sein soll, weil wir sonst einen und den- 
selben Körper mehrmals erhalten wurden. Die Aufgabe zerfallt 
in zwei Theile, nämlich: 

IL Welche Moduln m sind geeignet, eine Gruppe 58 
von gegebenen Invarianten zu erzeugen? 
ni. Wie findet man diese Gruppe 93 und die zu- 
gehörige Gruppe 91? 

Wir müssen bei dieser Untersuchung die Bezeichnung gegen 
das Frühere etwas ändern, damit die UebersichÜichkeit nicht 
verloren geht. Die exceptionelle Stellung der Primzahl 2, die 
bei den bisherigen Betrachtungen immer berücksichtigt werden 
musste, machte eine etwas umständliche Bezeichnung nothwendig. 
Diese Unterscheidung ist im Folgenden nicht mehr in dem Maasse 
nothwendig, imd darum lässt sich die Bezeichnung jetzt verein- 
fachen. 

Wir bezeichnen die Indices einer Zahl a aus der Gruppe 
91 mit 

06 i, ota, . . . (Indices von a), 
und die entsprechenden Indexmoduln mit 

Ci, Cs, , . . (Indexmoduln), 

so dass ft gleich der Anzahl der in m aufgehenden Primzahlen, 
oder wenn m durch 8 theübar ist, um 1 grösser ist 
Es seien ferner 

primitive Einheitswurzeln der Grade Ci, Cs, . . . c^. Sind nun die 
Indices einer Zahl J in der zu 91 reciproken Gruppe 58 
ßis • • • ßfi (Indices von 6), 
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80 ist die BeaehuDg zwischen' den ot nnd den ß durch die 
Gleichung 

( 1 ) = 1 

auBgediiicldi. 

Die Invarianten der Gruppe S, die nach §.12 lauter Prim- 
zahlpotenzen sind, wollen wir mit 

ii, « 3 , . . • iy (Invarianten von S) 
bezeichnen. Wir nehmen diese Invarianten als beliebig gegebene 
Primzahlpotenzen an und bezeichnen mit J ihr kleinstes gemein- 
schaftliches Vielfache, so dass 

(2) J = ii «1 z= = • • • = iyt; 

gesetzt werden kann. 

Ausserdem soll 91 als primärer Theiler von 31 vorausgesetzt 
werden, was nach §. 21, 8. mit der Bedingung gleichbedeutend ist: 

IV. Keiner der Indices ß soll für alle Zahlen ö, wenn 
die entsprechende Primzahl q mehrmals in m 
aufgeht, durch g, oder wenn q nur einmal in m 
aufgeht, durch q — 1 theilbar sein. 

Nach der Definition der Invarianten muss die Gruppe S5 
eine Bads haben, deren Elemente 

9i^ ?2i • ' • 9i> (BaaLs ^on S3) - 

von den Graden , 

■il , . iy 

sind, so dass jede Zahl b einmal und nur einmal in der Form 

(3) i = s/i9? . ^ (mod m) 

enthalten ist, wenn (he Exponenten jTi, . . . rrv je ein volles 
Kestsystem nach den Moduln • iy dur(ihlaufen. 

Alle Grössen von der Form (3) bilden, wenn 9i^ • • . gy be- 
liebige Zahlen sind, bei unbesohräjlktfer Veränderlichkeit der 
ganzzahligen Exponenten x gewiss eine Gruppe. Sollen aber die 
g^i die Elemente einer Basis dieser Gruppe, und ihre Grade 
sein, so darf 1 = ^ ^ (mod tw) nur dann erfüllt sein, 

wenn durch theilbar ist, also: ^ , 

1, Die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass g^^ . . . 9y die Elemente einer Basis 

einer Gruppe 95 von den Graden . ly seien; 

ist die, dass die Congruenz 

(^) = 1 (mod m) 
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dann und nur dann besteht, wenn zugleich die 
Congruenzen 

(5) Xi = 0 (raodii), = 0 (modfa), . , . = 0 (modi,) 

erfüllt sind. 

Hiernach ist also J die kleinste positive Zahl, die für alle i 
der Congruenz 

= 1 (mod m) ^ 

genügt, oder die kleinste positive Zahl, für die für alle Systeme 
der ß 

(6) Jßi = 0 (mod Ci), Jßi = 0 (mod ... Jß^ = Q (mod 
Daraus ergeben sich die ersten Schlüsse über die Zusammen- 
setzung der Zahl m. 

a) Eine ungerade Primzahl die nicht in J ent- 
halten ist, kann nur einfach in m aufgehen. 

Denn ist m durch g“ theilbar, so ist eine der Grössen c, 
etwa Ci = (p (g*) = g »^— 1 (g — 1), also wenn x > 1 ist, so ist 
noch durch g theilbar, und aus (6) folgt dann, dass alle ß^ 
durch g theilbar sein müssten, was der Voraussetzung IV- wider- 
spricht. 

b) Eine ungerade Primzahl g, die in J aufgeht, 
kann höchstens einmal mehr in m, als in J ent- 
halten sein. 

Denn man kann ebenso schliessen, dass, wenn = g^’^^Cg — 1), 
und J nicht durch g*-=^ theilbar ist, alle ß^ durch g theilbar sein 
müssten. . ■ , 

0 ) Ist J ungerade, so muss auch m ungerade sein. 

Denn ist m durch eine Potenz von 2, also mindestens •durch 
4 theilbar, so ist der der Zahl 2 entsprechende Indexmodul 
gerade, und die entsprechenden ß -mussten nach (6) alle gerade 
sein, entgegen der Forderung IV. - - ■ 

d) Ist tT durch' eine Potenz von 2 theilbar, so kann 
m den Factor 2 höchstens zweimal öfter ent- 
halten, als J. 

Denn ist m durch 2^ theilbar und 1 >■ 2 , so sind zwei der 
Indexmoduln ' 


= 2, Ca = 2^-®. 
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Wäre also J nicht durch 2^“* thailbar, so müssten alle 
durch 2 theilhor sein, was wieder gegen die Forderung IV, ist. 

e) Wenn q eine einfach in m anfgehende Primzahl 
ist, so muss q — 1 wenigstens , durch eine der in 
J aufgehenden Primzahlen theilhar sein. 

Denn wäre Ci = q — 1 relativ prim zu J, so müssten alle ß'j. 
durch q — 1 theilhar sein, im Widerspruch mit IV. Die weiteren 
Bedingungen für fw ergehen sich später. 

Bestimmung der Gruppe S: 

Die Gruppe SB ist bestimmt, wenn ihre Basis i/i, . . .,^7» 
gegeben ist Die Elemente der Basis wollen wir durch ihre 
Indices bestimmen, und führen also folgende Bezeichnung ein. 
Es seien 

yi,i> yi.S) • . • Yi,ii die Indices von 
y*iii ysiSi • • • y*,/* » » n 9% 


( 7 ) 


yT.si 

Die Indices ßi, / 3 ,, . 


+ y»,! Xr (mod Ci) 
+ y,,s Xr (mod cj) 


■ y»iP » « r\ 9*’ 

ßn eines beliebigen Elementes l erhält 
man dann nach ( 3 ) in der Form: 

ßi = yi,i ®i + Ya,i + 

(8) ^ T'i.» ya.» "j“ 

ßt^ = yi.fi ®i + y»,f. »i ^ h y^M *>- (“o<l 

und wir fragen nun nach den nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für die Zahlen j/r,», damit ... 51, die Basis 

einer Gruppe SB von den verlangten Eigenschaften ist. Nach 1. 
ist hierfür zuerst nothwendig: 

2. Die Zahlen y*,* müssen so beschaffen sein, dass 
die Congruenzen 

yi,i + ys.i fl!» + • — |- yr.i av = 0 (mod Ci) 

yi,« ®i + y»,» ®s + • • • -j- y»,a ^ = 0 (mod cj) 


( 9 ) 


( 10 ) 


y»,M®» = 0 (mod 

dann und nur dann erfüllt sind, wenn zugleich 
die Congruenzen 

aJi = 0 (mod t’i), aij = 0 (mod »,), ...»,= 0 (mod tv) 
bestehen. 
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Ist diese Bedingung erfüllt, so ist gewiss ^i, . . . die 
Basis einer Gruppe mit den Invarianten tg, . , . ü. Wenn aber 
auch noch die in IV. aufgestellte Forderung erfüllt sein soll, 
dänn folgt noch weiter: 

3. Ist gfc eine in m aufgehende Primzahl, der der 
Index ßji entspricht, so dürfen die v Grossen 

yi,Äi ya,Ä, • . . 

wenn mehrfacl^ in m aufgeht, nicht alle 
durch gÄ, und wenn nur einmal in m aufgeht, 
nicht alle durch qh — 1 theilbar sein. 

Die Bedingungen 2., 3. sind dann also die nothwendigen 
und hinreichenden, und es kommt jetzt nur noch darauf an, sie 
in eine Form zu bringen, dass die Möglichkeit ihrer Erfüllung 
beurtheilt werden kann. 

Wir bezeichnen mit 8]^^^ den grössten gemeinschaft- 
lichen Theiler von tfc und Ch und setzen 

(11) ik = dfc,7i Ch = C]fc,Ä, ^ 2 , . . n, 

so dass i]b,k und relativ prim sind. Es ist dann zu be- 
merken, dass die Grossen 

Ok,Ä 

durch tn und die Invarianten völlig bestimmt sind Nach der 
Definition der Invarianten müssen die und 1 *,^ Primzahl- 
potenzen sein. 

Aus den Voraussetzungen, die wir in a) bis d) über die 
Zahl m gemacjit haben, ergiebt sich eine Folgerung für die 
die wir hervorheben müssen. 

4. Ist g* einer der Factoren von w, der dem Index 

ßh entspricht, ist also Ch = 1)? oder wenn 

g = 2 und % ^ 2 ist, = 2*”^, und wenn x — 2 
ist, Ch = 2, so können, wenn x > 1 ist, die Zahlen 

(12) Ö1,Ä, • . • Ck.ä 

nicht alle durch qh^ und wenn x 1 ist, nicht 
alle durch g^ — 1 theilbar sein. 

Wenn nämlich die Grössen (12) alle durch g^ theilbar sind, 
so sind nach (11) die Zahlen 

(13) dl,Ä5 A 
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alle nicht durch theübar, und die Zahlen 

(U) ti,Ä, 

sind, da sie relativ prim zu der entsprechenden Grösse (12) sind, 
alle mcht durch theilbar, folglich ist nach (11) keine der 

Zahlen ii, i*, * . . -ir, und also auch J nicht durch theilbar, 

was den Annahmen a) und b) ■widerspricht. Für = 2 ist in 
diesem Schlüsse nur x — 1 oder 2 (bei x =;= 2) an Stelle von x zu 
setzen, um denselben Widerspruch gegen c) und d) zu erhalten. 

Ist aber x = 1, und sind die Zahlen (12) aUe durch g^ — 1 
theilbar, so müssen sie gleich g^ — 1 sein; die Zahlen (13) sind 
alle = 1 und es würde also folgen, dass die Zahlen und 

also auch J relativ prim zu g^ — 1 wären, was der Voraus- 

setzung e) widerspricht. 

Wenn wir jetzt zu der in 2. ausgesprochenen Forderung für 
die Grössen zurückkehren, so ergiebt sich zunächst, dass 
die Congruenzen (9) erfüllt sein müssen , wenn X]t = 2* und die 
übrigen x = 0 gesetzt werden, also, 

ift = 0 (mod Cä), 
und daraus mit Berücksichtigung von (11): 


ikyh yic^h = 0 (mod cjfc,?,). 

Weil aber Ok,h relativ prim sind, so folgt, dass 

durch cifcjÄ theilbar sein muss. Wir führen also ein neues System 
von ganzen Zahlen ein durch die Gleichungen 
(lö) yjb,A = , 

und suchen nun für diese Zahlen die aus 2. folgenden Bedm- 
gungen. Da die Zahlen wie aus ihrer Definition hervor- 
geht, nur nach dem Modul Ch bestimmt sind, so ist ejt, nur nach 
dem Modul zu hestunmen. Nehmen wir eine von dei^ Con- 
gruenzen (9): 

+ ' • ' = d (mod Ch), 

und führen darin (16) ein, so erhält sie die Form 

(16) -j-' 1- = 0 (mod c»). 

Hierin setzen wir nun nach (11): 





Demnacih sind die Congruenzen (16) gleichbedeutend mit 
der Forderung, dass 
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^ ^ ^ ir 

ganze Zahlen sein müssen, oder, mit Rücksicht auf die Bezeich- 
nung (2), mit den Congruenzen: 

Ä ^ 1 , Ä ^ “f" ^ Ä ^ Ä ij! iCa Ä ir, Ä W i*?»' = 0 (niod J). 

Diese Congruenzen sind, wie man sieht, immer erfüllt, wenn 
Xi durch ii, durch Xy durch iy theübar ist, und die 

Forderung 2. reducirt sich also jetzt darauf: 

6. dass die Cfc,?» so zu bestimmen sind, dass die Oon- 
gruenzen (17) für keine anderen als den Con- 
gruenzen Xk = 0 (mod ^fc) genügende Werthe der 
X befriedigt sein sollen. 

Dazu kommt noch als Umformung der Forderung 3.: 

6. Die Zahlen 

Ci,Ä ei,A, €^h • • - Oy,h Oy,h 

dürfen nicht alle durch wenn x > 1, und 
durch (qk — 1), wenn x = 1 ist, theilbar sein. 

Die Forderung 6. enthält wegen 4. keine Unmöglichkeit 
Durch 5. und 6. sind die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen für die Zahlen 6?^ ausge- 
druckt 

Es handelt sich also jetzt noch um die Frage, ob und unter 
welchen Voraussetzungen diese Forderungen durch geeignete 
Wahl der befriedigt werden können. s 

Diese IVage wird dadurch sehr vereinfacht, daas sich die ‘ 
Congruenz (17) in mehrere spalten lässt Die Invarianten ü 
sind, wie wir angenommen haben, Primzahlpotenzen. Es möge 
eine von diesen Primzahlen mit p bezeichnet sein, und es sei 

(18) *1 = i>^S ia = • in = 

während die übrigen wenn noch solche vorhanden sind, nicht 
mehr durch p theilbar sein sollen. Den grössten der Expo- 
nenten Äi, sta, . . . tCq wollen wir mit ä bezeichnen. 

Dann ist 

j = p-r, 

und J' ist nicht mehr durch p theilbar. Es ist ferner 

ii = =z 

wahrend t^+i, . . . ti durch p^ theübar sind. 
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Demnacli hat die Congmenz (17) zur Folge: 

(19) + e2,hi2,hP^^^^^2 H 

= 0 (mod _p") Ä = 1, 2, ... ft, 

und die übrigen in J aufgeheaden Primzahlen ergeben jede ein 
ebensolches System von Congmenzen, die in ihrer Geaammtheit 
vollständig gleichbedeutend mit dör Congruenz (17) sind. Diese 
Cdngruenzen (19) dürfen nicht anders- befriedigt 'werden können, 
als dadurch, dass die Zahlen 

durch theilbar sind. 

Setzen wir also zur Abkürzung: 

= yi, 

so erhalt (19) die Form: 

(20) ei, A ti. h + e», Ä ij, h yj -) e^, a a ^ 0 (mod jp«), 

und diese Oongruenzen sollen 

yi = 0, yi = Q, , . . y^ = 0 (mod p") 
zur nothwendigen Folge haben. 

Das System von linearen Gongmenzen (20) kann nun mit 
denselben Mitteln discutirt werden, wie ein System linearer 
Gleichungen, nämlich durch die Determinanten (vergl. den zweiten 
Abschnitt des ersten Bandes). 

Wir wollen zur besseren Uebersioht die Congrnenzen (20) 
fiir den Augenblick so schreiben: 

^,1 Vi H“ <h,i yj + * • • + !/^ = 0 

( 21 ) . ^ ^^0 — ^ (mod p«) 

Wenn die Coefficienten flSjÄ alle durch p theilbar sind, dann 
sind diese Congmenzen schon befriedigt, wenn die y alle nur 
durch theilbar sind, und dieser Fall darf also nicht ein- 
treten. 

Wir wollen nnn annehmen, es lasse sich aus der Matrix 

Oi^i, Oj;,!, . . . 

öl, 2» 


(22) 


ÖÄj/ij * • 
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eine Determinante Von t Reihen bilden, die nicht durcb p theil- 
bar iflt, während alle Detemiinanten von mehr als t Reihen, 
wenn solche vorhanden sind, durch theilbar sind Wir können 
voraußsetzen, dass die Indices so angeordnet sind, dass 

S dz 

nicht durch p theilbar ist. Bezeichnen wir mit die Unter- 
determinanten von ^ und setzen 

1 0,8^1 “f“ a 9 -“t” • ' • 'tOfa.t = s, 

so ist -Djb,, = wenn Ä = s, und = 0, wenn s und von 
h verschieden ist, und ist, wenn s > r ist, eine t-reihige Deter- 
minante der Matrix (22). Mit Hülfe dieser Bezeichnung lassen 
sich nun aus den t ersten Congruenzen (21) die folgenden her- 


leiten: 


■^!/l + -Di,<+iJ/<+i + • ■ 

■ • + A, f y? = 0 

(23) H“ ■z?9,<+iy<+i + ' ' 

' ' ^ (mod p’*) 


■ • + -ö*. 9 = 0. 


Setzen wir zur Abkürzung 

k > h k 

Äa,r — ^ag^r — S ^ a,, r — 2 2 ft «fl, Ä öfc, r , 

1 ,* 

BO ist Äg^r nach Bd. I, §. 26 eine (v -|- l)-reihige Determinante 
der Matrix (22) und also nach Voraussetzung durch p theilbar. 
Nach dieser BezeiöhUüügsweise erhalten wir aus (23): 

^ r !/i -|- Oa, r J/a + • • • H" 2/?) 

= At+j^rVt+i H h (modp'^), 

und es zeigt sich also, dass, wenn r<;p ist, die Congruenzen (21) 
schon befhedigt smd, wenn f/r+i, . • • durch theilbar an- 
genommen werden, weil alle Ag^r durch p theilbar sind Dies 
ist also nicht zulässig. Es muss also v = p sein, und dies genügt 
auch, weil dann (23) sich auf 

zfyi 5= 0, = 0 , . . = 0 (modp^) 

reducirt, und folglich, da A durch p nicht theilbar ist, f/i, j/g? ••• J/^ 
durch theilbar aeia müssen. 

Hierdurch ist die Forderung 6. in eine andere Form ge- 
bracht, die wir, indem wir zu unserer ursprünglichen Bezeichnung 
in (20) zurückkehren, so aussprechen können: 
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7, Es muss die Anzahl ^ der durch eine Primzahl 
theilbaren Invarianten gleich oder kleiner als 
die Anzahl ju. der Indezmoduln sein, und es muss 
sich aus der Matrix 

^ 24 ^ 01 , 3 ^ 1 , 8 ? 03 , 2 ^ 51 , 8 ) • . • 

Cl,/ih,,uj 

wenigstens eine ‘durch p untheilbare Deter- 
minante von Q Reihen bilden lassen. 

Dies involvirt zunächst eine Forderung für die d. h. also 
in letzter Instanz eine Bedingung für die Zahl m. 

Alle Glieder irgend einer p-reihigen Determinante der Ma- 
trix (24) enthalten einen Factor der Form 

ia,Rs, • . . 

worin Äi, irgend eine Combinatiön von q verschiedenen 

Zahlen der Reihe 1,2, ... fi bedeuten. Wären nun alle diese 
Prodncte durch p theilbar, so wären sicher alle Determinanten 
der Matrix (24) von p Reihen auch durch p theilbar, und es 
muss also wenigstens eine solche Combination geben, die nicht 
durch p theRbar ist. Weil aber die nur Potenzen von^ sein 
können, so muss 

*l,Äl — I» = Ij - ■ • = 1 

sein. Geht man nun auf die Bedeutung der in (11) zurück, 
so können wir die letzte Forderung für den Grad m folgender- 
maassen ausdrücken : 

f) Wenn eine Primzahl p in Q Invarianten ii, ^s, ... 
aufgeht, so muss die Anzahl ^ der Indexmoduln 
gleich oder grösser als q sein’, und es müssen 
sich Q dieser Indexmoduln c?,,, . . . c* so aus- 
wählen lassen, dass c^i durch »j, durch . . ., 
durch theilbar ist^). 

Der Naohweifl der Tbatsaohe, dass dieser Forderung nomer auf 
nnendlioh viele Arten eutsproohen werden kann, stützt sioh auf den Satz 
der Zabientheone, dass unter dön Ztüilen einer aritbznetisolien ProgresBion, 
deren Anfangsglied und Differenz öhne gememsamen Theiler sind, un- 
endlich viele Pnmzahlen vörkpmmen, eba SatZj der bis jetzt nur von 
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Hiermit aber ist alles erschöpft, was wir von m fordern 
müssen. Denn wenn diese Bedingnng f) befriedigt ist, so branchen 
wir z. B. nur die durch p nntheilbar, die 

übrigen e durch p theilbar anzunehmen; dann ist die Deter- 
minante 

' = J)), 

ö^,Äi 

also sicher durch p nntheilbar. 

Und bei dieser Annahme kann auch noch die Bedingung 6. 
befriedigt werden. Um dies einzusehen, bezeichne man mit j?'* 
irgend eine der Invarianten, etwa ii, und mit Ch den Indexmodul, 
der nach f) durch p^ theilbar ist, so dass 
(Ö5) Ch = p^ Ci,h 

ist Ist dann der zuiü Indexmodul Ch gehörige Primtheiler 
von fn, so ist entweder gleich oder ein Theiler von — 1. 
Nach der zuletzt gemachten Annahme ist Ci^h nicht durch p 
theilbar, während durch jp theilbar sind. Es 

sollen dann die Producte 

Cl,Ä 6 i,7ij Cs.Ä Sy^h 

nicht alle durch g^ oder durch g^ — 1 theilbar sein. 

Ist zunächst g^ ein einfacher Theüer von m , so ist 
Ch = q_h^ 1 , 'oüä wegen (25) ist Ci^h nicht durch qx — 1 theilbar. 
Man kann also 6i , x noch so annehmen, dass Ci^x^h nicht durch 
qx — 1 theilbar ist Ist aber qx ein x-facher Theiler von m 
und ly und ist qx ^ p^ so ist, wenn p ungerade ist, 

Cx = (jp-^ 1 ), nnd nach der Voraussetzung h) tc ^ oc — 1 . 

Wenn also Cx durch p^ theilbar sein soll, so muss sr = sc — 1 
Bein , und (25) ergiebt Ci^x — P — 1 - = 2 , so ist 

Cx = ^ oder = 2*“^ und es muss also nach der Voraussetzung d) 
Ä = 1 oder = oc — 2 sein, und es ist ä = 1. Man kann also 
auch in diesen Fällen so annehmen, dass Ci^x^h durch q^ 
nicht theilbar wird. 

Diriohlet mit Anwendung der Integralreoiinnng bewieeen ist (Ablimd- 
lUngen der Berliner Akademie 1837, DirioblefB Werke, Bd. I, Nr. 21.) 
Behalten wir die oben benutzte Bezeichnung hei, so kann man, um för ein 
gegebenes p der Forderung f) zu genügen, + ^ als Factor in m auf- 
nehmen. Dann aber müsBen, wenn p^l ist, noch ^ — 1 Primfectoren q 
iü m Vorkommen, die an Oongrnenzen von der Form 2 = 1 .(mod ti).« • ■ 
gebunden sind. 

Wel>«i, AJgebr». IL 


7 



98 


Dritter Abaohiiitt. 


§. 23. 

Die Forderangen , die hiermit für die gestellt smd^ be- 
stellen also nm' d^n, dass sie durch gewisse Primzahlen theil« 
bar, durch andere nicht theilbar sein sollen, und sind also noch 
auf unendlich viele Arten mit einander verträglich. Aber diese 
letzte Annahme über die hatte nur den Zweck, zu zeigen, 
dass die früheren allgemeineren Forderungen immer befriedigt 
werden kdüuen. JEs kann noch viele andere Arten geben, -ihnen 
zu genügen. 


Ueheraioht der Resultate. 

Wenn es sich darum handelt, alle Kreistheilungskbrper, und 
jeden nur einmal, und zwar auf möglichst einfache Art, durch- 
Kreistheilungsperioden darzustellen, so verfahre man so: 

Man nehme ein beliebiges System von Primzahlpotenzen als 
InvarianteA 

tj, . . . iy 

an, nnd wähle dann eine Zahl tn noch folgenden Bedingungen. 

Wenn die höchste Potenz einer Primzahl _p ist, die unter 
den Invarianten ■yorkommt, so nehme man p höchstens (jc -j~ 1)-, 
oder, wenn = 2 ist, (^r + 2)mal in m auf. 

Eine Primzahl g, die gar nicht in den Invarianten aufgeht, 
darf nur einfach in m aufgenommen werden ; aber nur solche 
einfache Primfactoren g darf m haben, hei denen g — 1 durch, 
einen der Primfactoren p der Invarianten theilbar ist Also kann 
auch p selbst nur dann einfach in w Vorkommen , wenn p — 1 
durch eines der anderen p theilbar ist 

Ferner muss m noch der Bedingung genügen, dass unter 
den Indexmoduln 

Ci, öji, . . . 

9 verschiedene, wie Ci, ö», . . . durch ti, . iq theilbar sind, 
wenn tj, . . . Potenzen von einer und derselben Primzahl 
sind. Dann bestimme man die Grössen iind i^a^h den 
Formeln (11) und theile die gegebenen Invarianten in Systeme 
ein, 80 dass alle Potenzen einer und derselben Primzahl in einem 
Systeme vereinigt sind. 

Für jedes dieser Systeme bilde man die Matrix (24) und 
wähle die Zahlen so, dass aus jeder solchen Matrix eine- 
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)eterminaiite von q Reihen gebildet werden kann, die durch 
ie betreffende Primzahl nicht theilbar ist, und dass nicht alle 
^roducte 

Ci,h ■ • • Cy.Ä 

Lurch oder durch — 1 theilbar werden. Dann setze man 
n,Ä = ek,Ä, 

ind hat so nach (7) die Indices einer Basis einer Ab ersehen 
Truppe S, deren reciproke Gruppe 91 ein primärer Theiler der 
;anzen Gruppe 91 ist. 

§. 24 

Bestimmung der Gruppe 9L 

Das letzte Ziel dieser Untersuchung ist nicht sowohl die 
Bestimmung der Gruppe S, als die der Gruppe 91, aus der man 
iirect die Kreistheilungsperioden bilden kann. Diese 

A.ufgabe kann man auf folgende Art lösen: Nach (1) §. 28 sind 
die Indices a der Zahlen in 91 von den ß abhängig durch die 
Gleichung 

( 1 ) = 1 , 
worin Oi, ©g, ... feste primitive Einheitswurzeln der Grade 
Cj, Ca, . . , bedeuten. Versteht man aber unter C das kleinste 
gemeinschaftliche Vielfache von Ci, Cj, . . . und setzt 

(2) 0 = Ci Cj = Cj Cg = • - • = c^eji, 

und bezeichnet mit © eine primitive 0*® Einheitswurzel, so kann 
man statt (1) auch setzen 

^cifg^ßi + + * * • + — 2 ^ 

und bekommt daher für die a die Congruenz 

c^i^ßi “H 4" ‘ ^ ~ ® (mod G), 

die gleichbedeutend ist mit der Bedingung, dass die Summen 

t*ißi i^ßi , t _ "V 

^ Cs 

ganze Zahlen sein müsBen. Wenn man darin für ßs die Ans- 
drüoke §. 23, (8) snbBtituiit, bo folgt, dass auch 
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oder, da die ganzen Zahlen beliebig sind, die S umm en 

i = 1 , 2 , ... V 

ganze Zahlen sein müßsen. Setzt man da nn nach ( 15 ) und (11), §. 23 

yiD,Ä = Ck,Ä efc,Ä, Cä = Ö3t,A? ifc = 

so folgt, dass 

'ST’ ^ h ^fc, 7i 

^k, h ^ ^Jc 


ganze Zahlen sein müssen, tmd diese Forderung ist gleich- 
bedeutend mit dem System der Congruenzen 

h 

I = 0 (mod ik), 

oder, ausfiihrlioher geschrieben 

^ 1 ^ 1 ^ "I“ H” '*• “1“ = 0 (mod ti) 

^1^11,10% -j- 6a,2^a«a “h *■' H~ = 0 (mod ij) 

6^,1 ir,i 0^ ^,2 ^,a ^ H“ ’ ■ ■ H“ = 0 (mod ^), 

Durch diese Oongruenzen sind, wie es sein muss, die Zahlen 
«1,0,,...«^ nur nach den Moduln dJi, Cj, . . . bestimmt, weil 
= ifcCk,k durch is, theilbar ist, und um die Indioes 
aller Zahlen der Gruppe SI zu finden, hat man einfach 
alle Lösungen der Congruenzen ( 3 ) aufzusuchen. 
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t’ubiHfli*' KriMHtlu’iluiigHkürpfir. 

i>ii‘ allcfiiii'iiii'ii riitt'r^uc)iiuiKi*ii , die in ilcn Ictxtcu {*arA> 
KrA|)li>-ii diirKt'Hti'llt Himt, gOHtiitti’ii mauni^fnchc Anwendungen 
auf titi-eti’li«« Kalle, van denen die eiiifaeiiHten liier Iiotriiclitet 
werd* 1» sidlen. Kh iHl dnhfi bemerkoiiswerth, daa» aelnm dio 
eiiiluelisieii Kulle, wenn innii siu direct aiiKtcift, fast in dieselben 
Si'iinierigkeiton liiiieinfliiiron, dio wir durch die allgemeine Unter'* 
HiK'liiing liitorwunden halwn. 

Wir wollen zuerst die Aufgabe behandeln, alle cubiseben 
KrniHtheilungsIcürpor, also alle Kreiatheilungsperiuden, 
die einer rationalen üloichung 3*“ (Jradea genügen, auf. 
/tiliniieii, und zwar so, ditaa von mehreren Ausdrücken, deren 
dicHuUio ürösao fällig ist, der einfachste gowH,hlt wird. 

Wir haben hier nur eine Invariante ij — 3, und nach den 
Vorwdirifteii in der /uttammonstcdlung des §. 23 dürfen in m 
nufgeiioinmen werden der Factw !), nicht aber 3, ferner Prim- 
zaldon in beliebiger Mouge von der Form 6 JV + 1 , also die 
Primzahlen 7. 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 70, 07 . . ., und so 
bekommen wir also als geeignete Wertho von ttt unter 200: 

}» =S 7, 9, 13, 19, 31, 37, 43, 01. 63, 67, 73, 79, «1, 07, 103, lOO, 
117 , 127, 133, 180, Ißl, 1Ö7, 163, 171, 181, 193, 109, 
unter denen die Zahlen mit mehreren Primtheilorn durch fetten 
Druck ausgezeichnet sind. Die kleinste Zahl vi, in der mehr als 
zwei Primüblen aufgehen, ist 7.9.13 = 819. 
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Verstehen wir also unter gu 2ij äs • • • Zahlen, die aus der 
Reihe der Zahlen 9 nnd der Primzahlen 7, 13, 19, 31 . . . ge- 
nommen sind, so ist der allgemeine Ansdmok fiir m: 

(1) w = äi äs ä3 ■ • • 3^- 

Die Indermoduln sind, wenn gi = ö ist, Cj = 6, = äa — 1? 

^ — gj — 1 . ^ , Wenn 9 und 7 unter den Faotoren von m 
nicht Vorkommen, so fällt der Indexmodul 6 weg. 

Die Grössen dj,!, di,a, . . . die grössten gemein- 
schaftlichen Theiler von = 3 mit den Ci, sie sind 

also alle = 3, und es folgt nach §. 23, (11): 

= Ij = Vb^i* 

Die Matrix §. 23, (24) besteht hier nur aus der einen Ver- 
ticalreihe ei,i, ei,a, . . . und diese Grössen kann man beliebig 
wählen, wenn nur wenigstens eine darunter ist, die durch 3 nn- 
theilbar ist Diese Zahlen ei^i, Ci,a, . . . sind übrigens nur 
nach dem Modul 3 bestimmt, und können also gleich 0, 1 oder 2 
angenommen werden. Die Bedingung 6. des §. 23 verlangt aber 
auch, dass, wenn gj = 9 ist, Ci^i = 2ei,i nicht durch 3 
theübar sein soll, und wenn gg eine Primzahl ist, dass 

= V8(S9”l)^a 

nicht durch ga — 1 theübar sei, cL h. also, es darf keine der 
Zahlen ei,i, durch 3 theilhar sein, und wir können 

für jede von ihnen ± 1 wählen. 

Dm also die Indices «j, Oj, . , . aller Zahlen a zu finden, 
die in der Periode 

(2) t= S r" 

Vorkommen können, hat man nach §. 24, (3) alle Zahlen oc (nach 
dem Modul 3) zu nehmen, die einer Congruenz 

(3) = 0 (mod 3) 

genügen, wobei für eine bestimmte Gruppe eine Vor- 
zeichen-Combination festgehalten werden muss. 

Die Anzahl der möglichen oubisohen Körper hängt bei ge- 
gebenem m nur von der Zahl ^ der Indexmoduln ab und beträgt, 
da eines der Vorzeichen in (3) willkttrlich angenommen werden 
kann, 2^-i. 

Wenn wir nun unter Bj, 8s, . . . irgend eine Combination 
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der Zahlen i 1 verstehen , dann können wir die Congruenz (3) 
auch so schreiben; 

( 4 ) -|- fijOa -j- . - 5^«^ = 0 (mod 3 ). 

Die Zeichencombination fii, £3, . . , in der ein Zeichen 
willkürlich angenommen werden kann^ da die gleichzeitige Aende- 
mng aller Vorzeichen in ( 4 ) nichts ändert, bestimmt die einzelne 
Gruppe 31 , und offenbar sind diese Gruppen 21 auch aUe von 
einander verschieden. Denn ist z. B. in einer Ghruppe = £3 = -(- 1, 
in einer anderen £1 = -|- 1 , = — 1, so enthält die erste die 

Zahlencombmation 

«1=1, «3 = — 1 , «8 = 0 , . . . «^ = 0 (mod 3 ), 
die in der zweiten nicht vorkommt 

Dm die Gruppen 2 [ definitiv zu finden, legt man ein System 
primitiver Wurzeln • • • 9 fi von gi, 39, ... zu Grunde und 
bestimmt a nach dem Modul m aus den Congruenzen: 

(^) a = (mod gi) 

= g? (mod ga) 


= g°^ (mod ga). 

Setzen wir, indem wir unter 6 einen der Reste 0, + 1 verstehen, 

(6) = £ii/i -|- H" ‘ (^ 0 ^ 3), 

so besteht 2 t aus allen Zahlen o, deren Indices = «i, = «a, 

, . , Vf^ = otfi der Bedingung tf = 0 genügen. Die beiden anderen 
Werthe ö = 1, cf = — 1 bestimmen die beiden Nebengruppen 
2t', 2t" von 21, so dass ' 

gi = 31 + 21' + 2t" 

ist. Ist a' und a" je eine Zahl aus 31 ' und 2 t", so ist 21 ' = 2 t a', 
31 " = 21 a". 

Wir bezeichnen nun mit rj die Kreistheilungsperiode, die zu 
2 t gehört, und mit 7 j\ die conjugirten Perioden, also 

(7) 17 = 2 t-, ^' = 2 r«', = 2 r-". 

Wenn dann q eine imaginäre dritte Einheits Wurzel ist, so 
erhalten wir die Eesolvente 

(q, ij) = -f + d^ri", 

und dafür können wir mit Benutzung der Bezeichnung (6) setzen 

( 8 ) (?, v)~l 
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worin n alle Zahlen der Gruppe 51 durchläuft, und in <# für 
Vi, Va, . . . Vfj, jedesmal die Indices Yon n zu setzen sind. 

Es mögen nun mit »*1, f2i * • • ♦V primitive Einheitswurzeli^ 
der Grade gi, ga, . . . bezeichnet sein, und 


r = f^rg, . . . f/, 

gesetzt werden. Dann lässt sich der Ausdruck (8) in ein Pro- 
duct zerlegen, nämlich, wenn wir 


M = Mfc (mod gft) 

setzen, in: 

(9) {q, ij) = 2 9*^’' 2 i-J* . . . 2 

Die Factoren dieses Productes sind nun genau die Eesol- 
venten, die wir in §. 180 des ersten Bandes untersucht haben, 
und wir erhalten, wenn wir 

(10) 2 (>’'*»•** = (<», rih), Ä = 1, 2, . . . /i 
setzen: 

(11) {Q, rj) = (<»i, rij) (q-, 1?*) . . . ((»•/*, ij^). 


Wenn wir hierauf die Fotmeln ( 5 ), (6), ( 26 ), ( 26 ) des eben 
angeführten Paragraphen anwenden, so erhalten wir: 


(12) (q, 17) (9-1, »j) = m, 

( 13 ) ((*1 1?)” = ♦»(»+ 6p), (p*, 17)' = m (o + Jpä), 

worin a nnd b gewisse ganze Zahlen sind, die sich ans den ge- 
nannten Formeln berechnen lassen, die aber nach der Wahl der 
s , verschieden ansfallen. 

Aus (12) und ( 13 ) folgt dann noch: 

( 14 ) fw = a® — ab J*. 

Hiernach können wir die cuhische Gleichung aufstoEen, deren 
Wurzeln die Grössen 17, 17', 77" sind. Sie möge lauten: 

( 15 ) 77« — «77* + ^77 — 7 = 0 , 

worin «, ß, y ganze Zahlen sind. Was zunächst « betrifft, so ist 
es gleich der Summe aUer primitiven t»*® Einheitswurzeln, also 

« = 2»’i2ra . . . 2»V, 

und dieser Werth ist = 0 oder = ( — 1)»*, je nachdem 9 unter 
den Factoren von m vorkommt oder nicht. Die beiden anderen 
Goefficienten lassen sich ganz so berechnen, wie im §. 180 des ersten 
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Bandes gezeigt ist Wir wollen hier die Kechnung in etwas 
yeränderter Form anordnen. Wir setzen: 


S W» 

— V g-l 

was zur Folge hat, daas = (9. £) ist, wegen 1 p -j- p* 
Dann ergiebt sich für t die onbische Gleichung: 

(16) g’ + Pg - ö = 0, 

worin 


(17) 




Nim ergiebt sich aus (12): 

(p.g) (?-^£) = »» ^ e» + r» + g"» - gg' - gg" - g'g"- 


= — 3P 


oder 


(18) ^ = - P 

und aus (13), wenn 

s = gsg' + + g"“g, s' = gg'* + g'g"* + g"g* 

gesetzt wird: 

m (o-f-6p ) = 9^-f'8p S 3q^S' 
m (a-j-i^i*) = 904" -j- 3 p S' 

0 = 9g4-3 'S-j-3 S’, 

woraus durch Addition: 

(19) 27 <3 = m (2o — 5), 
und durch Subtraction der beiden ersten: 

(20) m J = 3 (S- = 3(e - gO (g" - g) (g"- g'). 

Wenn tn durch 9 theilbar ist, so ist « = 0, und P und Q 

sind ganze Zahlen und P durch 3 theilbar. Ist aber m nicht 
durch 9 theilbar, so sind erst 3P und 27 Q ganze, nicht durch 
3 theübare Zahlen. , 

Ist D die DiflcriTTiinante der Gleichung (15), also eine ganze 
Zahl, so ist auch 

(21) VD=in- v') in"- n) in" -n')=it- g') (g"- g) (g"- g') 

mh 

~ T 


eine ganze Zahl, nnd also ist, wenn m nicht durch 9 theilbar 
ist, b durch 3 theilbar. Nun ist nach (14) 

(22) 4m = (2a — &)3 + 3&a, 
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und wenn m durch 9 theilbar ist, so ist 2 a — h nach (19) durch 
3 theilbar, und aus (22) folgt daün,. dass auch in diesem Falle 
J durch 3 theilbar ist. Wir können also in allen Fällen setzen 

2a — 6 = 35, 

so dass JB ganze Zahlen sind, die der Bedingung 

(23) 4m = Aa + 275> 
genügen, und die Gleichung für £ wird dann 

(24) g» _ I g _ ^ = 0, 
und für die Discriminante dieser Gleichung folgt 

(25) V5 = w5. 

Um für die einfachsten Beispiele die Rechnung durch- 
zuführen, nehmen wir für = 9, = 7, 23 = 13 aus §. 180 

des ersten Bandes die Werthe: 

2i 3, a -j- 6p = 8p, 

ga = 7, a ^ P = (1 "H ^ p)j 

28 = 13, a 4- 6p = — (4-j-3p^ 

Daraus ergeben sich für m = 63 die beiden Werthe: 

ffi 63 r a 6 p = — 3 p (1 -j— 3p) = 9 6 p, 

a + 6p = — 3p (1 + Bp“) = — 9 — 3p, 

für 

♦n = 91 : a -j“ 6 p = (1 -|- 3 p) (4 -j- 3 p ) = — - 5 -|- 6 p, 

a 4“ 6 p = (l^^ 3 p) (^ + 3 p8) = 10 4" 9 P) ' 

und für m = 819 die Werthe: 

a-[“6p = 3p(l + 3p) (4-|”3p ) = — 3 (6 + 11 p), 

= 3p (l + 3p ) (4 + 3p«) = _ 3 (9-p), 

= 3p (l + 3pa)(4 + 3p)= 3(9 + 10p), ; 

= 3p (l + 3ps) (4 + 3p*) = 3 (6-5p). | 

Daraus finden sich die oubischen Gleichungen für ti in diesen' 
drei Fallen ; 

m = 63: 7j® — 21 9^ — 28 = 0, (gj = g) ' 

9/9 — 219/ + 35 = 0, : 

m = 91: 9/> — 9/s — 309/ + 64 = 0, ( 9 / = £ + Va) i 

_ 309/ — 27 = 0, j 
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»» = 819: »j8 — 273ij 4- 91 =0, (v = t) 

riB — 273»j -j- 91.19 = 0, 

»j» — 273»2 — 91. 8 = 0, 

1]» — 273»? — 91.17 = 0. 

Die Wurzeln dieser einzelnen Gleicliungen findet man am 
besten aus der Gleichung (9) oder (11), indem man darin nach 
Potenzen von q ordnet, dabei aber nur <>• = 1, nicht (»*-[■ P + 1 
= 0 benutzt. 

So bekommt man z. B. für den Pall »» = 63 : 

(Pi V) = iVi + QV'i + (Va + P'>7s + 

oder 

= (’Ji + P’jl + C’?» + 

worm 

»?i = »1 + »tS r}’i = ri + »7», 7?i = r* + rf* 

»?, = r, + r^\ »?i = r« + »7», iji' = r» + 1-» 

zu setzen ist (Bd. 1 , §. 180) , und man findet so für die erste 
Gleichung : 

1 ? = '>2i’?s + + V'-^V'a^ 

und für die zweite: 

“7 = + ’ji’li 4- 

Um die Gruppen 31 daraus zu finden, hat man zwei ganze 
Zahlen y so zu bestimmen, dass 7 a; 4" 9 y = 1 wird, und dann 
r = »irj, also ri = r'®, = r^v 

zu setzen. Nimmt man a: = 4,y = — 3 an, so erhält man für 
die beiden Werthe von »?: 

»j = (r8*-|-r"*8) (r”+»^”)4-(*''^+»~^) + 

7} = (»»8-|-r-*8) (f»7_|_^S7)4-(y7 4_r-5^ 

+ (»1* + r- w) (r» 4- »-»), 

also 

3I = ±1, ±8, + 2, ±16, ±4, ±32, 

oder 

a = ± 1, ±8, ±11, ± 25, ± 5, ± 23. 

Die beiden Gruppen können durch die Potenzen von 2 und 
von 11 dargestellt werden. 

Die cubischen Gleichungen, deren Bildungsgesetze wir jetzt 
kennen gelernt haben, enthalten mit ihren Tschirnhausen- 
Transformationen alle cubischen Kreistheilungsglei- 
chungen. Aber diese Gleichungen sind auch alle von einander 
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vcrscliiedeii und können nicht durch T sc hi rn hausen -Irans- 
formation in einander übergefiihi't werden, weil sic zu j)rimäron 
Theilern von verschiedenen vollen Kreistheilungskürpcru goliöron, 
oder, wenn sie in demselben vollen Kreisthoilungskörpor ent- 
halten sind, verschiedene Gruppen haben. 

Man kann freilich noch aus anderen Einlioitswurzeln Kreis- 
theilungsperioden bilden, die zu cuhischon Gleichungon fiUireu. 
Diese Perioden können aber durch niodrigero Einhoitswurzüln 
ausgedriiekt werden, und sind nicht primär. So erhält uiiiu z. Ih, 
wenn r eine 35®*® EiidiGitawurzel ist, eine Poriodo von S (iliedurn, 
deren Exponenten aus den Potenzen von — 8 gobildot sind : 

= r -j- -j- r~~^ “h "f“ -j- 

dio also auch einer cubischen Gleichung genügt 
Es ist aber 

1 -|- -f- r-’ + r** + 

nnd wenn man diese Gleichung mit fr*"' -j- nmltiplicirt: 
also 

V = — (r^'‘ + r-% 

was unter den Perioden der 7*“ Einheitswurzoln stdion vor- 
kommt Diese Erscheinung erklärt sich darinis, dass wi rr- 35 
nicht die in §. 23 verlangte Eigenschaft hat, diuw r/ — 1 für alle 
in m aufgehenden Pnmzahlen 3 durch 3 theilbar ist. 


§. 26. 

Biquadra tische Kreisthoilungakörpor. 

Bei den hiquadratisohen Kreistheilungsgleichungen hat man 
zwei Ai'ten zu 'unterscheiden. Wir können zwei Invarianten 
= 2 oder nur eine Invariante tj = i imnohmeii. Wir 
wollen den ersten Fall vorauschicken. 

Für m haben wir in diesem Falle nach der Zusammeu- 
stellnng §. 23 folgende Bedingungen: 

m kann ungerade sein, durch 4 oder durch H, aber durch 
keine höhere Potenz von 2 theilbar sein. Keine ungerade Prim- 
zahl kann mehr als einmal in in aufgeheu, und es müssen minde- 
stens zwei Indexmoduln vorhanden sein; also müssen ausser in 


\ 
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dem Falle »w = 8 mindestens zwei verschiedene Primzahlen in 
m enthalten seiru 
Setzen wir: 

tn = gi ga . . . Ja, 

wenn tw ungerade oder nur durch 4 theilbar ist, 

w = 2a28 ■ • . 2^4, 

wenn m durch 8 theilbar ist, so dass Ji = 4 sein kann und in 
der zweiten Formel = 8 ist, während die übrigen j ungerade 

Primzahlen sind, so sind die Indexmoduln c* in den drei Fällen: 

2i 1? Sa 1? • • o 2^ 1 

2 , Ja 1, . , 1 

2, 2 ? 2b 1, • - 2/* “■ 

Weil hiernach alle Indexmoduln durch 2 theilbar sind, so 
sind die Bedingungen für m erschöpft. 

Es ist [§. 23, (11)]: 

(1) ®fc,A = 2, = 1, = Yq Ä = l,2j A “ 1, 2, ... /i. 

Nun hat man die Grössen so zu bestimmen, dass aus 
der Matrix 

62,15 

wenigstens eine ungerade zweireihige Determinante gebildet 
werden kann. 

Damit 31 primitiver Theiler von sei, kommt noch die Be- 
dingung §. 23, 6. hinzu, wo nun zu unterscheiden ist, ob vn durch 
8 theilbar ist oder nicht Ist m durch 8 theilbar, so ist die 
Anzahl der Indexmoduln um eins grösser, als die A nza h l der 
Primfactor en von w, und es giebt einen Indexmodul, dem kein 
Primfactor von m entspricht; im anderen Falle stimmen beide 
Zahlen tibereia. Nach §. 23, 6. hat man dier so zu wählen, 
dass in keinem der Paare 

^1, ^l5 ^2, ^-25 - • • 

denen ein Primfaotor von m entspricht, beide Zahlen gerade 
sind. Wenn m durch 8 theilbar ist, so ist ein dem Indexmodul 
= 2 entsprechendes Paar darunter, dem keine solche Be- 
schränkung auf erlegt ist 

Sind die Zahlen (nach dem Modul 2) so bestimmt, so 
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erhält man nach §. 24 für die Indices der Zahlen in die beiden 
Congruenzen: 

(3) 'f i !" ^ ^ (mod 2). 

Um die Zahl der möglichen Gruppen 21 zu ermitteln, be- 
denke man, dass man die Relationen (3), ohne ihren Inhalt zu 
andern, durch zwei von einander unabhängige hneare Combi- 
nationen ersetzen kann. DanEwsh kann man eines der Zahlen- 
paare in der Matrix (2), z. B. ei,i, = 1, 0 annehmen und so 
für (2) setzen: 

1, . . . Öl,/* 

0 , 

Jetzt kanTi man für die ... 6a, ^ irgend eine Combination 
der Zahlen 0, 1 setzen, mit Ausnahme der einen, bei der alle 
= 0 werden. Zu jedem Cs,ä = 0 muss das zugehörige = 1 
sem, während einem = 1 ein = 0 oder = 1 entsprechen 
kann. Die Anzahl der auf diese Weise entstandenen Oombi- 
nationen ist: 

1 -(-(ft — 1) 2 + — (-2^-1 — 1 = 3“-i— L 

JL • z 


Nun kann man aber die zweite der Gleichungen (3), ohne 
ihre Bedeutung zu ändern, zu der ersten noch addiren, so dass 
also- je zwei der gewonnenen Gombinationen dieselbe Gruppe 
ergeben. Es bleiben also 

versohiedene Gombinationen der die auch, wie leicht einzu- 
sehen ist, zu verschiedenen Gruppen 21 führen. Denn ange- 
nommen, man habe das eine Mal = 1, 0, das andere 

Mal = 0, 1 genommen , so genügt der ersten ÄTmahTne = 0, 
Og = 1, «3 = 0, . . . = 0, was der zweiten nicht genügt 

Die Zahl, die wir eben bestimmt haben, ist nur dann 
erschöpfend, wenn w nicht durch 8 theilbar ist, weil dabei 
angenommen ist, dass niemals Bi^h, = 0, 0 sei Wenn aber 
m durch 8 theilbar ist, dann kann bei einem Paare diese Werth - 
combination verkommen, und wir müssen also noch die Falle 
hinzufügen, die durch 

1 0 01,8 ••• fl 

0 0 Cg,8 * • » 
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angedeutet sind, und deren Zahl man ebenso wie oben 

_ 3a-fl_ 

2 


findet Wenn also m durch 8 theilbar ist, so ist die Gesammt- 
zahl der Gruppen 31 


(5) 


3^*“^ — 1 
2 ^ 2 


2 . — 1. 


Die kleinsten Werthe, die fn in diesem Falle annehmen 
kann, sind 

wi = 8 , 12, 15, 20, 21, 24, 28, 33, 36, 39, 40, 44 . . . 

Die kleinste Zahl, die zu mehr als einer solchen Gruppe 
Anlass giebt, ist f» = 24, für die man = 3 hat, und die also 
nach ( 6 ) fünf verschiedene Gruppen giebt Man erhält nämlich 
folgende zulässige und von einander verschiedene Combinationen 
der öää: 

101 110 110 100 100 

0 1 0 , 0 0 1 , 0 1 1 , 0 1 1 , 0 0 1 , 

was zu folgenden Bestimmungen über die Indices fuhrt; 


«1 = «3, «a ^ 0 , 

«1 = oßs, «8 = 0, 

cci = «5 = (jtg, (mod 2 ) 

Ol = 0, Ojj = «8 

ai = 0, 0)8 = 0, 

und wenn man also die Zahlen a durch die Congruenzen 
fl = ( — l)®«5®i (mod 8), a = 2^^ (mod 3) 
bestimmt, so ergeben sich folgende fünf zweigliedrige Gruppen: 

SIi = l, 5 
Slg = 1, 19 
Sta = 1 , 11 
3 I 4 = 1, 23 
ai5 = i, 7. 

Um die Perioden 17 zu berechnen, können wir ähnlich ver- 
fahren, wie im vorigen Paragraphen. Wir bezeichnen mit 
Vi, Vj, . , , Vfi die Indices einer Zahl n und setzen 

^,1^1 4^ 6i,a^s -}-■■• 4" = (Jj, 

-[-*•• 4“ 
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und erhalten, weim «i, fi, den Werth 0 oder 1 haben, die Resol- 
venten 

( 6 ) = 

= i).i^' + (-1)**!?" 4- (- 

Ist nun )» = gl 2 j . . . g(» nicht durch 8 theilhar, so können 
wir, ■wenn rj, »"j, . . . primitive Wurzeln der Grade gj, gj, . . . g^ 
bedeuten, 

r = fiffi . . . 


setzen, ferner 


M = fh (mod qi) 
= nj (mod ga) 


= (mod ^u), 

wodurch sich ergiebt: 

(7) = ns (-1/*'*'*“ +-'•*’ rS*. 

1»;* 

Die einzelnen Factor en dieses Prodnctes sind die in §. 179 
(Bi I) bestimniten Gauss’schen Summen, die dort durch 
Quadratwurzeln außgedrückt sini Nur wenn 2 i = 4 ist und 

^1^,1 "h ~ 

Ist aber m durch 8 theilbar und 


— 22?a • • - 2a = 8, 

so erhält man, wenn man r = fafj . . . r ^ setzt: 

In den fünf oben aufgestellten Gruppen, die zu m = 24 
gehören, kfl.nn man die Perioden aus dieser Formel oder auch 
leicht direct berechnen, wenn man 

9ti 9t% Tti 

r = = e® ö”” 

setzt Man erhält dann für die fünf Grössen: 


h fifc 

X ns(- 
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51 ») 

. VT— 1 

" = * VT 

3I4) 

1 + VT 

%) 

II 


Es soll nun zuletzt noch der Fall einer einzigen Inyariante 
^ = 4 betrachtet werden. Die Bedingungen für m bestehen 
dann einfach darin, dass m durch 4, 8, 16, aber keine höhere 
Potenz von 2 theilbar sein kann, dass ungerade Primzahlen nur 
einfach in m aufgehen können, und dais mindestens einer der 
Indexmoduln durch 4 theilbar sein muss. Die ersten Werthe 
sind also 

m = 5, 13, 15, 16, 17, 20, 29, 35, 37, 39, 40 . . . 

Wir wollen annehmen, es seien von den Indexmoduln 
Ci, Cs, ... durch 4 theilbar, c^ + i, c^+s, . . - c^ durch 2, aber 
nicht durch 4 theilbar. Es muss dann q mindestens gleich 1 
sein, und folglich ist 


^1,1 = dl, fl = ■ • • = — 4, dij^ + i — • • • — di^a — 2 

h,i = ii.fl = • • ■ = = Ij <1,9+1 = • • • = ii,/* = 2 

Ci Cq Cg Cu. 

^1 = 4 *» 5 ^9 = 45 + 1 — “2 ’ ‘ 


Nun sind die Ci,ä so zu bestimmen, dass von den Zahlen 


^1,1? ^fli • • • ^,9 

wenigstens eine ungerade ist, und dass (wegen §. 23, 6.) von den 
Zahlen 

^1,1» ^fl» • * • 

keine durch 4, und von den 


Ci,^> + i, ^i,9 + fl> . • • 

keine durch 2 theilbar seL Eine^ Ausnahme bildet hierbei wieder 
im Falle, wo m durch 8 oder durch 16 theilbar ist, die Zahl 
der keiner der Primfactoren von in entspricht, die auch gerade 
sein kann. 

. Dann erhalten wir für die Indices cc der Zahlen a die Con- 
gruenz: 

~\ — ' -J“ • • ■ = 0 (mod4). 

Web ex, Algebnu XL o 
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? 

Nelnnen wir aJs Beispiel m = 48, so haben wir, wenn wiy 

a = (_l)“*5“^ (mod 16) / 

= (— 1)“* (mod 3) / 

setzen, die Indexmoduln Cj = 4, = 2, = 2, und es erget)en 

fiioh zwei MogUchkeiten, nä m lich 

61.1 = 1> ^1,3 = 0, ßi,8 = 1 

01.1 = 1 ? 01,3 ~ 1 ? ^ 

Die a werden also in den beiden Fallen ans den Congrnenzen 
bestimmt 

cCi 2 «a = 0 (^od 4) 

«1 -j- 2(03 + 08 ) s 0 (mod 4), 
nnd man erhält daraus die folgenden beiden Gruppen 

= 1, 23, 81, 41 

Sla = 1, 7, 41, 47. 

§. 27. 

Cubische Abel’sohe Gleichungen. 

Wir wollen diese Betrachtungen über die cuhischen und 
biquadratischen Kreiatheilungsgleichungen mit dem Beweise eines 
merkwürdigen Satzes abschliessen, der geeignet ist, diesen Glei- 
chungen ein weit höheres und allgemeineres Interesse zu Yer-- 
leihen, und der ein specieller Fall eines ganz allgemeinen Satzes 
ist, den wir erst später kennen lernen werden. 

Der Satz lautet so: 

Alle cubischen Und biquadratischen Aberschen 
Gleichungen im Kprper der rationalen Zahlen sind 
Ereistheilungsgleichungen. 

Dadurch göwinnen die Resultate der beiden letzten Para- 
graphen einen höheren Werth. Es folgt dann nämUoh, dass 
durch die dort gebildeten KreistheilungBperioden alle Ab er- 
sehen Zahlkorper dritten und vierten Grades dorgesteUt sind^ 
dass andere als die dort besprochenen Körper dieser Art nicht 
exifltixen. 

Die MogHohkeit, diesen Satz für die speciellen Fälle der 
cubischen und biquadratischen Gleichungen einfach und ohne 
weitere Vorbereitung zu beweisen, beruht darauf, dass in den 
Körpern der dritten und vierten Einheitswurzeln -R(p), JS(0 die- 
selben Gesetze der Zerlegung der Zahlen in ihre Priinfactoren 
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gelten, wie in den Körpern der rationalen Zahlen, was in den 
§§. 181, 182 des ersten Bandes nachgewiesen ist. Es ist darum 
auch von Interesse, diese besonderen Fälle genauer zu be- 
trachten, weil dadurch der Gang und das Ziel des später beizu- 
bringenden allgemeinen Beweises deutlicher erkannt wird* 

Beginnen wir also mit den cubischen Gleichungen, und ver- 
stehen unter Xq, die Wurzeln irgend einer AbeTschen 

Gleichung dritten Grades. Da 3 eine Primzahl ist, so muss die 
Gleichung cykhsch sein, d. h. die cyklischen Functionen 
der Grössen Xq^ sind rationale Zahlen. 

Bezeichnen wir mit p eine imaginäre dritte Einheitswurzel, 
so haben wir die beiden Resolventen 

QN (P » ^o) = ^0 + P ^ H“ 

deren Guben also Zahlen des Körpers und deren Product 
eine rationale Zahl sein muss. 

Wir setzen demnach, indem wir mit o, c rationale (ganze 
oder gebrochene) Zahlen bezeichnen, 

(9 » = a + 5p 

(2) (p^a?o)8 = a + 5p» 

(p , Xo) (Q^Xq) = c, 

also auch 

(3) (a + 5p) (a + 5pa) = 

Nun haben wir im Körper jS(p) ausser den sechs Einheiten 

±1, ± p, ± 9^ 

die alle als Poten zen von — p dargestellt werden können, die 
Primzahlen V — 3 = p — p®, die reellen PrimTahlen g von der 
Form 3JN'-|“ 2 und die beiden complexen Factoren der reellen 
Primzahlen p von der Form 3 -|- 1. Die Zerlegung dieser 

Primzahlen in die beiden complexen Factoren ä, n;': 

(4) g =z= TCTc' 

haben wir im §. 180 (6) des ersten Bandes dargestellt in der Form 

(B) P = 

Wir können also 

( 6 ) x = 

setzen und haben dadurch unter den verschiedenen zu ä asso- 
ciirten Zahlen eine bestunmte ausgewählt, und diese Zahlen sr, 
stehen in einer bestimmten Beziehung zu den Kreistheilungs- 
perioden der p^ Einheitswurzeln i] : 


B* 
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(7) ((I, ij)8 = j) Ä, (4>», vY =P^' 

[Bi I, §. 180, (6)]. 

Nun iflt a ip eine ganze oder gebrocliene Zahl des Kör- 
pers jR(p). Wenn mr ZäÜer und Nenner dieser Zahl in ihre 
Primfactoren zerlegen, gemeinsame Factoren wegheben, und wenn 
wir unter 2i, 2a» • • • reelle Primzahlen der Form SJf-j- 2, unter 
Äi, aca, • conjugirte Paare imaginärer Primzahlen der 

Form (6) verstehen, so erhalten wir 

fS'l ® + =(~9Y (V— . . . 

a-)-6pa = ( — — V— 3)’‘2^‘25* . . , . . . 


worin 


A, w, Sj, Sa . . . ti, ti, ti . . . 
ganze positive oder negative Zahlen sindL 

Nun ist aber nach (3) das Product der beiden Zahlen ( 8 ) 
der Cubuß einer rationalen Zahl, und dies giebt, da eine rationale 
Zahl nur auf eine Art in Primfactoren zerlegbar ist, die folgenden 
Bedingungen ; 


( 9 ) 


» = 0, Si = 0, 3i 



(mod 3), 


nnd wir setzen also 


( 10 ) 


so dass n, <7i, . 

den Formeln (7): 


w — 3 — t 3 Sg — 3 • ■ ■ 

^ -j- ^ = 3 7?!, 4” ft = 3 

Ti, Tj . , . ganze Zahlen sind. Nun ist nach 


Bezeichnen wir endlich noch mit e eine 9 ^ Einheitswurzel, 
so können wir 


— (> = (— «)* 

setzen, tmd stellen dadurch iiod Guben 

dar. Wir erhalten also nach ( 2 ): 

(12) (^, «o)» = (— 6)»8 (Vir3)8M jB-T. . . . -E^, 

worin 

(13) Bl = ( 9 , Tii)^ (ps, iji)v (p, (^s, jj^)v . . . 

eine Kreistheilungszahl ist. Bezeichnen wir mit die aus 
durch Vertauschung von p mit 9 * hervorgehende Zahl, so ist 
eine rationale ZahL 

Wenn wir ans ( 12 ) die dritte Wurzel ziehen, so folgt, da 
hierbei noch eine dritte !^heitswurzel als Factor auffereten kann, 
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(14:) Ql (V — 3)^2i^^a* • • ‘ 

und ebenso erhalten wir 

(16) (q^Xo) = (—s^y Q» (— V— 3>gftg[5» , . . . . . i/j. 

Weil das Product dieser beiden Ausdrucke rational sein 
muss, so ergiebt sich noch zwischen den Einheitswurzeln 
die Relation 

Ql Qi = 1 - 

Setzen wir 

(16) Xq -y Xi = Aj 

BO ist auch Ä eine rationale Zahl, und ans (14), (15), (16) folgt, 


dass 

Xo Vs [Ä -(- 

(Q^Xo) + 

1 1 

(17) 

Si = Vs [-4 + P" 

iQ,Xo) + Q 

(p“,a:o)] 


10 

II 

+ 

(p)®ö) -f p* 

(p*,a;o)] 


Kreistheilungszahlen sind. Aus den Formeln (14), (16) können 
wir die Zusammensetzung dieser Zahlen aus den Perioden 
^u^a» • ■ • ersehen. Ein näheres Eingehen auf diesen Gegenstand 
ist aber nicht mehr erforderhch, weil wir schon im §. 2Ö alle 
Kreistheilungszahlen, die einer cubischen Gleichung genügen, voll- 
ständig gebildet haben. 


§. 28. 

Biquadratisohe AbeTsohe Gleichungen. 

Ganz ähnlich kann der Beweis des entsprechenden Satzes 
für die biquadratischen Abel’schen Gleichungen geführt werden. 
Nur sind hier zwei Fälle zu unterscheiden, namhch Gleichungen 
mit nicht cyklischer Gruppe, und Gleichungen mit cyklischer 
Gruppe. 

Für die nicht cyklischen Abel’ sehen Gleichungen nait den 
Wurzeln Xq, fl?i, ist die Gruppe: 

(1) 1, (0,1) (2, 3), (0,2) (1,3), (0,3) (1,2), 
und es sind also die drei Quadrate 

(xo Xi — X3 — = o 

( 2 ) (xo — Xi-i-Xi — x^y = i 

(Xo — »1 — -(- Xty = c 

und das Product 

(3) (Xo + Xi — Xi — Xt)(xo — Xi-}-Xt-~Xt)(xo—Xi—Xa-\-Xa) = e, 
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und ferner die Summe 

(4) + a;* + rca = 4 ^ 

rationale Zahlen, 

Wenn wir aus (2) die Quadratwurzeln ausziehen und berück- 
sichtigen, dass sich y~ä nach (3) von V&l nur durch einen 
rationalen Factor unterscheidet, so folgt durch Addition: 

(6) ®o = ^ + -BVF+öv7 + d YTc, 

worin (7, D rationale Zahlen sind ; und daraus erhält man 

wenn man die Vorzeichen von Yc ändert 
Noch BdL I, §. 179 können aber alle Quadratwurzeln, 
ndthigenfalls unter Zuziehung von i, was ja selbst eme Kreis- 
theüungszahl ist, rational durch die Kreistheilungsperioden (die 
Gauss’schen Summen) ausgedrückt werden, so dass also in (5) 
schon der Beweis unseres Satzes Hegt 


Ist die Gruppe der biquadratischen Gleichung cyklisch, so 
können wir die Wurzeln so anordnen, dass die Gruppe aus den 
Permutationen 

(6) 1, (0, 1, 2, 3), (0. 2) (1, 3), (0, 3, 2, 1) 

besteht, und dann ist zu setzen: 

4:A = Xq Xi 

(hXo) = Xo — ix^ 

( ^ (— l,a!o) = »0 — »1 + «s — ai) 

(— i, iCo) = *0 — *®i — aii + *. 

dann ist A und ( — 1, x^y = m rational, und daher kann (■— 1, Xq) 
durch Kreistheilungszahlen ausgedrückt werden- Die vierten 
Potenzen 

(8) (», Xoy = a + (— t, x^y = a — hi 

sind Zahlen des Körpers jR(i), und um dieselben Schlüsse wie 
bei den cubischen Gleichungen ziehen zu können, kommt es also 
nur noch darauf an, a bi und a — hi als vierte Potenzen 
von Kreistheilungszahlen darzustellen. Dazu dient noch der 
Satz, dass 

(9) (i, «o) (— i, ®«) = c 
eine rationale Zahl ist. 
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lli) 


Im Körper iS(i) haben wir (Bd, I, §. 181) die Einheiten 
i li ferner als Primzahlen die associirten Factoren 1 ± « 
von 2, die reellen Primzahlen g[ der Form 4^ -f- 3 und die 
beiden complexen Factoren n:' der reellen Primzahlen p von 
der Form 4^ -(“ 1. 

In Band I, §. 180, (34) haben wir die Zerlegung 

p — V'iW’/'iC— 0 
gefunden, die uns erlaubt, 

( 10 ) » = (t), st' = (— t) 

zu setzen, und, wenn ij eine Ji^-gliednge Periode von Ein- 
heitswurzeln ist, 

(», 1?)* = (»)», (— t, v)* = p (— *■)*. 

oder 


( 1 1 ) (i, ijy = Ä» < (— 1 , Tjy = 3 t ä's, (t, 7 j) (— i, 17 ) = p. 

Zerlegen wir mm, wie bei den oubischen Gleichungen, die 
Zahlen a a — b% in ihre Primfactoren in 22 (i), so ergiebt 

sich unter Anwendung einer der vorhin gebrauchten entsprechen- 
den Bezeichnung: 

, . a -f- öi = (l+i)"2?S|* ■ - . 3r*i3r;VÄ^3r;^ . . . 

^ a — Ji = t”^(l — i)"2?^2a* . - . 71 ^^' - . - 


Das Product dieser beiden Zahlen muss aber die vierte 
Potenz einer rationalen Zahl sem [nach (8) und (9)], und daraus 
folgt: 

w = 0 (mod 4) 

..ns «1 = 0, Sa = 0 . . . (mod 2) 

ti — 1“ = 0, -j- ^ 0 . . , (mod 4) 

^1 — ft = 0, ^ — ^=0... (mod 2). 

Es folgt aber jetzt aus (11): 

!z£ —*+8*' — *+8<' 

(14) 3t* 3r'*' = (3r*3t') ® (jtot') “ = J) “ 5 

und ferner 

( 15 ) (i + iy = (2i)i 


und hiernach können wir also, mit Rücksicht auf (13), wenn wir 
mit Su zwei Kreistheilungszahlen, nämlich das Product aller 
in der Zerlegung von a -\- bi verkommenden Zahlen 
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und die durch die Vertauacliuug von i nüt — i daraus hervor- 
gehende Zahl, ferner mit c eine rationale Zolil bezeichnen, setzen 

a -\-hi = 
a — hi = 

Aus (S) folgt durch Ausziehen der Wurzel, woclurcli 
eine Potenz von i als Factor hinzukoininoii kann, 

(«, «o) = Vc ll\ 

(16) (— «, afu) = 1)''— ]/<: 11 , 

(~l,x,) = Vfn, ^ ^ 

tiiid daraus ergiebt sich, da ]/7J ]/c und Vm Kreisthoiluiigs- 
zahlen sind, die Richtigkeit unseres Satzes auch in dieKoin Fulh». 

Auch hier kann die woitoro betraclitiing dos Ihmes der in 
(16) vorkommenden Ausdrücke dazu dioiion, dio ZusuTnrnen- 
setzung der fl?o, durch dio Perioden rj näher zu er- 

forschen, was al)Or wieder zu keinen {indoren Kosultaton fiilireii 
kann, als zu den schon in §. 20 al)geloitntcn. 

Wir haben also hiermit den Satz allg(iim?iii liewn^aoii, dass 
alle AhePschon Körper dritten und vierten Gnules 
Kreistlieilungskörper sind, und dass allu diese KöriJi-r 
rational durch die Kroisthoilungspcriodcu durgestellt 
werden können. 
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Für jede beliebige Gradzahl n haben wir immer eine, ndmlich 
die cykliache Gruppe, die wir erhalten, wenn wir a” = 1 und 
die n Elemente 

1, o, a® . . . 0”"^ 


als verschieden annehmen. 

Wenn n eine Primzahl ißt, so ist diese die einzige Gruppe 
vom Grade n (wenn isomorphe Gruppen als identisch betrachtet 
werden). Denn der Grad eines jeden Elementes einer Gruppe 
ist ein Theiler des Grades der Gruppe, und also hat in einer 
Gruppe von Primzahlgrad jedes Element, mit Ausnahme des 
Einheitselementes, den Grad n. 

Um eine Gruppe vom Grade w vollständig darzustellen, 
müsste man eine quadratische Tafel construiren mit Feldern, 
die in n Zeilen und n Colonnen angeordnet sind. Man be- 
zeichnet jede Zeüe nnd jede Colonne durch eines der gegebenen 
Elemente, und setzt in das Feld, in dem diese beiden sicli schnei- 
den, das zusammengesetzte Element, wobei etwa der Zeilenzeiger 
die erste, der Colonnenzeiger die zweite Componente bedeutet: 


a 

ß 

y 

a 

ß 

r 

£«* 

aß 

ay 

ßa 

ß' 

ßy 

ya 

yß 



Man kann aber die Felder einer solchen Tafel nicht ganz 
beliebig mit den Elementen ausfiillen, sondern man muss sich 
dabei an das assooiative Gesetz halten, so dass man, wenn man 
aßy aufsucht, mdem man zuerst in der Zeile a und in der 
Colonne ß das Element (aß), dann in der Zeile (aß) und der 
Colonne y das Element (aß)y aufsucht, dasselbe Resultat findet, 
wie wenn m an zuerst (ß^) in der Zeile ß und der Colonne y und 
dann a(ßy) in der Zeile a und in der Colonne (ßy) aufsuoht 
Für die Anwendung ist es zweckmässiger, die Gruppentafel 
etwas anders anzuordnen, so dass der Zeiger einer Horizontal- 
reihe der entgegengesetzte ist, wie in der entsprechenden Ver- 
ticalreihe, also: 
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ii 

a 

ß 

1 

1 

a 

ß 

«—1 

a 

0-1 

1 

cT^ß 


ß~^ 


1 1 



ff 1 

Y~^ß 


Bei dieser Anordnnüg steht in der Diagonalreihe immer das 
Hauptelement 1. 

Für n = 4 haben wir, wenn ein Element vom 4^ Q-rade 
exiflürt, die cyklisohe Gruppe 


1, a, (Jc*, cc\ 

und wenn aUe Elemente vom 1*^ oder 2^ Grade sind, die 
Gruppen 

1, a, ß, ocß 

mit der Bedingung ccß = ßa» Es gieht also nur diese zwei 
Gruppen vom 4^ Grade. Wenn die Elemente mit 1, a, )3, y 
bezeichnet werden, so haben wir die beiden Tabellen- 



Der Fall » = 6 lasst sich in folgender Weise vollständig 
erledigen: Wir bezeichnen die sechs Elemente mit 1, a, ß, y, d, e, 
so dass 1 die Einheit der Gruppe ist Wenn darunter ein Element 
vom Grade 6 vorkommt, so ist die Gruppe cykhsch. 

Wenn wir also von diesem Falle absehen, so können die 
Grade der Elemente a, ß, y, J, s nur 2 oder 3 sein. Sind a und 
ß vom 2**“ Grade, so kann ccß nicht vom 2^ Grade sem; denn 
sonst wäre 


a = ß = ß—\ aß = j3“ior“ 1 = ßa, 

und es wäre also 1, a, aß eine Gruppe 4*®“ Grades; eine solche 
kann aber nicht Theiler einer Gruppe 6^ Grades sein. 

Es muss also mindestens ein Element 3^ Grades vor- 
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kommeB, imd wenn wir ein solches mit a bezeiclmeii und y nicht 
in 1, a, a® enthalten ist, so ordnet sich die Gruppe so: 

(1) Sf = 1, 05, «», y, ya, ya*. 

Um die Bedingung zu ermitteln, dass dies eine Gruppe sei, 
bilden wir 

y5 = y, yo5, yosa, y^ y^a, ySa^, 
was mit S identisch sein muas; und es muss also 
ys = 1 oder = 05 oder = ot® 

sein. Ist aber ys = a oder = C5*, so ist y» = ay oder = 
und y0, aber keine niedrigere Potenz von y ist gleich 1, d. h. S 
ist cyklisch (S = 1, y, y^, y^ yS y®). Es bleibt also nur die 
Annahme, dass y vom 2**^ Grade, also 

(2) y*=l 

ist. Da wir aber y durch ya oder ya* ersetzen können, so 
müssen auch diese vom 2^ Grade sein und es folgt 


(3) ya = a*y, ya“ = ay, 

mit deren Hülfe man jedes Compositum aus beliebig vielen 
Potenzen von a und y immer auf eines und nur eines der 
Elemente 3 zuruokfuhren kann. Und wenn man jetzt 


1 a, a*, y, yoc, ya* 
mit 

1) ßi y, ^ 

bezeichnet, so erhält man folgende Tabelle; 



Es kommen, wie es sein muss, in jeder Zeile und in jeder 
Colonne alle Elemente vor. 

Durch die Aufstellung dieser Tabellen ist aber die Existenz 
der betreffenden Gruppen noch nicht vollständig nachgewiesen. 
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Aus dem Umstande, dass in jeder Zeile und in jeder Colonne alle 
Elemente Vorkommen, folgt zunächst zwar, dass durch die in der 
Tabelle ausgedrückte Compositionsart die Forderung §. 1, 3. 
befnedigt ist Es ist aber noch nachzuweisen, dass auch die 
Forderung §, 1, 2., nändioh das associative Gesetz, besteht In 
den einfacheren Fällen kann man dies durch Äusprbbiren aller 
Fälle nachweisen. Einfacher gelangt man aber dazu, wenn man 
eine durch die Tabelle selbst gegebene Permutationsgruppe bildet, 
in der sich die Compositionen der Tabelle nach dem Gesetz der 
Zusammensetzung von Permutationen ergeben, bei der das asso- 
ciative Gesetz schon erwiesen ist (Bd. I, §. 165). Wir wollen 
dies bei der zuletzt gebildeten Tabelle einer Gruppe sechsten 
Grades durchführen. Jede Zeile dieser Tabelle giebt eine be- 
stimmte Permutation der m der ersten Zeile stehenden Elemente 
1, a, /3, y, d, 6, Wir stellen diese Permutationen nach Bd. I, 
§. 160 durch ihre Cyklen dar, und erhalten aus den beiden Reihen 
a und y die mit denselben Buchstaben zu bezeichnenden Per- 
mutationen 

(4) « = (!,«, ß) (y, s, S), y = (1, y) (a, 6) (ß, e). 

Diese sind vom dritten und vom zweiten Grade und genügen 
den Bedingungen (3), woraus hervorgeht, dass die aus (4) gebil- 
deten Permutationen (1) eine Gruppe bilden. Die Permutationen 
dieser Gruppe werden durch die ZeDen der Tabelle dargestellt. 

Man kann diese Gruppen aber auch darstellen durch die 
sämmtüohen sechs Permutationen von drei ZüBFem, wenn man 

(5) «=(1,2,3), y = (l,2) 
setzt. 


§. 30. 

Die Quaternionengrnppe. 

Von Interesse ist es noch, nach denselben Grundsätzen 
die Gruppe 8*®“ Grades zu untersuchen. Die Elemente dieser 
Gruppe können ausser dem Einheitselement nur vom 2*®“, vom 
4*®^ oder vom Grade sem. Wenn darunter ein Element 
Qten Qrades vorkommt, so besteht die Gruppe aus den Potenzen 
dieses Elementes, und ist die cyklische Gruppe 8*®^ Grades. 

Wenn andererseits alle Elemente vom 2^ Grade sind, so 
ist, wenn a, ß zwei Elemente einer solchen Gruppe bedeuten, 
nach der Voraussetzung auch aß vom 2^ Grade, und es ist 
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Cfi— 1 =r a, ß~^ = ß 

(a/S)-*! = aß = ß-^ocr^ = /Ja, 

d, k die Gruppe ist commutativ. Sie iflt also eine Abersche 
Gruppe mit den Invarianten 2, 2, 2. Eme solche Gruppe kann 
z. B. aus drei Transpositionen zusammengesetzt werden- 

1, (1, 2), (3, 4), (5, 6), (3, 4) (5, 6), (1, 2) (3, 4), (1, 2) (5, 6), 

(1, 2) (3, 4) (6, 6). 

Um also die übrigen Gruppen 8*“ Grades zu bilden, können 
wir annehmen, dass m der Gruppe ein Element vierten 
Grades vorkommt 

Ist « em solches Element 4*®^ Grades und ß ein von den 
Pot-enzen von a verschiedenes Element, so besteht die Gruppe, 
wenn sie existirt, aus folgenden Elementen: 

(1) 8=1, a, ««, «9, /3, ßa, ßa», ßu\ 
oder auch aus den folgenden: 

(2) 8=1, a, a», a« ß^ uß, a'ß, a^ß. 

Hiemaoh miißs also aß mit einem der drei Elemente ßa, 
ßa\ ßa* übereinstimmen. Die Gleichung aß = ßa*, aus welclier 
ß-^aß = «9 folgen wurde, ist aber unmöglich, weil ß~^aß vom 
4:*“ und 05* vom 2*“ Grade ist Es bleiben also die zwei Möglich- 
keiten 

(3) aß = ßa 

(4) aß = ßa*. 

Bei der ersten Annahme ergiebt eich durch vollständige 
Induction für je zwei Exponenten, r, s, 

arß* = ß‘oir, 

und daraus folgt weiter, dass die Gruppe eine Abel’sche sein 
muss, und zwar mit den Invarianten 2, 4; als Eepräaentanten 
einer solchen Gruppe kann man die durch wiederholte Zusammen- 
setzung der beiden Cyklen 

a = (1, 2, 3, 4), ß = (6, 6) 
entstandene Gruppe betrachten. 

Aus (4) ergiebt sich aber durch wiederholte Anwendung 
(6) uß = ßat, a*ß==ßa», a*ß = ßa. 

Wenn wir noch aus (1) büden, so ergiebt sich, da ß> 
nicht _ u oder = a* sein kann, weil sonst ß vom 8*“ Grade 
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wäre, = l oder ß? = a®, und wir erhalten also noch zwei 
Möglichkeiten dafür, dass (1) eine Gruppe 8^ Grades sei; 

L 06 * = 1, ß^ = 1, ‘ aß = ßa^ (ß~^aß = as), 

n. == 1 , = 06®, 06)3 = ßa^ (ß^^aß = 068), 

aus denen die übrigen Relationen (5) folgen, mit deren Hülfe 
man jedes Compositum aus Potenzen von 06 und ß auf eines der 
Elemente von 8 zurückfiihren kann. 

Dass zwei den Bedingungen L, IL unterworfene Gruppen von 
einander verschieden sind, sieht man sofort daraus, dass in I. 
nur die Elemente 06 , a» vom 4*®“ Grade, die anderen vom 2*®^ Grade 
sind, während in II. die Elemente o«, a*, /3, ßa^ ßa^^ ßa^ vom 
4*®“ Grade sind, und nur vom 2*®^ Grade ist. 

Nach den Formeln L und IL kann man leicht fdr die beiden 
Falle die Gruppentabellen entwerfen. Um aber die Existenz 
dieser Gruppen einzusehen, ist es einfacher, zwei Permutations- 
gruppen zu bilden, die den Bedingungen L oder H. genügen. Dazu 
brauchen wir aber, wie m dem Falle der Gruppe 6^ Grades, 
nur drei Zeilen der Grupp entafel, nämlich 

5=1, 06, a®, 068, ß^ ßo^ j3o6®, ßa^ 

aS=cc^ cc\ «8, 1, )?a8, )3, )3a, ßo^ 

ßS=ß, ßcc, /3o 6®, )3a8, )3®, /3®a, ß^a^, 

von denen die letzte Zeüe in den beiden Fällen L, IL verschieden 

ausfallt. Bezeichnen wir die Elemente mit 1, 2, 3, . . . 8, so 
ergiebt sich für die beiden Fälle 

L « = (1, 2, 3, 4) (5, 8, 7, 6) 

ß = (1, 5) (2, 6) (3, 7) (4, 8) 
n. « = (1, 2, 3, 4) (5, 8, 7, 6) 

ß = (1, 5, 3, 7) (2, 6, 4, 8), 

und man weist sehr leicht nach (am einfachsten nach Bd. I, 
§, 160, 4.), dass hierfür die Bedingungen L, IL erfüllt sind. 

Die Gruppe IL führt den Namen der Quaternionengruppe. 
Sie ist es, die der von Hamilton geschaffenen Quatemionen- 
rechnung zu Grunde liegt. Im Quatemionencalcül nämlich wird 
mit acht Einheiten ±1, Ü? gerechnet, für die die folgen- 

den Gesetze der Multiphoation gelten: 

= ja = Ä® ' = — 1 

i j = Ä, j* = t, U=j, 

ji = — = %k = — j, 


( 6 ) 
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und diese sind nichts anderes, als die fiir die Gruppe IL gül- 
tigen Compositionsregeln, wenn dann cc = i, ß =j, aß = Je, 
a“ = — 1 gesetzt wirdi). 

Die Gruppentafel für die Quaternionengruppe lautet, wenn 
noch 

aß = = ys = ß 

gesetzt wird: 



1 

6 


a 

r' 

ß 

7-^ 

y 

1 

1 

6 

«-1 

a 


ß 
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1 
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§. 31 . 

Hamilto n’sche Gruppen. 

Die Quaternionengrappe Q enthält drei Theiler 4*«“ Grades, 
nämlich die drei OyMen ’ 

1 , tt, u\ «3 
1, ß, a», ßa^ 

1 , / 3 «, cfi, / 3«3 

mi einen Theüer 2*« Grades, 1, «*, und alle diese Theiler sind 
Normaltheiler. 

Die Gruppe L hat nur einen Theiler 4*“ Grades 


*) Die Mittheüüng toh W,B. Hamilton über die Quaternionen- 
rechnnng findet noh m „PhüoBophioal Magazine“ Bd. XXV, 1844. Spater 
irt der GegensfMd von Hamilton m zahlreichen Abhandlnngen und in 
Werken (Leotnreg on Quatemions, Dublin 1863, Elements 
of Q^ternionB, London 1866) behandelt worden, von denen das letztere 
von P, Glan ms Deutsche übersetzt ist <Leip 2 ig 1882). 
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1, a, oc*, «8 

und außserdem fünf Theiler 2*®“ Grades 

1 , « 2 ; 

von denen ater nur der erste ein Normaltheiler ist. 

1. Die Quaternionengruppe hat also die bemerkens- 
werthe Eigenschaft, dass alle ihre Theiler Normal- 
theiler sind. 

Diese selbe Eigenschaft haben alle Abel’schen Gruppen. 
Die Quaternionengruppe ist aber keine Ab ersehe. 

Solche Gruppen, die die Eigenschaft haben, dass alle ihre 
Theiler Nonnaltheiler sind, hat Dedekind Hamilton’sche 
Gruppen genannt^). 

Unter den Hamilton’schen Gruppen sind als Speoialfall 
die Abel’ sehen Gruppen enthalten. 

2. Die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass eine Gruppe JR eine Hamilton’sche 
sei, ist die, dass für je zwei Elemente a, b von B 
sich ein Exponent h so bestimmen lasst, dass 

1 ) ^ a-Ha = l^ 

ist. 

Denn betrachtet man die aus den Potenzen von 6 bestehende, 
n B enthaltene cyklische Gruppe J#, so muss, da B Normal- 
heiler von B sein soll, Ba = B sein, woraus die Gleichung 
l) folgt. 

Ist umgekehrt (1) für je zwei Elemente a, b aus B erfüllt, 
nd durchläuft b irgend eine in B enthaltene Gruppe J?, so ist 
-'^Ba hach (1) in B enthalten, und da beide Gruppen von 
leichem Grade sind, ist ar^Ba -= B. 

Dedekind giebt in der citirten Abhandlung folgende ein- 
,che Vorschrift für die Bildung aller nicht Ab el’schen Hamilton’- 
ihen Gruppen. 

3. Es sei Q die Quaternionengruppe und P eine 
Abel’sche Gruppe, deren Elemente mit den Ele- 
menten von Q vertausohbar sind. Die Gruppe 
P soll kein Element 4**^ Grades enthalten, sie 

Dedekind, Ueber Gruppen, deren B&mmtliohe Theiler Normal- 
iiler flindL MathematiBohe Annalen, Bd. ILYEH (1896). Bei genanerer 
cLmng des Begirffes rechnet Dedekind die Abel’ schon Gruppen nicht 
t zu. den Hamilton’Bohen. 

Weber, Algebra. XL 
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soll aber das einzige in Q enthaltene Element 
2*“ Grades enthalten. Dann ist FQ eine nicht 
Abel’scha Hamilton’sche Gruppe. 

Um dies nachznweisen, hat man nur zu zeigen, dass P Q 
eine Gruppe ist, und dass je zwei Elemente a, 1) dieser Gruppe 
die Relation (1) erfüllen. Das erstere ergiebt sich aber nach 
§. 4, ö. aus der in der Voraussetzung liegenden Beziehung PQ= QF. 

Um aber die Relation (1) nachzuweisen, bezeichnen wir mit 
0 , ß zwei Elemente von P, mit zwei Elemente von und 
setzen 

(2) a = «i, b = ßij. 

Dann ist wegen der vorausgesetzten Vertauschbarkeit 

= ßi~^r]^ 

und da Q eine Hamilton’sche Gruppe ist, so ist für irgend 
einen nach dem Modul 4 zu nehmenden Exponenten l 

(3) = 
folglich 

(4) a-Ha = ßrß. 

Ist nun 7j vom 2*“ Grade, so ist rß nach (3) auch vom 2«’“ Grodo 
und folghch == und (4) geht in (1) über. Ist aber i; vom 
4«® Grade, so ist A ungerade, und man kann h so bestimmen» 
dass 

' (ßnf = = ßrß 

wird. Man hat nur, wenn « den Grad von ß bedeutet, 

Ä = na; -|- 1 

zu setzen und x aus der Congruenz 


zu bejdmmen, wM immer möglich ist, da n nicht durch 4 theilbar 

r. Voraussetzung ein Element 

4 Grades in P enthalten wäre. 

Um em Beaspiel zu haben, nehme man eine Primzabl p von 

l Modul p 

Diwe^S ^ M ??i durchlaufen 

^bel-sche Gruppe 

äiten Hamilton’schen Ein- 


■nnd bilde die 


±1’ ±*. ±.;, ±Ä 

Ä(p — 1) Zahlen 
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(5) a, icc = ai, Jcc = aj, Tca = aZ:, 

die man nach den Hamilton’schen Regeln §. 30 (6) mit einander 
mnltiplicirt. Man erhält so eine Hamilton’sohe Gruppe vom 
Grade 4 p — 4. 

Dedekind hat in der erwähnten Abhandlung den schwie- 
rigeren Nachweis geführt, dass alle Hamilton’schen Gruppen 
die in 3. beschriebene Constitution haben. In Bezug auf 
diesen Beweis verweisen wir den Leser auf die Originalarbeit. 


§. 32. 

Die Classen oonjugirter Elemente einer Gruppe 
und die Commutatorgruppe. 

Frobenius hat in verschiedenen wichtigen Untersuchungen, 
auf die wir später zurdckkommen , von einer Eintheilung der 
Elemente einer endlichen Gruppe in Classen Gebrauch gemacht, 
die sich immer mehr als fundamental wichtig herausstelli Um 
diese Eintheilung klarzulegen, bezeichnen wir die Elemente einer 
beliebigen Gruppe P vom Grade mit den Buchstaben o, 6, c, - 
und verstehen unter a?, y Zeichen für veränderliche Elemente 
m P. Zwei Elemente aus P heissen conjugirt, wenn 

ein Element rr in P gefunden werden kann, das der Bedingung 

( 1 ) ar^c^x = ai 

genügt. Jedes Element ist hiernach mit sich selbst conjugirt, 
und wenn zwei Elemente mit einem dritten conjugirt siad, so 
sind sie auch unter einander conjugirt. Denn ist 

ar-i Os fl? = öl, ir^(hy = 

30 ist auch 

yx-^a^xy-^ = o*. 

Die Gleichung (1) wird, welm sie bei gegebenen a^, Oa über- 
laupt befriedigt werden kann, im Allgemeinen mehrere Lösungen 
c haben. Um die Beziehung dieser Lösungen zu einander zu 
inden, sei 

Oa = aroiar-i = y(hy^\ 

)arau5 folgt 

2 ) a^=x-^ya^y-^x, 

der, wenn wir 

9 * 


132 


Ftlnfter Absotnltt. 


§■ 82 . 


(3) = y = xb 
setzen, 

(4) Ol 6 = 5 öl, Ol & = Oj. 

Es muas also 6 ein mit Oi vertauachbares Element sein, 
und wenn diese Bedingung erfüllt ist, so folgt auch umgekehrt 
aus (3) die Relation (2)* 

Alle Elemente &, die mit einem festen Element ai ver- 
tanschbar sind, bilden aber, wie man aus (4) sofort übersieht, 
eine Gruppe B und wir erhalten also alle Lösungen von (1), 
wenn wir J in rr6, oder, was dasselbe ist, in Ja; die ganze Gruppe 
B durchlaufen lassen. Ist B vom Grade so ist ^ ein Theiler 
von n und 

(5) n = ^ £. 

Lassen wir nun x in die ganze Gruppe P durch- 
laufen, 80 bekommen wir jedes Element Oi, was dabei 

überhaupt entsteht, jLimal, und die Gesammtheit dieser mit ai 
conjugirten Elemente ist daher gleich e. 

Die Elemente 

jIL = Uj, Ö3, , t • ctg 

bilden eine Classe unter einander conjugirter Elemente 
und der Grad dieser Classe ist s, also immer eia Theiler von «. 

Die Gruppen JBi, JBa, . ■ • J?« der mit den Elementen der 
Classe A vertauaohbaren Elemente sind selbst nut einander con- 
jugirt; denn aus (1) und (4) folgt, wenn bai = Gib ist. 
xbr'^x^'^a^xbx-^ = 

und folglich ist 

jBfl = xBiX-“^. 

Nehmen wir ein nicht in Ä enthaltenes Element Oi', so 
können wir daraus auf dieselbe Weise eine Classe A' vom Grade 
e' bilden: 

A = 021 ^ J 

und A A* haben dann kein einziges Element mit einander gemein. 
So fahren wir fort, bis die ganze Gruppe P erschöpft ist, und 
kommen zu folgendem Satze* 

I. Die Elemente der Gruppe P lassen sich in 
Classen conjugirter Elemente eintheilen. Die 
Grade der Classen sind Theiler des Grades n 
von P. 
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Das Einheitselement bildet für sich allein eine Classe und 
daher ist unter den übrigen Classen keine, die eine Gruppe 
bildet Es kann aber noch andere Classen geben, die den Grad 1 
haben, die also aus einem einzigen Elemente bestehen. Ein solches 
Element e ist durch die Eigenschaft charakterisirt, dass es mit 
jedem Elemente aus P vertauschbar ist, oder dass für jedes 
Element x die Gleichung gilt: 

( 6 ) = 

Wir nennen ein solches Element, also insbesondere auch das 
Einheitaelement, ein isolirtes Element 

EL Die Gesammtheit JE der isolirten Elemente 
ö, e', e" . . . bildet eine in P enthaltene Abel’sche 
Gruppe. 

Denn sind e, ^ zwei isolirte Elemente, so folgt aus (6) 

= ee! 

und folglich ist auch ee' ein isolirtes Element; und wenn man 
X = e' setzt, so ergiebt sich aus (6) 

6 fi' = e' e. 

Eine Abel’sche Gruppe enthalt nur isolirte Elemente, und 
die Anzahl der Classen ist gleich dem Grade der Gruppe. 

Bei allen anderen Gruppen ist aber die Zahl der Classen 
kleiner als der Grad der Qrruppe. Für die Quatemionengruppe 
z. B. (§. 30) sind 1, s isolirte Elemente. 

a, a-S ß, ß-\ y, y-" 
bilden drei' Classen 2*®^ Grades. 

Sind a, b irgend zwei Elemente der Gruppe P, so ist durch 
de ein drittes Element c emdeutig durch die Gleichung 

7) ab = bac 

Destimmt, und dieses Element heisst nach Dedekind^) der 
lommutator von a und b. Bei der Vertauschung von a und 
> geht c m über. Wenn a und h vertauschbar sind, so ist 
' = 1 und bei einer AbeTschen Gruppe sind daher alle Com- 
autatoren = 1. 

Die in P enthaltenen Gommutatoren bilden unter sich im 
Jlgemeinen keine Gruppe; da aber alle Commutatoren und ihre 

Ueber Gruppen, deren Bämmtliolie Theder Nommltheiler Bind, 
[ath. Annalen, Bd. XLYIIL. 
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ZuaammenBetzTingen in P enthalten sind, so erzeugen die Com- 
mutatoren durch ihre wiederholte Composition eine in P ent- 
haltene Gruppe C, die die Commutatorgruppe von P genannt 
wird. Jedes Element Tc der Commutatorgruppe ist also dadurch 
definirt, dass es aus einer endlichen Anzahl von Commutatoren 
compomrt werden kann: 

( 8 ) h = 

Wir beweisen jetzt noch den Satz 

lEL Die Commutatorgruppe 0 ist ein Normaltheiler 
von P, und die reciproke Gruppe P/C ist eine 
Ahel’sche Gruppe. Ist Q ein Normaltheiler von 
P, so ist P/Q immer dann und nur dann eine 
Ahel’sche Gruppe, wenn Q durch G theilbar ist. 
Ist nämlich x irgend ein Element aus P, so ist nach (7) 
aix = iaxar^cx^ 

und wenn ax = xac^^ also der Commutator von a und x ist: 
abx = hxa Cior^cx. 

Demnach ist CiXr~'^cx t=z c% der Commutator von a und hx 
und folglich ist ar‘'^cx = in der Commutatorgruppe ent- 
halten. Dasselbe gilt dann auch nach (8) von dem Moment 

x^^Tcx = x^^cxx~^c^x arV'a; . . . 

Also ist 0 ein Normaltheüer von P. 

Sind nun a C und 6 C zwei Nebengruppen zu (7, so ist (§. 4) 

aGbO = alC=lacC=baC = bCaC, 

und folglich sind die Nebengruppen bei der Composition ver- 
tauschbar, dL h. P/O ist eine Abel’sche Gruppe. 

Wenn ein Normaltheiler Q von P die Gruppe C enthält, 
BO ist P/Q ein Theiler von P/C, und folghoh ist auch P/Q 
commutativ. 

Ist umgekehrt P/Q commutativ, so ist für irgend zwei 
Elemente a und b aus P 

abQ = baQ 

und folglich, wenn ab = iac ist, c in Q enthalten. 

Ans diesen Sätzen ergiebt sich noch, dass, wenn P einfach 
ist, C nothwendig die ganze Gruppe P erfüllt, während bei einer 
Abel’schen Gruppe, und nur bei dieser, 0 aus dem Emheits- 
elemente besteht 
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§. 33. 

Der erste Sylow’sche Satz. 

Frobenius bat die Claaseneintheilung der Elemente einer 
Gruppe zum Beweise eines Satzes benutzt, der für ein eingehen- 
deres Studium besonderer Gruppen von grossem Nutzen ist, der 
in beschränktem Umfange von Cauchy herrührt, allgemein aber 
von Sylow bewiesen ist Er lässt sich einfach so aussprechen i): 
IV. Ist P eine Gruppe von irgend welchen Elementen 
vom Grade «, und ^ eine in » aufgehende 
Primzahlpotenz, so hat die Gruppe P einen 
Theiler vom Grade p*. 

Cauchy hat diesen Satz für x = 1 bewiesen. Für den 
Fall, dass n eine Primzahl ist, ist er evident; für w = 4 und 
n = 6 kann man ihn aus der Zusammenstellung §. 29 leicht 
ablesen, so dass er also für die Fälle n = 2, 3, 4, 5, 6, 7 als 
erwiesen betrachtet werden kann. Auf Grund dieser Wahr- 
nehmung lässt sich die vollständige Induction anwenden, und wir 
setzen also voraus, der Satz sei bewiesen für Gruppen, deren 
Grad niedriger ist als n. 

Beim Beweise setzen wir die Classeneintheilung des vorigen 
Paragraphen voraus. Die Gruppe E der isolirten Elemente sei 
vom Grade v und vom Index j. Es seien ferner die Classen 

-4, A!\ . . ., die mehr als ein Element enthalten, von den 

Graden fi, so dass diese Zahlen alle grosser als 1 sind, 

und da sie nach §. 32 (5) Theiler von n sind, so ist 

(1) n = Vj = = /i' 6* = = . . ., 

und da alle Elemente entweder in E oder in einer der Classen 

Ä, A!\ . , . Vorkommen, 

(2) « = a; e" . 

Auf Grund dieser Formeln lässt sich nun der Sylow’sche 
Satz durch vollständige Induction beweisen, wobei zwei Fälle zu 
unterscheiden sind: 

Oanohy, Exero. d^analyse, tom. TU. Sylow, Mathem. Annalen, 
Bd. V. FrobeniuB, Jonrn. für Mathematik, Bd 0. Sitzxingabenoht der 
Berliner Akademie, 21. Febr. 1895. Netto, Mathem. Annalen, Bd. XIH. 
Substitntionentheone §, 48, 
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1) Der Grad v von E ist durch p theilbar. In diesem 
Falle giebt es, weil E eine Abersche Gruppe ist, nach §. 11, 2. 
ein Element e m E vom Grade und die cyklische Gruppe 

Q-rades 

1, e, fis, . . 

die wir mit Q bezeichnen, ist ein Normaltheiler von P, weil ja 
für ein Element e von E immer ex = e sein sollte. Die 
complementäre Gruppe za P/Q ist vom Grade n:p, und ihr 
Grad ist also kleiner als n und durch theilbar. Nach 

unserer Voraussetzung giebt es also einen Theiler von P/Q vom 
Grade und folglich giebt es nach §. 8, 2. einen Theiler 

von P vom Grade p^, 

2) Der Grad v von E ist nicht durch p theilbar. Da 
n durch p theilbar ist, so können in diesem Falle nach (2) nicht 
alle Zahlen £, e', ß'', . . ., die alle grösser als 1 sind, durch p 
theilbar sein. Wenn nun s nicht durch p theilbar ist, so ist ft 
durch p* theilbar. Bezeichnen wir also wie im §. 32 mit B die 
Gruppe der Elemente, die mit einem der Elemente von Ä ver- 
tauschbar sind, BO ist P vom Grade ft, und ft ist kleiner als n 
und durch p^ theilbar. 

Hiermit ist der Satz L bewiesen. 

Zu diesem Satze kommen aber noch wesentliche Ergänzungen. 


§. 34. 

Der zweite Sylow’sohe Satz, 

Es sei nun wieder P eine Gruppe vom Grade n und jp* die 
höchste Potenz der Primzahl jp, die in w aufgeht; Q sei ein 
Theiler von P vom Grade p^^ der nach dem Satze IV., §.33 
existirt. 

Alle Elemente c von P, die der Bedingung genügen: 

(1) Qc = ö, 

unter denen ge-wiss alle Elemente von Q selber enthalten sind, 
loilden zusammen eine Gruppe; denn aus 


Qc = cQ, Qd — dq 

folgt, d£^ auch Qcd = cd Q ist Diese Elemente c können wir 
die mit der Gruppe Q vertausohbaren Elemente von P 
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nennen. Bezeichnen wir die Gruppe der c mit so iat It ein 
Theiler von P, und Q ein Theiler von 2J, und zwar ein Normal- 
theUer, In besonderen Fallen kann B sowohl mit Q als mit P 
identisch sein. Ist aber b irgend ein nicht in R enthaltenes 
Element von P, so giebt es unter den Elementen der Gruppe 
b~^Qb gewiss wenigstens eines, das nicht in Q enthalten ist. 

Bezeichnen wir mit r den Index (P, Q)^ mit j den Index 
(P, P), so ist 

( 2 ) n = 

und r und j sind durch p nicht theilbar. 

Der Satz, den wir zu beweisen haben, lautet: 

V. Der Index j von P ist von der Form ßÄ + 1, 
worin h irgend eine ganze Zahl ist [j = l (mod^)]; 
es giebt j und nicht mehr verschiedene Theiler 
von P vom Grade die alle mit einander con- 
jugirt sind. Jeder Theiler von P, dessen Grad 
eine Potenz von p ist, ist in einer dieser con- 
jugirten Gruppen enthalten. 

Ist c ein Element aus P vom Grade y, und s der kleinste 
positive Exponent, für den in Q enthalten iat, so muss jeder 
andere Exponent für den c* zu ^ gehört, durch 8 theilbar 
sein. Denn setzen wir ^ = ms-f-Si, worin Sj < s ist, so ist 
in Q enthalten, und Si muss also = 0 sein. Demnach ist s ein 
Theüer von y. Nun bilden aber die Elemente 

Q + cQ-{-c^Q-\ [- Q 

wegen (1) eine in P enthaltene Gruppe, und zwar vom Grade 
und da also p^s ein Theiler von n sein muss, so folgt, dass s 
nicht durch p theilbar sein kann. Wäre nun der Grad y von 
c eine Potenz von p, so musste auch 3 eine Potenz von p sein, 
was hiernach nicht möglich ist. 

Es kann also der Grad von c gewiss nicht eine Potenz von 
p sein, d. h, ausser den Elementen Q giebt es in P keine 
Elemente, deren Grad eine Potenz von p ist. 

Bedeutet nun b em Element von P, das nicht zu P gehört, 
so giebt es nach der Definition von P in der Gruppe 

qf = b-^Qb 

mindestens ein Element, das nicht in Q vorkommt, und der Grad 
dieses Elementes muss eine Potenz von p sein, weil der Grad 
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von Q und folglich auch von Q' gleich also eine Potenz von p 
ist Dies Element kann also nicht in B Vorkommen, und Q* ist 
daher kein Theiler von B. 

Wählen wir die Elemente öi, 09 ,..., Oj^i aus P so aus, 
dass wir 

(3) P = B -|- Bdi Büj • * • — f- Bcij—i 

setzen können, so sind also die j — 1 Gruppen 

<^2iQ<h-u 

die alle Tom Grade p* sind, von Q verschieden. Sie sind aber 
auch von einander verschieden; denn wäre z. B. 

so würde folgen; 

= Ql 

d h. = c wäre in B enthalten, also a, = ca^ in Pai, 

was wegen (3) nicht möglich ist Wir haben also gewiss j ver- 
schiedene oonjugirte Gruppen p^^ Grades: 

(^) ^ • -5 Q^—i^ 

Ist ö' = a-^Qa eine von ihnen, so enthält B' = a^'^Ba 
den Theiler Q\ aber ausser diesem kein Element, dessen Grad 
eine Potenz von p ist. B! ist der Inbegriff aller mit ver- 

tauschbaren Elemente von P, und da von Q verschieden ist, 
so ist P' nicht durch Q theilbar. 

Wir wenden nun weiter den Satz §. 7 , ( 5 ) an, indem wir 
unter P, P, Q die Gruppen verstehen, die hier mit denselben 
Buchstaben bezeichnet sind. Da hier Q ein Theiler von P ist, 
so ist (ö, Qq) = 1 . Von den conjugirten Gruppen a-^Pa ist 
aber keine ausser P durch Q theilbar, und also sind die übrigen 
IndiMB (Q, öl), (Ö, öa), ... alle grösser als 1 . Sie sind aber, 
da sie Theiler des Grades von Q sein müssen, Potenzen von p 
und aus der Gleichung 

3 = (<2, <2o) + (<2, <3i) + (tt ö,) + • • • 

, folgt also j = \ (mod p). 

Ist aber 8 irgend ein Divisor von P, dessen Grad eine 
Potenz von jp ist, so wenden wir wieder die Zerlegung von j nach 
dem Theorem §. 7, (ö) an, indem wir für die dort vorkommen- 
den Gruppen P, P, ö die Gruppen P, P, S setzen. Dann ist 
wieder 


3 = { 3 , 80 ) + (Ä, 8 ,) -f (S, S9) + ^ • •, 
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worin jetzt jSq, Sj, . . . die Durchschnitte von S mit JB und 
seinen conjugirten bedeuten, so dass (S, So)i • * • 

Potenzen von p sini Da aber j = 1 (mod p) ist, so muss minde- 
stens eine von den Zahlen (S, Sq)^ (S, Si), (jS, Sj), • • • = 1 
sein, d. h. eine der Gruppen und folglich auch eine 

der Gruppen (4) ist durch 8 theilbar. Ist S vom Grade p*, so 
ist es mit einer der Gruppen (4) identisch. 

Damit ist also das Theorem IL vollständig bewiesen. 


§. 35. 

Gruppen vom Grade p®. 

Sylow hat aus seinen Sätzen eine merkwürdige Eigenschaft 
der Gruppen abgeleitet, deren Grad p“ eine Potenz einer Prim- 
zahl p ist Es sei also P eine solche Gruppe und ß eine positive 
Zahl kleiner als oc. Dann enthält nach dem Satze IV., §. 33 die 
Gruppe P einen Theüer Q vom Grade pß^ dessen Index 
ist Wir wenden den Satz §. 7, (6) an, indem wir für B und Q 
diese Gruppe Q vom Grade pß setzen, dann sind (^, ^o)j (Ö? Qi)i 
( ft ft)j • • . die Indices von Q und den noit Q conjugirten Thei- 
lem von P in Bezug auf Q, Dann ist (Q, Qq) = 1 und 

p^-ß = (Q, Qq) (ft ft) + (ft ft) • • • 

Die Summanden können hier als Theiler des Grades von 
Q nur Potenzen von p sein, und da (^, ft) = 1 ist, so folgt, 
dass mindestens p dieser SnTumauden = 1 sein müssen, da sonst 
ihre Summe nicht durch p theilbar sein könnte. Das heisst 
aber nichts Anderes, als dass wenigstens p — 1 der conjugirten 
Gruppen Zr-i ^5, wo 6 nicht in Q enthalten ist, durch Q theilbar 
und also gleich Q sein müssen. Wenn aber 

J-i Qb= Q 

ist, so ist auch für jeden Exponenten s 

b-^Qb*= ft 

Ist b^ die niedrigste Potenz von &, die in ^ enthalten ist, 
so muss, da der Grad von b eine Potenz von p ist, auch r eine 
Potenz von p sein, und 


b^ = c 
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ist ein Element von P, das selbst nicht in Q verkommt , dessen 
Potenz aber in Q enthalten ist, und das zugleich der Be- 
dingung 

Q 

genügt Daraus folgt, dass die Elemente 

R=Q+ + + 

eine Gruppe vom Grade bilden, von der Q ein Normal- 
theiler ist Wir haben also den Satz; 

VL Ist F eine Gruppe vom Grade p“ und Q ein 
Theiler von P vom Grade p/* (jS < a), so giebt 
es einen Theiler P von P vom Grade von 

dem Q Normaltheiler ist 

Nimmt man in diesem Satze ß = a — 1 an, so fällt R mit 
P zusammen, und es ergiebt sich, dass Q ein Normaltheiler von 
P ist Wendet man denselben Satz auf die Gruppe an u. s. f., 
so erhalt man: 

VH Jede Gruppe, deren Grad eine Primzahlpotenz 
ist, ist metaeyklisoh (§. 10). 

§. 36. 

Satz von Frobenius. 

Frobenius hat einen Satz aufgeatellt, der als ein Gegen- 
stück zum Satze VIL betrachtet werden kann, der sich so aus- 
sprechen lässt 1): 

VHL Jede “Gruppe, deren Grad ein Product von lauter 
verschiedenen Primzahlen ist, ist metaeyklisoh. 
Wir setzen also voraus, dass der Grad n einer Gruppe P 
durch keine Quadratzahl theilbar seL lat t der grösste 
Primtheiler von w, so giebt es nach dem Cauohy-Sylow’schen 
Satze (§. 33) einen Theiler T vom Grade t von'P, der, weil t eine 
Primzahl ist, eine oyklisohe Gruppe ist, also aus den Elementen 
r = 1, a, a» . . . 

besteht Wenn aich nun nachweisen liesse, dass unter den ge- 
machten Voraussetzungen T ein Normaltheiler von P ist, so 
könnte man diöselbe Sohlussweise auf die Gruppe P/P, dereii 

Frobenius, Siteungsbenohte der BerL Aiademie, 4. Mai 1898, 
21. Febr., 8t OoL, 21. Nov. '1895. 
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Grad n : t ist, anweDden, und würde, wenn ti die zweitgrösste 
in n aufgehende Primzahl ist, auf einen Normaltheiler N der 
Gruppe F/T vom Grade schliessen. Daraus würde dann aber 
folgen (§. 8, 2.), dass F einen Normaltheiler vom Grade tty 
hat, von dem T selbst wieder Normaltheiler ist Indem man in 
gleicher Weise die Gruppe F/T^ betrachtet u. s. f., ergiebt sich 
eine OorapositionBreihe von P: 

■Pi Pfc— ij • . Pi, P, 1, 

in der die Indexreihe aus den der Grösse nach aufsteigend ge- 
ordneten Primfactoren von n besteht, und P ergiebt sich als 
metacyklisch. Alles kommt also darauf an, nachzuweisen, dass 
P ein Normaltheiler von P ist 

Dieser Satz ist leichter zu beweisen, wenn man ihn als 
spedellen Fall eines aUgememeren betrachtet, als wenn man ihn 
direct angreift j Dieser allgemeinere Satz lautet unter den über 
P und w gemachten Voraussetzungen: 

a) Ist n = iJLv in zwei Factoren zerlegt und ist 
jeder Primtheiler von v grösser als jeder Prim- 
theiler von /a, so giebt es v und nicht mehr Ele- 
mente in P, deren Grad in v aufgeht 
Wenden wir diesen Satz auf v = i an, so folgt, dass es 
ausser P keine Elemente m P geben kann, deren Grad = t ist. 
Wenn aber o irgend ein Element von P ist, so ist die mit P 
conjugirte Gruppe gleichfalls vom Grade und muss 

also mit P identisch sein. Damit ist dann bewiesen, dass P ein 
Normaltheiler von P ist 

Der Satz a) ist offenbar richtig, wenn ^ = 1, v = n ist. 
Man kann daher zu seinem allgemeinen Beweise die vollständige 
Induction anwenden. Wir setzen also als bewiesen voraus: 

a') Ist /Lt'v' durch kein Quadrat theilbar, jeder Prim- 
theiler von v' grösser als jeder Primtheiler 
von und die Anzahl der Primtheiler von 
kleiner als die Anzahl der Primtheiler von ft, 
so giebt es in jeder Gruppe vom Grade 
genau Elemente, deren Grad ein Theiler von 
i/ ist 

Um daraus den Beweis des Satzes «) abzuleiten, bezeichnen 
wir mit p den grössten Primtheiler von (i und mit Q eins in P 
enthaltene Gruppe vom Grade p, deren Existenz nach dem 
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Canchy-Sylow’schen Theorem feststeht. Dann sind alle Pnm- 
factoren Ton v grösser als p. Wie in §. 34 bezeichnen wir mit 
J? die (durch Q theilhare) Gruppe, die aus allen der Bedingung 

c-^Qc= Q 

genügenden Elementen c von P besteht, deren Grad durch p 
theilbar ist und daher (wie oben) mit pr bezeichnet werden kann; 
j bedeutet, wie früher, den Index (P, P). Wir setzen r = firj, 
und verstehen unter fi den grössten gemeinschaftlichen Theiler 
von ft und r, so dass der grösste gemeinschaftliche Theiler 
von V und r ist. Es ist dann 

n = iLv = rjpfij. 

Nach der Hypothese cd) enthält nun P genau pv Elemente, 
deren Grad ein Theiler von pv ist; es möge mit U die Gesammt- 
heit dieser Elemente bezeichnet sem. Die Gruppe B enthält 
aber, gleichfalls nach «0, genau pr^ Elemente, deren Grad ein 
Theiler von pra, also ein Theiler von pv ist. Dieses System 
wollen wir mit V bezeichnen. Offenbar sind aUe Elemente von V 
zugleich in ü enthalten. 

Wenn vrir nun noch beweisen können, dass esiu Z7genau 
(p — l)v Elemente giebt, deren Grad durch p theilbar ist, 
so sind wir am Ziele; denn dann folgt, dass es unter den Ele- 
menten U und also auch unter den Elementen von P genau 

pv (p — 1) V = V 

giebt, deren Grad ein Theiler von v ist 
Dies ergiebt sich aber aus Folgendem: 
ß) Ist V ein Element aus F, so gehören alle Ele- 
mente vQ (deren Anzahlp beträgt) zu F. Es 
giebt darunter p — 1, deren Grad durch p theil- 
bar ist, und eines, dessen Grad nicht durch p 
theilbar ist In V giebt es (p — l)fj Elemente, 
deren Grad durch p theilbar ist, und r* Elemente, 
deren Grad nicht durch p theilbar ist 
Denn ist a em von 1 verschieden es Element von Q, so ist, 
da u zu P gehört, also v~‘^av in Q enthalten ist, und da Q 
aus den Potenzen von a besteht, 

( 1 ) v-^av = a^. 

Durch wiederholte Anwendung ergiebt sich daraus für jeden 
Exponenten h 

( 2 ) 
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Nehmen wir far h den Grad des Elementes v, der nach 
der Voraussetzung ein Theiler von pv ist, setzen also = 1, 
BO folgt 

(3) a = = 1 (mod jp). 

In Ä gehen aber keine anderen Primfactoren auf als solche, 
die gleich oder grösser als p sind , und also ist jp — 1 relativ 
prim zu A, und man kann der Congruenz 

(4) xh = l (mod p — 1) 

genügen; demnach ergiebt sich aus dem Fermat’schen Lehrsätze: 

(5) = s = 1 (mod jp), 
also nach (1): 

( 6 ) av = va^ 

d. h a und v sind vertauschbar. Daraus folgt für jeden Expo- 
nenten l 

(7) (ua)^ = u^a^. 

Ist, wie vorhin, h der Grad von u, und setzen wir, wenn A 
■durch p theilbar ist, ^ = A, und wenn A nicht durch p theilbar 
ist, A = Äjp, so folgt aus (7) (vaY = 1, i h. der Grad von va 
ist ein Theiler von A oder von Ap, also jedenfalls ein Theiler 
von jpv, i h, va und folghch auch vQ ist in V enthalten. 

Ersetzen wir nun in (7) a durch a® und lassen x die Eeihe 
der Zahlen 0, 1, . . p — 1 durchlaufen, so durchläuft a® die 
Gruppe Q und va® das System vQ^ und es ist für jedes X 

(8) (va®)^ = v^a®^. 

Wenn nun der Grad A von v nicht durch p theilbar ist, 
so ist 

(v a®)'‘ = a®^ 

also nur dann = 1, wenn x = 0 ist; dagegen ist 

(va^y^= 1, 

d. h. der Grad von va® ist, wenn x nicht =0 ist, ein Theiler 
von pA, aber nicht von A, also durch p theübar; dagegen ist er 
= A, wenn a? = 0 ist 

Ist aber der Grad A von v durch p theilbar, so ist er von 
der Form pg^ und g ist durch p nicht theilbar, weil p nur ein- 
fach in n, also auch in A aufgeht Es ist also v^ ein Element 
aus Jl vom Grade p, und muss also nach §. 34 in ^ enthalten 
sein. Setzen wir also hiernach 

vo = av, 
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BO mrd 

(ya^y = oy+ff®, 

und dieB ist dann und nur dann = 1, wenn y gx = () (mod p) 
wird, waB nur für einen Werth, von x eintritt. Für diesen 
Werth von x ist der Grad von va* ein Theiler von für die 
anderen Werthe von x ist er Theiler von pg^ aber nicht von g, 
also durch p theilbar. Damit sind die beiden ersten Behaup- 
tungen des Satzes ß) erwiesen. 

Um auch den letzten Theil einzusehen, bemerke man, dass, 
wenn zwei Elemente aus Y bedeuten , die Systeme 

v^Q entweder ganz identisch smd, oder kein einziges gemein- 
schaftliches Element haben. Daraus folgt, dass man V in der 
Weise darstellen kann: 

V=ViQ-]-ViQ-] 1- Vr^Q 

(obwohl V im Allgemeinen keine Gruppe ist), und in jedem 
dieser Theilsysteme v Q giebt es p — 1 Elemente, deren Grad 
durch p theilbar ist, und ein Element, dessen Grad nicht durch 
p theilbar ist 

Nach dem Satze V., §. 34 giebt es j und nicht mehr von 
einander verschiedene oonjugirte Gruppen Q, Q\ Q'\ . . ., 
in P, und j von einander verschiedene conjugirte Gruppen 
P, Ii\ 

Es lässt sich hiernach der Satz beweisen: 

y) Jedes Element von P, dessen Grad durch p 
theilbar ist, kommt in einer und nur in einer 
der Gruppen P, P', P", . . ., PCi-D vor. 

Die Gruppen Q, Q\ . sind, da ihr Grad eine Prim- 

zahl ist, cyklisch, und je zwei enthalten, weil sie von emander 
verschieden smd, ausser dem Einheitselemente kein gemeinsames 
Element Es sei 

g = 1, a, a\ • . av-\ 

Die Gruppe P, die aus allen der Bedingung 
c-'^Qc= Q 

genügenden Elementen besteht, enthält ausser den Potenzen von 
a kein Element vom Grade und Entsprechendes gilt für die 
anderen Gruppen P', P" . . . 

Ißt nun 6 ein Element von P, dessen Grad durch p theilbar 
ist und gleich ps sein mag, so dass s nicht durch p theübar ist, 
so ist 6* ein Element, dessen Grad p ist, und das also in einer 
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und nur in einer der oyklischen Gruppen Q , Q', • vor- 

kommi Ist aber a ein Element von Q, so ist 

i-^ai = a, 

d. h. 6 kommt in der Gruppe J2 vor, und kann in keiner der 
anderen Gruppen, z. B. in JR', Vorkommen, weil sonst J* auch in 
Q' vorkäme, was nicht möglich ist, da Q und nur das Ein- 
heitselement gemein haben. Damit ist y) bewiesen. 

5) In U giebt es genau — 1) Elemente, deren 
Grad durchp theilbar ist 

Unter U haben wir die Gesammtheit der Elemente von P 
verstanden, deren Grad ein Theiler von pv ist Nun giebt es 
nach ß) in jR genau r^Cp — 1) Elemente aus ?7, deren Grad 
durch p theilbar ist, und da jede der J Gruppen JB, P', P" . . . 
an Stelle von P treten kann, so folgt d) aus y). Um also noch 
zu zeigen, worauf nach dem Obigen alles ankommt, dass in ü 
genau (p — l)v Elemente verkommen, deren Grad durch p theil- 
bar ist, ist also nur noch die Formel 

fi) v=jra 

zu beweisen. Diese ergiebt sich aus folgender Ueberlegung. Nach 
«') ist die Anzahl der Elemente U gleich pv. Unter diesen Ele- 
menten JJ ist aber gewiss eines, das Einheitselement, dessen 
Grad nicht durch p theilbar ist, und folglich ist nach d) 
jfi (p — 1) <pv. 

Andererseits ist n = prir^j^ und da v relativ prim 

za pfi ist, so ist jr^ durch v theilbar. Also ist jr^ :v eine 
ganze positive Zahl, die kleiner als p : p — 1 und folglich auch 
kleiner als 2 ist, und die daher nur gleich 1 sein kann. Da- 
durch ist fi) bewiesen und zugleich das ganze Theorem. 

§. 37. 

Gruppen vom Grade'p“g. 

Frobenius hat in der erwähnten Abhandlung den Satz 
ausgesprochen : 

IX. Jede Gruppe vom Grade p“g ist, wenn p und g 
von einander verschiedene Primzahlen eind 
und a einen beliebigen positiven Exponenten 
bedeutet, metacyklisch. 

Weber, Algebra. XL 
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Der folgende Beweis dieses Satzes entstanunt einer bnef- 
lichen Mittheilung von Frohen ins an den Verfasser i). 

Zunächst ist klar, dass es genügt, zu beweisen, dass keine 
Gruppe P vom Grade einfach ist Unser Satz ist nämlich 
bewiesen fnr a = 1. Nehmen wir ihn also für jeden Exponenten 
von p, der kleiner ist als a, schon als bewiesen an, und setzen 
voraus, dass P einen echten Normaltheiler Q habe, der mehr 
als das Einheitselement umfasst, so sind die beiden Gruppen 
Q, FJQ nach der Voraussetzung oder nach dem Satze VII. (§.36) 
metacyklisch, und also ist auch P metacyklisoh. 

"Wir nehmen also jetzt an, es sei die Gruppe P vom Grade 
einfach, und wir haben aus dieser Annahme einen Wider- 
spruch abzuleiten, um ihre Unmöglichkeit nachzuweisen. 

a) Zunächst haben wir nach dem Satze IV, §. 33 einen Theiler 
von P vom Grade q. Wir woUen annehmen, es gebe einen 
Theiler von P vom Grade wobei ß <oc vorausgesetzt ist, 
und es sei ß so gross als möglich angenommen. Dann ist wegen 
der vorausgesetzten Einfachheit der Gruppe P der Satz §. 6, 2. 
anwendbar, wonach P isomorph ist mit einer Permutationsgruppe 
von Ziffern. Unter den Permutationen dieser Gruppe giebt 
es auch solche, deren Grad durch q theilbar ist, und die also, 
m ihre Gyklen zerlegt, einen Cyklus von q Ziffern enthalten 
müssen, und daraus folgt: 

(1) p<‘-? > q. 

ß) Es sei nun zweitens Q ein Theiler von P vom Grade p“ 
und Index q. Da nach der Voraussetzung P einfach ist, so kann 
die in §. 34 mit B bezeichnete Gruppe, die aus den mit Q ver- 
tauBchbaren Elementen von P besteht, nicht mit P identisch 
sein, da sonst Q ein Nonnaltheüer von P wäre, was doch, da P 
als einfache Gruppe vorausgesetzt ist, unmöglich ist. Da aber Q 
eia Theiler von B ist, und der Index (P, Q) eine Primzahl, 
so muss B = Q sein. Nach V,, §. 34 gieht es also q und nicht 
mehr von einander verschiedene conjugirte Gruppen 

<3, Q\ Ö", . . . 0^-^. 

die alle vom Grade p“ sind. Unter diesen Gruppen nehmen wir 
zwei, etwa Q\ die einen grössten gemeinschaMichen Theiler T 

Seitdem publioirt and verallgemeinert in dem Sitzungebenchte der 
Berliner Akademie vom 21. Febr. 1005. 
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vom Grade jpy haben , und wir nehmen diese beiden Gruppen so 
gewählt an, dass y so gross als möglich wird. Es ist dann 
0 ^ y < «. Wenden wir nun auf die Gruppe P das Theorem 
§.7, (5) an, indem wir für die beiden Gruppen B jenes 
Theorems die Gruppe Q setzen, so ist öo = Qu ft? • • » 

sind die Durchschnitte von Q mit 

Es ist also (ft ft) = 1 und die Indices (ft ft), (ft öa)? • • • 
sind Potenzen von p, deren Exponent mindestens = « — y ist. 
Wir haben daher 

2 = (ft ft) + (ft ft) + (ft ft) + • • ■ =1 (mod^®“^), 

also 

( 2 ) 2 > 

und folglich wegen (1): 

(3) y > A y > 0. 

y) Ist nun also T der Durchschnitt von Q und Q' vom 
Grade y, so können wir nach §. 36, VL einen Theiler B von Q vom 
Grade bestimmen, von dem T ein Normaltheiler ist, und B 
ist dann in keiner der Gruppen ft, ft', . . enthalten, weü 

angenommen war, dass Q mit keiner dieser Gruppen einen Theiler 
gemem hat, dessen Grad grösser als ist. Ebenso können wir 
emen Theiler B' von vom Grade py+^ finden, von dem T 
Normaltheiler ist, und der in keiner der Gruppen ft, ft", . ., ftö“"^> 
enthalten ist. Nun ist sowohl B als B' in P enthalten. Wir 
betrachten die kleinste Gruppe S, die B und JZ' zugleich ent- 
hält, die jedenfalls m P enthalten ist (das kleinste gemeinschaft- 
liche Vielfache von B und JZ'). Der Grad dieser Gruppe jS kann 
nicht eine Potenz von p sein, da sonst nach dem Satze V, §. 34 
S und mithin B und B* in einer der Gruppen ft, ft, . . ^ ftoz-i) 
enthalten sein müssten. Es ist aber B nur in ft, JZ' nur in Q* 
enthalten; also ist diese Annahme unzulässig. Der Grad von 8 
muss also von der Form p^q sein. 

Es kann aber X nicht kleiner als a sein; denn es ist, da 
eine Gruppe vom Grade in S enthalten ist, nämlich 2Z, 

(4) ^ ^ y + 1 > 1^. 

Nach der in a) gemachten Voraussetzung ist aber in P kein 
Theiler vom Grade enthalten, in dem X zugleich grösser als 
ß und kleiuer als « ist Nach (4) ist also nothwendig A = a, 
d, h jS ist mit P identisch. 


10 * 
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Nun ist T ein Nonnaltheiler von B und JB'. Fassen wir 
also alle Elemente c von P, die der Bedingung 

c-i Tc=T 

genügen, zu einer Gruppe zusammen, so enthält diese Gruppe 
sowohl P als P', und ist also die ganze Gruppe P. Es ist also 
T auch Normaltheiler von P. Da nach (3) y grösser als Null 
ist, so ist der Grad von T grösser als 1, und wir stossen auf 
einen Widerspruch mit der Annahme, dass P einfach sei i). 

§. 38. 

Einfache Gruppen. 

Die Sätze, die wir in den vorhergehenden Paragraphen kennen 
gelernt haben, gestatten ziemlich weitgehende Schlüsse über die 
Natur der Gruppen. Sie zeigen, dass wenigstens bei den niedri- 
geren Gradzahlen die metacykHschen (und oyklisohen) Gruppen 
entschieden überwiegen. Um so höheres Interesse beanspruchen 
die wenigen darunter enthaltenen nicht metacyklisohen und be- 
sonders die einfachen nicht oyklisohen Gruppen. 

Es ist bis jetzt nicht gelungen, die Gradzahlen der einfachen 
Gruppen in einem bestimmten Gesetze zusammenzufassen, und 
man hat sich begnügt, einerseita mit Hülfe der oben entwickelten 
Sätze, andererseits durch besondere Methoden alle einfachen 
Gruppen bis zu gewissen Grenzen der Gradzahlen zu ermitteb. 
Holder hat diese Dntersuchungen für die Gradzahlen bis 200 
und Oole für die Gradzahlen bis 500 durchgefiihrt Von eb- 
fachen nicht cyklischen Gruppen haben sich dabei nur die auch 
schon aus anderen Untersuchungen bekannten von den Graden 
60, 168, 360 ergeben. Es ist noch ebe einfache Gruppe vom 
Grade 660 bekannt, und ferner haben Cole und Moore noch 
auf eme einfache Gruppe vom Grade 504 aufmerksam ge- 
macht*). Diese Untersuchungen werden mit dem Wachsen der 
Gradzahlen sehr mühsam. Wb wollen uns hier auf die Betrach- 
tung der Gradzahlen des ersten Hunderts beschränken. 

Hier erweist sich nach den drei allgemeben Sätzen von 
Sy low und Frobenius die Mehrzahl der Gruppen als meta- 
oyklisch, und es bleiben nur die Gradzahlen 36, 60, 72, 84, 90, 100 

In einer neueren Abhandlung (Lionville's Joum., 6. e&r , BdL IV, 1898) 
hat 0. Jordan bewießen, dasB es keine einfachen (Gruppen giebt, deren Grad die 
hat — ■) Holder, Mathem. Annalen, Bd. 40. Oole, American 
Jonmal, VoL 14, — «) Bulletin of the New York Tnathem. Booiety,'Oot 1899. 
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Übrig. Dass aber eme Gruppe 36*^ Grades nicht einfach sein 
kann, ergiebt sich nach dem Sylow’schen Satze. Denn eine 
solche Gruppe müsste einen Theiler 9*®^ Grades haben und müsste 
also nach §.6,2. durch die Pennutationen von vier Ziffern dai'- 
stellbar sein. Das ist aber unmöglich, weil es nur 24 Pennuta- 
tionen von vier Ziffern giebt. Eine Gruppe vom Grade 72 = 8.9 
muss nach §. 34, V., da 8 nicht = 1 (mod 3) ist, einen Theiler Ji 
vom Grade 18 enthalten, und wäre also, wenn sie einfach ^viire, 
ebenfalls durch die Permutationen von vier Ziffern darstellbar, 
was noch weniger möglich ist. Dass einfache Gruppen von den 
Graden 84 und 100 nicht existiren können, ergiebt sich gleich" 
falls sofort aus den Sylow’ sehen Sätzen, da, wenn wir die 
Gruppen 7*®^ oder 25“*®“ Grades aussondem, kein Theiler j von 
84 oder 100 übrig bleibt, der nach dem Modul 7 oder 5 mit 1 
congruent ist. Dass alle diese Gradzahlen nur metacykhachen 
Gruppen angehören können, folgt dann nach §. 8, 2. ohne Weiteres 
daraus, dass die Gruppen, deren Grade echte Theiler dieser 
Zahlen sind, schon als metacyklisch erwiesen sind. 

Es bleibt nur noch die Untersuchung der Zahlen 60 und 90 
übrig. Dass eine einfache Gruppe vom 60“*®“ Grade existirt, 
wissen wir schon; nämhch die altemirendo Gruppe der Permu- 
tationen von fünf Buchstaben (Bd. I, §. 185). Es ist aber noch 
fraglich, ob dies die einzige ist. 

Eine einfache Gruppe P vom Grade 60 enthält nach §. 33, IV. 
als Theiler eine Gruppe 5*®“ Grades und eine Gruppe 3*®“ Grades. 
Nimmt man in dem zweiten Sylow’schen Satze (§. 84) für Q 
die Gruppe 5*®“ Grades, so muss P vom 10*®“ Grade sein, weil 
der Index von R congruent mit 1 nach dem Modul 5 ist, also nur 
= 6 sein kann. Also kann die Gruppe P vom 60“*®“ Grade 
nach §.6, 2. als transitive Permutationsgruppe von sechs Ziffern 
dargestellt werden; sie kann aber keine cyklische Permutation 
von nur drei Ziffern enthalten, weil sie als emfache Gruppe 
(nach Bd. I, §. 165, 2.) primitiv sein muss, und daher, wenn sie 
einen dreigliedngen Cyklus enthielte, nach Bd. I, §. 160, 10. die 
ganze altemirende Gruppe 360“*®“ Grades enthalten müsste. Wir 
können also eine der Permutationen 3*®“ Grades in der Form 
annehmen: 

a = (1, 2, 3) (4, 6, 6). 

Hierzu wollen wir eine Permutation 6*®“ Grades, &, fügen, 
die nur eine cyklische sein kann. Lassen wir dann die Ziffer 6 
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fehlen, so können "wir statt 5 eine solche Potenz von J nehmen 
(die ja auch in P Vorkommen muss) , dass etwa 1, 2 die beiden 
ersten Ziffern werden, und dann bleiben noch sechs Möglich- 
keiten für 6 iibng: 

(1,2, 3,4,5), (1,2, 4,3, ö), (1, 2, 4, 5, 3), 

I (1, 2, 3, Ö, 4), (1, 2, 5, 3, 4), (1, 2, 5, 4, 3); 

von diesen sechs Annahmen sind aber wieder die drei in einer 
Reihe stehenden nicht wesentlich (d. h. nur durch die Bezeich- 
nung) verschieden. Denn ersetzt man z. B. bei der zweiten 
Annahme J = (1, 2, 4, 3, 5) das Element a durch und h 
durch h\ so erhält man 

(1, 3, 2) (4, 6, 5); (1, 3, 2, 6, 4), 

was durch Vertauschung der Ziffern 2 mit 3 und 4 mit 5 in die 
erste Annahme übergeht. Die dritte Annahme & = (1, 2, 4, 5, 3) 
geht, wenn man 6 durch ö* und a durch a* ersetzt und dann 

1 mit 2 und 4 mit 6 vertauscht, in die erste über, und ebenso 

lassen sich die drei anderen Ann ahm en über & auf einander 
zurockfidLren. Es bleiben also nur zwei Möghchkeiten zu unter- 
suchen: 

^ = (1, 2, 3) (4, 6, 6), l = (1, 2, 3, 4, ö) 

a = (1, 2, 3) (4, ö, 6), & = (1, 2, 3, 5, 4). 

Davon ist aber die erste zu verwerfen, weil sie in 
a»b = (1, 4, 6) 

einen dreigliedrigen GyHus ergeben würde, der nicht verkommen 
kann. Es bleibt also nur die einzige Mögliobkeit: 

a = (1, 2, 3) (4, 6, 6), l = (1, 2, 3, 6, 4), 

und es giebt also, wenn man isomorphe Gruppen als nicht ver- 
schieden betrachtet, nur eine einfache Gruppe 60"*®*^ Grades. 

Diese beiden Elemente a, 6 kann man als erzeugende Ele- 
mente der ganzen Gruppe betrachten, und man kann durch ihre 
wiederholte Zusammensetzung auf sehr mannigfaltige Art die 
ganze Gruppe vom 60*^ Grade herleiteru Wir bekommen ausser 
dem EinheitBelemente die Pennutationen 5*®^ Grades; 

(2, 3, 6, 5, 4), (1, 3, 6, 6, 4), (1, 2, 6, 4, 6), 

(1,2, 6, 3, 5), (1, 2,4,6, 3), (1, 2, 3, 5, 4), 

die mit ihren Potenzen 24 ergeben; feiner die Permutationen 
3^ Grades: 


V 

i 
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(1, 2, 3) (4, 5, 6), (1, 3, 5) (2, 4, 6), 

(1, 2, 4) (3, 6, 5), (1, 3, 6) (2, 4, 6), 

(1, 2, 5) (3, 6, 4), (1, 4, 5) (2, 3, 6), 

(1, 2, 6) (3, 4, 5), (1, 4, 6) (2, 3, 5), 

(1, 3, 4) (2, 6, 5), (1, 5, 6) (2, 3, 4), 

die mit ihren Quadraten zusammen 20 ergeben. Endlich erhält 
man noch 16 Pennutationen 2*®“ Grades: 

(1, 2) (3, 4), (1, 2) (5, 6), (3, 4) (5, 6), 

(1, 3) (4, 6), (1, 3) (2, 6), (2, 6) (4, 6), 

(1, 4) (2, 5), (1, 4) (3, 6), (2, 5) (3, 6), 

(1,6) (2, 3), (1,6) (4, 6), (2, 3) (4, 6), 

(1,6) (2, 4), (1,6) (3, 6), (2, 4) (3, 6), 

Yon denen je drei in einer Reihe stehende mit dem Einheits- 
elemente zusammen eine Gruppe 4*“ Grades büden. 

Diese Gruppe dO**®“ Grades ist in der altemirenden Permu- 
tationsgruppe von sechs Ziffern enthalten, und man findet sie auch 
als Durchschnitt der im §. 190 des ersten Bandes betrachteten 
Gruppe 120®*®“ Grades mit der altemirenden Gruppe. Dass sie 
auch dargestellt werden kann durch die Permutationen von fünf 
Ziffern, ergiebt sich nun schon daraus, dass eine einfache Permu- 
tationsgruppe 60®*«“ Grades bei fünf Ziffern wirklich eiistirt, näm- 
hoh die altemirende Gruppe. 

Man kann aher auch die Thatsache dadurch verificiren, dass 
man einen Theiler 12*®“ Grades von P naohweist (§. 6, 2.). Man 
erhält diesen Theiler 12*«“ Grades z. B. daraus, dass die Gruppe 
4*®“ Grades: 

(3 = 1, (1, 2) (3, 4), (1,2) (6, 6), (3, 4) (6, 6) 
mit den Permutationen 3*®“ Grades: 

c = (1, 3, 6) (2, 4, 6) 

vertauschbar ist, d. h. der Bedingung c-^Qc= Q genügt, und 
erhält also dann eine Gmppe 12*«“ Grades: 

Die einfache Gruppe 60®*«" Grades wird auch die Ikosaeder- 
gruppe genannt aus einem Grunde, den wir später kennen 
lernen werden. 

Dieselbe Betrachtung zeigt auch, dass eine einfache Gruppe 
90®*«" Grades nicht existirt. Denn diese Gruppe müsste ein Ele- 
ment 6*«“ und ein Element 3*«“ Grades enthalten. Da 90 = 6 . 18 
ist und 18 keinen anderen Theiler als 6 hat, der nach dem Modul 6 
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mit 1 congment ist, so mnse, wenn wir für Q eine Gruppe 
5*®^ Grades wählen, B vom Index 6 sein und die Gruppe P wäre 
also als transitive Permutationsgruppe von sechs Ziffern dar- 
stellbar. Ganz wie oben schliesst man, dass sie die beiden Ele- 
mente a, b enthalten müsste, was, wie wir gesehen haben, zur 
Ikosaedergruppe fuhrt, die mcht Theiler einer Gruppe 90 Grades 
sein kann. 


§. 39. 

Gruppen vom Grade pg. 


Es ist nun noch von Interesse, zu untersuchen, wie bei einer 
gegebenen Gradzahl die Gruppen oonsütuirt sind. Dafiü’ sind 
die Sätze, die in den vorangegangenen Paragraphen abgeleitet 
sind, die Grundlagen- Freilich sind wir bis jetzt nur bei den 
e infa cheren Gradzahlen im Stande, die vorhandenen Gruppen 
vollständig zu übersehen. Am weitesten geht hierin eine Arbeit 
von Hol der 1 ). Wir betrachten hier nur den einfachen Fall, 
dass der Gradjjg das Product zweier Primzahlen ist, die auch 
einander gleich sein können. 

Eine solche Gruppe P ist metacyklisoh und hat einen 
Normaltheüer Q vom Grade p, der also eine cykUsche Gruppe 
ist, die wir so darstellen: 

(1) § = 1, 0, a*, . . . aP-i foJ’ = 1). 

Ist nun i ein nicht in Q enthaltenes Element von P, so ist 
Ir-^Qb = Q. 


■ niedrigste Potenz von b ist, die in Q vorkommt, 

so ist Q 4 - Qb -\. ... 4 . Qih-i eine Gruppe, die mit P identisch 

sem und folglich muss A = g sein. Wir können also P 
SO darstellen: 


(2) P _ ^ gj 4. gji _j ^ Qbn-K 

Ist nun g eine primitive Wurzel der Primzahl p und v ein 
Torla^g noch unbestimmter Exponent, der nach dem Modul 
p - 1 zu nehmen ist, so folgt, da Jr-^ab in Q enthalten ist, 

W Ir-^ab = aii\ 


wmf,“ P’’ Pf^PSr.p*. Mathema- 

Züricher y.ertel,ahrBBclJ^1897 
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woraus sich fiir jeden Exponenten « ergiebt: 

(4) 6-ia“& = 

und durch wiederholte Zusammensetzung mit &: 

( 5 ) 

Nun ist jedenfalls = 1, und wenn wir also in (6) ß=pq 
setzen, so folgt, dass für jedes a 

also = 1 (mod p) oder 

(6) vpq = 0 (mod p — 1) 

sein muss. Hieraus sohhesst man weiter, dass, wenn p — 1 nicht 
durch g theilbar ist, was immer eintritt, wenn = g ist, v durch 
p — 1 theilbar, also nach (3) 

fl J = 6a, 

und in Folge dessen auch für jedes a, a', ß': 

d. h. dass die Gruppe eine Abel’sche sein muss. Diesen Fall 
haben wir aber schon im zweiten Abschmtte dieses Bandes unter- 
sucht und gefunden, dass es, wenn p = g ist, zwei Gruppen (mit 
den beiden Invarianten p, p oder mit einer Invariante p»), und 
wenn p von q verschieden ist, eine Gruppe (mit den beiden 
Invarianten p, g) giebt 

Es bleibt uns also noch der Fall > 
p = 1 (mod g) 

zu untersuchen, in dem v j.eden der Bedingung 
V = 0 ^mod 2 

genügenden Werth haben kann, deren es g nach dem Modul 
p — 1 verschiedene giebt, nämlich: 


a) 



(g — 1) (p — 1) ^ 
2 


Der Fall v = 0 fuhrt auch hier auf eine AbeFsche Gruppe. 
Es sind aber auch die anderen Werthe von v zulässig, die zu 
ebenso vielen nicht commutativen Gruppen führen. Diese nicht 
commutativen Gruppen sind unter einander isomorph und werden 
auf einander zuruokgefiihrt, wenn man 6 durch ein 6^ ersetzt, 
wie die Formel (5) zeigt. 
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Wir können = 1 aimebmen , denn es ist gewiss 6® in Q 
enthalten, nnd 6^® = 1. Wenn also nicht = 1 ist, so ersetzen 
wir b durch b^. 

Man erhält eine der nicht commntativen Gruppen, wenn 
man in 

( 8 ) @ = 

a die Reihe der Zahlen 0, 1, . . . j9 — 1 nnd ß die Zahlen 
0, 1, ... g — 1 durchlaufen lässt Die Zusammensetzung zweier 
Elemente dieser Gruppe ergiebt sich nach (6) aus 

(9) l?a“ = jjj, _ 

wodurcjh man jedes Compositum aus Elementen & auf die Form 
0 zurückfdliren kann. 

Um zu zeigen, dass die Elemente (8) nach den Compositions- 
regeln (9) wirklicli eine Giruppe bilden, hat man die Eigenschaften 
der Gruppe, nämlich, dass aus 0 0'= &®" und aus @'0 = ®"® 
folgt, dass, 0' = 0" ist, und ferner das associative Gesetz 

0(®'®'O = (©©') 0" 

naohzuweisen. Beides aber ergiebt sich sehr leicht aus der 
Zusammensetzung, die aus (9) folgt: 

(10) a'^bß a<‘'¥' = 

Das einfachste Beispiel einer solchen Gruppe ist die in §. 29 
gebildete Ghmppe sechsten Grades. 

§. 40. 

Grenzen des Index eines Theilers der symmetrischen 
Permutationsgrnppe. 

Wir besohheasen diese Betrachtungen mit dem Beweise eines 
Satzes über Permutationflgruppen, der durch die Schwierigkeit, 
die sein Beweis anfangs bot, eine gewisse Berühmtheit erlangt 
hat, und der für die Benrtheilung algehraisoher Fragen von 
Wichtigkeit ist*^). 

Bertrand, Journal de Math&natiques, Tome XV (1846). Serret 
-^Äbre BupÄr., Seotion IV, Chapitre HI. 0. Jordan, Trait4 des eub- 
sttutionB, p. 67. Netto, Snbstitutioneiiüieorie, Oapitel VL OreUe’e Joum., 
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Es handelt sich dabei um die symmetrische Permutatioiis- 
gmppe P von « Ziffern und um ihre Theiler von möglichst 
Ueinem Index. Wir wissen, dass die Gruppe P immer einen 
Theiler vom Index 2 hat, nämlich die alternirende Gruppe. 
Ausserdem ist noch ein Theiler vom Index n bekannt, der alle 
Permutationen von P umfasst, die eine Ziffer ungeäudert lassen, 
der also intransitiv ist. 

Zunächst gilt der folgende Satz: 

I. Der Index eines imprimitiven Theilers von P ist 
immer grosser als w, und der Index eines in- 
transitiven Theilers ist gleich oder grösser 
als w, und nur dann gleich w, wenn der Theiler 
e^ne Ziffer in Ruhe lasst, und die übrigen 
n — 1 Ziffern auf alle mögliche Arten permutirt 

Nehmen wir an, es sei ^ ein imprimitiver Theiler von P 
vom Index j, und es bestehen r Systeme der Imprimitivität von 
je s Ziffern, so dass w = rs ist. Eme Zahl, die der Grad der 
Gruppe Q sicher nicht übersteigen kann, erhalten wir, wenn wir 
aUe Permutationen in jedem einzelnen der r Systeme und dann 
noch sämmtliche Permutationen der Systeme abzahlen. Der Grad 
von Q ist also kleiner oder gleich dem Producte JI(r), 

wenn für jede ganze Zahl n 

II(n) = 1 .2.3 ... w 

ist, und folglich ist 

/I \ . = Tf («) 

^^[n(s)YIT(r)- 

Es ist leicht ein Zusehen, dass diese Zahl, wenn keiner der 
Faotoren r, 8 gleich 1 ist, grösser als n ist. Dies ergiebt sich, 
wenn wir den Quotienten so schreiben: 

_(r+l)(r + 2)...n _ 
[II(s)yn(r)~ (2.3.,.s)»- ■" 

w /r+1 r+2 2r-l\/^2r+l 3r-l\ 

TA 2 ■ 2 ■■ 2 J\3 ' 3 3 J'" 

/(3 — l)r (s — l)r-j-l w — 1\ _ 

\ s ‘ 8 s J' 

Dean hiernach ist 

n /r-l- /'2rY /($ — lirV 
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Die Factoren \ X’ 
grösser als 1, derui es ist 

(Ä-l)r 1 _(*-!)(♦'- 1)-1 
h Ä 

also niemals negatiV) iind der erste Factor 

ist grosser als 2, wenn f>2 ist. Ist aber r — 2, so ist das 
Product der beiden Factoren: 

(4^r(T)=i(Ty=i>^ 

und folglich ist unter allen Umständen j > n. * 

Ist zweitens die Gruppe Q intranfliÜY, imd zerfällt das 
System der n Ziffern in zwei Systeme Yon je a und b Ziffern , so 
dass die Ziffern eines jeden dieser beiden Systeme durch (Jnur unter 
einander vertauscht werden, und n = a -}- & ist, so sind alle 
Pennutationen Yon Q in der Gruppe enthalten, die aus allen 
Permutationen der a und der i Ziffern besteht, i h. der Grad 
Yon Q ist gleich oder kleiner als ir(a)JT(&), und folglioh. der 
Index j Yon Q 

1 ■ ^ + 

W > IZ(a) JI(J) “ 1 2 o 

Nehmen wir, was freisteht, an, dass & ^ a sei, so ist der 
Ausdruck auf der rechten Seite dieser Ungleichung grösser 
als ti, und nur dann gleich w, wenn Sr^n — l, a=l ist. In 
diesem specieHen Falle kann j = n werden, aber nur dann, 
wenn die n — 1 Elemente durch Q auf alle mögliche Arten 
permutirt werden, was in dem Satze L ausgesprochen ist. 

Die Ausdrücke (3) für die untere Grenze Yon j sind nichts 
Anderes, als die Binomialcoefficienten deren Bildung sofort 
zeigt, dass sie hia zur Mitte hin, d. h. so lange 2a ^ w, eine 
wachsende Zahlenreihe bilden. 

Wir wollen für den weiteren Gebrauch hieraus den Schluss 
ziehen: 


a) Ist a = 1, lässt also die Gruppe Q eine Ziffer 
ungeändert, so ist ihr Grad ein Theiler von 
— 1), ist aber a> 1, so ist der Grad von Q 
^ 17 (n- 2) 27(2). 



§. 40 . 


Grenzen des Index von PeriniitationBgrnppen. 


157 


Der Satz, den wir ferner noch beweisen wollen, lautet nun: 
IL Ausser der alternirenden Gruppe giebt es keinen 
transitiven und primitiven Theiler Q von P, 
dessen Index ^ w ist, ausgenommen in den 
beiden Fällen n = 4, n = 6. 

Beim Beweise machen wir Gebrauch von den Sätzen (§. IGO, 
10., 11. des ersten Bandes), dass ein transitiver und primitiver 
Theiler von P, der nicht die ganze altemirende Gruppe enthält, 
und daher nicht mit der altemirenden oder der symmetrischen 
Gruppe selbst identisch ist, keine Transposition und keine 
cyklische Permutation von nur drei Ziffern enthalten kann. 

Es sei also P die symmetrische Permutationsgruppe der 
7h Ziffern 0, 1, 2 ... w — 1 und Q ein primitiver und transitiver 
Theiler von P vom Index der nicht die altemirende Gruppe 
enthält Es sei ferner P in die Nebengruppen zerlegt: 

(4) P = ^ -[- 

Wir betrachten das System der Tranapositionen : 

(5) (0, 1), (0, 2),...(0,w-l), 

deren keine in Q verkommen kann. Ist nun j < n , so müssen 
wenigstens zwei dieser Permutationen, etwa (0, 1), (0, 2), in der- 
selben Nebengruppe, etwa in QtVi^ Vorkommen, und folgHoh giebt 
es zwei Permutationen Xi, in Q, die der Bedingung 

XiÄi = (0, 1), XaJti = (0, 2) 

genügen. Es ist daher 

XiÄiÄj-ixj-i = X1X71 = (0, 1) (0, 2) = (0, 1, 2) 

in Q enthalten. Dies aber widerspricht unserer Voraussetzung, 
dass Q keinen dreigliedrigen Oyklus enthalten soll. Demnach 
kann j nicht < n sein. Ist aber j = w, also der Grad von Q 
gleich JT(w — 1), so müssen die w — 1 Permutationen (6) in n — 1 
verschiedenen Nebengruppen Vorkommen, und P lässt sich so 
darstellen: 

(6) P = « + <2(0,1) + <2(0,2) + \- <2(0,«- 1). 

Betrachten ■wir irgend eine andere Transposition, z. B. (2, 3), 
so kann diese nicht in Q und mcht in Q (0, 2) oder in <2 (0, 3) 
Vorkommen, weil sonst (2, 3) (0, 2) = (0, 3) oder (2, 3) (0, 3) 

= (0, 3, 2) in Q vorkäme. Wir können also, ohne die Allgemein- 
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heit zu beeinträchtigen, annehmen, dass (2, 3) in Q(0, 1) vor- 
kommt, nnd daraus ergaebt sich: 

ß) Die Gruppe Q enthält das Trauspositionspaar 


(7) (0, 1) (2, 3). 

Die Gruppe Q hat einen Theüer der ans allen den Per- 
mutationen besteht, die die Ziffer 0 an ihrer Stelle lassen. Da 
Q transitiv ist, so ist, wenn äi, «a, - . i Elemente ans Q 
sind, die 0 in 1, in 2, . . m w — 1 nberfhhren, 


(8) ö = Co + + ' ■ * + Co^— 1? 

und da Q vom Grade I7(»— 1) ist, so folgt hieraus, dass Qq 


vom Grade 

( 9 ) 


^ n 


ist Da ^ eine ganze Zahl, also II (n— 1) durch w theilbar sein 
muss, so schliessen wir zunächst, dass der Fall j = n niemals 
eintreten kann, wenn n eme Primzahl ist, nnd für diesen Fall 
ist also unser Theorem IL bewiesen. 

Im Allgemeinen können wir aber schliessen: 

y) lBtnnicht = 4, so sind dien — 1 Ziffern 1,2 ,...,m — 1 
durch Co noch transitiv verbnndeiL 

Wäre nämlich in diesen n — 1 Ziffern intransitiv, so 
müsste nach a) 

entweder JZ(» — 2) theilbar durch g, 
oder n(n^^) 11(2)^ g 
sein; also nach (9J: 

entweder ganze Zahl, also « 5 2 (n — * 1) 

oder w* — 5 n + 2 ^ 0. 

Das eine ist unmöglich, wenn » > 2 ist, das andere, wenn 
w > 4 ist. 

Wir sehen von dem Falle w = 4 ab nnd betrachten jetzt 
den Theüer ^o,i von Ci der die beiden Ziffern 0, 1 nngeändert 
lässt 

Da Co? öls Permutationagruppe der n — 1 Ziffern betrachtet 
transitiv ist bo ist durch Anwendung der Zerlegung (8) 

auf Co schHesst der Grad von Co,i gleich g : n — 1, also 
n(n — 1) _ n(n — 2) 
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Dajraus Bchliessen mr ähnlich wie oben: 
ä) Ist n nicht = 6, so sind die w — 2 Ziffern 2,3,..., w — 1 
durch § 0,1 transitiv verbunden. 

Denn wären sie es nicht, so müsste nach ct): 
entweder 11 (n — 3) theilbar durch 
oder nln — 4) 17(2) ^ 
sein; also nach (10): 

entweder ^ eine ganze Zahl, also n ^ 2 n — 4, 

fh 2 


oder «* — 7 « -f- 6 ^ 0. 

Das Erste ist nicht möglich, wenn « > 4, das Zweite, wenn 
» > 6 ist. 

Ist nun « > 6, BO gilt noch Folgendes: 
s) Die Gruppe die die drei Ziffern 0, 1, 2 un- 

geandert lässt, hat den Grad 

_ 9i _-n(n — 3) 


9t = 


n — 2 


n 


und es ist nicht möglich, dass durch die ganze 
Gruppe ^ 0 , 1 ,* noch eine vierte Ziffer 3 unge- 
ändert bleibt. 

Der Grad ergiebt sich genau wie der von §o 
Wenn aber durch $o,i,a iioch eine vierte ZifiFer 3 ungeändert 
bliebe, so wäre ein Theüer des Grades der symmetrischen 
Gruppe von n — 4 Ziffern, also ein Tbeiler von JI(w — 4). Es 
müsste also 

nll(n — 4) n 

jT(n_3) ~ — 3 

eine ganze Zahl sein, also » ^ 2 n — 6 oder » ^ 6. 

Aus s) Bchhessen wir, dass es in ^ eine Permntation k 
giebt, durch die 0, 1, 2, 3 in Ö, 1, 2, 4 übergeht, worin 4 eine 
von 3 verschiedene Ziffer ist. Nach ß) enthalt also Q auch die 

Permutation: ^ 

(0, 1) (2, 3) X = (0, 1) (2, 4), 

folglich auch: 

(0,1) (2, 3) (0,1) (2, 4) = (2,3, 4), 
also einen dreigliedrigen Cyklus, was der Voraussetzung wider- 
spricht. Hiernach ist das Theorem IL vollständig bewiesen. 

Dass die Falle n = 4 und n = 6 wirklich Ausnahmen bilden, 
geht aus Bd. I, §. 167 und §. 190 hervor, wo wir gesehen haben 
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dass die ByrninetriBche Permutationsgruppe von vier 
Ziffern einen transitiven Theiler vom Index 3, und 
die von secliB Ziffern einen transitiven Theiler vom 
Index 6 besitzti). 

Eb giebt noch weitere Ümliolie Sätze über die möglioben Gradzahlen 
tranflitiver Perrantationflgmppen , auf die wir hier nicht eingehen können. 
Hierzu vergleiche man beBonders die Arbeiten von A- Boohert, Mathe- 
matiflohe Annalen, Bd, 88 (1889), 40 (1892), 49 (1897); ferner das Werk von 
Bnrnaide, Theory of gronpa of finite order (Cambridge 1897). 
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Lineare Substitutionen und ihre Zusammensetzung. 


Eines der wirksamsten Mittel zur Bildung yon Gruppen, auf 
welches zugleich viele Anwendungen fuhren, sind die linearen 
Substitutionen und ihre Zusammensetzung. Wir sind schon 
mehrfach solchen linearen Substitutionen begegnet und haben sie 
z. B. im zweiten Abschnitte des ersten Bandes bei Gelegenheit 
des Multiplicationsgesetzes der Determinanten, und sodann im 
fünften und im elften Abs&hnitte betrachtet 

Unter einer linearen Substitution von n Variablen ver- 
stehen wir ein System von Gleichungen, durch das ein System 
von n Veränderhchen t/i, . y» Hnear durch ein anderes 

System a^a, . - . ^ ausgedrückt wird. Wir unterscheiden nach 
der Anzahl der Variablen nnare, binäre, ternäre, quater- 
näre Substitutionen, und wollen im Allgemeinen die Zahl der 
Variablen die Dimension der Substitution nennen. Wir be- 
schränken uns fürs erste auf homogene Substitutionen, so 
dass, wenn mit die Coefficienten bezeichnet werden, die Sub- 
stitution durch das Gleichungssystem 

(1) y» = 2 aj® av Ä = 1, 2, ... ft 

i,n 

dar gestellt ist. Oft kommt es auf die Variablen selbst nicht an, 
so dass eine solche Substitution durch ihre Coefficienten hin- 
länglich gekennzeichnet ist 

Man bezeichnet die Substitution also durch eine quadra- 
tische Matrix, für die man auch einen einzelnen Buchstaben, 
etwa A, braucht, und setzt dann 


11 * 
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(2) 

Ä = 


. . . a«\ 

fl® 

. . • Un 




V.i"V 


Wir werden auch abkürzend A = setzen und die Deter- 
minante der Substitutionscoefficienten mit \A\ bezeichnen. Das 
Gleichungasystem (1) stellen wir auch symbolisch so dar: 

(3) (yi, y2, • • ■ yn) = ^ (a^i, iCa, ■ • . 
oder noch kürzer: 

(4) (y) = ^(4 
Die Substitution 


(B) 

oder 


( 6 ) 


J = 


11 

• • • y» 

1, 0. . 

. . o\ 

0, 1, . 

. . 0 

0, 0, . 

'Mj 


heisst die identische Substitution. Eine Substitution der 
Form 

(7) Vi fh®li y* = • y,yn = (tnXn 

oder 

M, 0, . . . 0 \ 

(8) JM-= 

\ 0 , 0 , .. .(ln/ 


soll eine multiplioative Substitution oder kurz eine Multi- 
plication und die Elemente |Ltn die Multiplicatoren 

genannt werden, ein Ausdruck, der sich durch die Gleichungen (7) 
rechtfertigt. Eine solche Multiplication bezeichnen wir bisweilen 
auch abgekürzt durch 

(9) fi»). 

Nehmen wir eine zweite hneare Sabstitntion der Dünen- 
sion n an, durch die ein neues System von Variablen 0 ein- 
gefuhrt wird: 

( 10 ) = (0) = B(y\ 

l,n 

und fuhren für y die Werthe aus (1) ein, so erhalten wir die 0 
durch die x ausgedrückt mittelst einer neuen linearen Sub- 
stitution Ey die wir so bezeichnen können: 
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(11) g = E(x) = BA(x), 

und diö Substitutioii E = SA. heisst aus S und A zusaninien- 
gesetzt oder componirt. Es ist dabei aber zwischen AB und 
BAzm unterscheiden. Zwei Substitutionen A^ B von der be- 
sonderen Eigenschaft, dass AB = BA ist, heissen mit einander 
vertauBchbar oder commutativ. Die SubstitutionBCoefficienten 
von E ergeben sich durch Einsetzen der Ausdrücke (1) in (9): 

«i = 2 

1 ,» 

( 12 ) = 

l,n 

Diese Formeln sind ganz dieselben, die wir im §. 30 des 
ersten Bandes benutzt habend), und wir können demnach das 
in (12) ausgedrückte Gesetz der Oomposition der Substitutionen 
so aussprecben: 

1. Um die aus zwei Substitutionen B^ A zusammen- 
gesetzte Substitution BA zu bilden, verfährt man 
ganz BO, als ob die beiden Determinanten |B|, \A\ 
nach der Multiplioationsregel mit einander 
multiplicirt werden sollten. Es sind dabei, um 
die Elemente einer Zeile zu bilden, die Ele- 
mente einer Zeile der ersten Componente mit 
den entsprechenden Elementen der Colonnen 
der zweiten Componente zu multipliciren und 
dann zu addiren. Man druckt dies auch kurz 
so aus, dass in der ersten Componente nach 
Zeilen, in der zweiten nach Colonnen summirt 
wird- 

Aus dieser Hegel ergiebt sich die Folgerung: 

2, Die Determinante einer zusammengesetzten Sub- 
stitution ist gleich dem Products aus den Deter- 
minanten der Componenten. 

Um drei Substitutionen derselben Dimension, 0, B, A^ zu- 
sammenzusetzen, muss man die Ausdrucke (11) für ss in eine 
neue lineare Substitution 
(13) («) = 

^) Nur war dort ans emem leicht erflaohthoheii Ghnnde die Bezeich- 
nung etwas anders. 
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7. Die Determinante der inversen Substitution Ä 
ist gleich dem reciproken Werth der Determinante 
von A. 

Für die Composition der inversen Substitutionen ergiebt sich 
aus = J der Satz: 

( 21 ) 

Sind G drei Substitutionen, so ergiebt sich dui'ch 

Zusanunensetzung mit A^^ aus jeder der beiden Gleichungen 
AB = AO, SA — OA, 

dass S C sein muss. Demnach sind für die Zusammensetzung 
der Substitutionen die charakteristischen Merkmale für eine 
Gruppe vorhanden, und es ist also der Inbegriff aller Substitutionen 
von bestimmter Dimension eine (unendliche) Gruppe (§, 1). 
Wenn wir aus dieser Gesammtheit irgend eine Menge heraus- 
heben, die zu jedem ihrer Elemente das entgegengesetzte enthalt, 
und die so in sich abgeschlossen ist, dass irgend zwei ihrer 
Elemente durch Composition ein Element derselben Menge er- 
geben, so bildet diese Menge gleichfalls eine Gruppe, die end- 
lich oder unendlich sein kann. 

Bedeutet L eine feste Substitution, so kann man aus jeder 
Matrix A von derselben Dimension eine Matrix 

( 22 ) A = L-^AL 

ableiten, die die Transformirte von A durch L heisst, 

Setzen wir 

(23) (x) = (y) = L(y^, 

BO folgt .aus (4): 

(24) (</') = ^'(®0, 

so dass der Uebergaag zu der transfomürten Substitution gleich- 
bedeutend ist mit der gleichzeitigen Transformation beider Reiben 
von Veränderlichen durch L~^. 

Ist ^ 

ä' = l-^äl, Bz=L-^BL, 
so folgt aus deu Gesetzen der Composition: 

(2B) A'B' =L-^ABL. 

Aus dem Multiplicationssatze der Determinanten folgt nach 
2. und 7., dass zwei Matrices, die aus einander duroh Trans- 
formation entstehen, dieselbe Determinante haben. Die Deter- 
minanten der Matrioes A, B können hier auch gleich Null sein. 
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Die tranaformirende Snbstitntioii L aber muss eine eigentliche 
sein, die Determinante |L| also von Null verschieden. 

Ans (25) ergiebt sich noch der Satz: 

8. Durchläuft A die Substitutionen einer Gruppe, 
BO durchläuft bei feststehendem L die Trans- 
formirte AL die Substitutionen einer iso- 
morphen Gruppe 

Zwei Keihen von Variablen 

. . . Xfi 

Vi'i J/aj ■ • • 

die durch dieselbe Substitution (23) in zwei Reihen von Variablen 

iCs', . . . fl?«' 

!/i^ ya^ ■ • • Vn 

transformirt werden, heissen congredient, und die Formeln (23) 
stellen also zwei mit einander congrediente Substitutionen dar. 

Von den inversen Substitutionen sind wohl zu unterscheiden 
die transponirten Substitutionen. 

Man erhält nämlich aus jeder Substitution A eine bestimmte 
andere, die die transponirte Substitution zu A heisst, und die 
wir für den Augenbhck mit A^ bezeichnen wollen, wenn man in 
A die Zeilen zu Colonnen macht, und umgekehrt, wenn man 
also in (2) die oberen mit den unteren Indices der a vertauscht. 

i 

Wenn man in der Summe (12), 2 die unteren mit 

den oberen Indices und gleichzeitig a mit 6 vertauscht, so erhält 
man einen Ausdruck, der nach (12) gleich ist. 

Diese Bemerkung giebt die Vorschrift, nach der die trans- 
ponirten Substitutionen zusammengesetzt werden, die sich in dem 
Satze ausspricht: 

9. Sind A^^Bi die Transponirten zu A^B, so ist 

die Transponirte zu BA, In Zeichen. 

(26) (BA\^A,B,, 

Wenn wir die Substitutionsformeln (1) mit einem unbe- 
stimmten Factor multipliciren und dann die Summe in Bezug 
auf Ä nehmen, so folgt: 

(27) 2 y\n\ 
oder wenn wir 
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(28) i 

setzen, 

(29) 2 y^Vi, = S 

Wenn wir also die Substitutionen (1) durch (4) darstellen, 
so sind die Formeln (28) der Ausdruck für die Substitution 

(g) = A(^), 

und wir können also noch den Satz aussprechen : 

10. Sind J., Äi transponirte Substitutionen von 
einander von der Dimension n, und sind a;, y, Si ^ 
vier Systeme von Variablen, die mit einander 
durch die Substitutionen 

(30) (y) = A(w), (I) = Al (»?) 
Zusammenhängen, so besteht die Identität 

(31) ViVi + ys’Jj ^ + y«’?» = H + 

Wenn zwei Reihen von Yariablen 

Uq, iCfl, . . . 

Sil Sit • • • Sn 

gleichzeitig durch die Substitutionen (30) in zwei neue Reihen 

yn ys — yn 

^ 1 , Vit ^ • -Vn 

transformirt werden, so heissen die beiden Yariablenreihen mit 
einander contragredient, und die Formeln (30) stellen zwei 
mit einander oontragrediente Substitutionen dar. 

Eine Substitution von der Dimension n ka.rm immer be- 
trachtet werden alß in einer Substitution von höherer Dimensionen- 
zahl enthalten. Man braucht nur zwei Reihen von m — n Va- 
riablen 

^» + li ^ + • • ■ Xm, 

y» + n Vn+it • • • y«i 

hinzuzufiigen, die durch die identische Substitution 
x^j^i = y»+i, . . . =y« 

Zusammenhängen. Dies kommt darauf hinaus, dass man in der 
Matrix (2) m — n Reihen und Zeilen hinzufiigt, die un Diagonal- 
gliede 1 und sonst lauter Nullen enthalten. Diese Substitutionen 
bilden dann eine in der allgemeinen Gruppe von Substitutionen 
von nt Dimensionen önthaltene Gruppe. 
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Normalform linearer Snbatitutionen. 


Das Ziel der nächsten Betrachtongen ist, nnter der unend- 
lichen Mannigfaltigkeit Yon Substitutionen, die aus einander durch 
Transformation abgeleitet werden können, eine einfache Normal- 
form hervorzuheben. 

Wir betrachten, wie ün §. 41, die Substitution 

( 1 ) y^ = 'Zaf>Xf 

und die Matrix 


( 2 ) 


ac^, 


a("), J 


Die Variablen . . . Xn kann man, in Verallgemeinemng 

emes geometrischen Ausdruckes, die homogenen Coordinaten 
eines Punktes x in einem Kaume ün— i von n — 1 Dimen- 
sionen i) nennen. Die Variablen dürfen nicht alle zugleich ver- 
schwinden, wenn sie die Coordinaten eines Punktes darstellen 
sollen, und zwei ihrer Werthsysteme, die sich nur durch einen 
gemeinschaftlichen Factor von einander unterscheiden, bestimmen 
denselben Punkt. 

Ist die Determinante \A\ von Null verschieden, so wird, wenn 
man unter i/i, ya, . . . y« die Coordinaten eines Punktes y in Ü«— i 
versteht, durch die Substitution 

(jf) = A(x) 


jedem Punkte x ein bestimmter Punkt y zugeordnet und umge- 
kehrt. Ein Punkt, der bei dieser Zuordnung sich selbst entspricht, 
heisst ein Pol der Substitution A, Die Coordinaten eines 
solchen Poles müssen den Bedingungen genügen 


(3) J/i — y* — ^x^j - . . y^ — 

worin k ein von Null verschiedener Factor ist 


Um in UebereinETtiinmTiDg mit dem Spraohgebrancli der Q-eometne 
zu bleiben, mÜBaen wir das Gebiet der n bomogenen Variablen einen Raum 
von n — 1 DimenBionen nennen, während wir früher die SubBtitutionen 
dieser Variablen und die entspreohenden Matricea von der Dimension 
genannt haben. 
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Dm aber die uneigentliclie Substitution, also den Fall einer 
verscbwindenden Determinante (4], nicht ausschKesaen zu müssen, 
wollen wir irgend em WerthsTstem Xi, ... Xn^ bei dem wenig- 
stens ein X von Null verschieden ist, und das den Bedingungen (1), 
(3) genügt, auch dann noch die Coordinaten eines Polea von A 
nennen, wenn A = 0 ist. 

Ein Pol ist dann eine Lösung des Systems linearer Glei- 
chungen : 

a{^^Xi + a^'^x^ f- a^^Xn = kxi 

af'>x^ + a^Xi -j 1“ = ^^2 


H [- a^^^Xn = kXn, 

bei der moht alle x gleich Null sind, 

Setzen wir für ein variables t 


(ß) 

0(t) = 

Ofl)_ 

<x®, 

a« - i, . 

aW 

1 



af‘ ■ 


oW — t 


so hat das System (4) nur dann eine solche Losung, worin X 
eine Wurzel der Gleichung 
( 6 ) 0(0 = 0 

ist Die Gleichung (6) heisst die charakteristische Gleichung 
der Matrix Al Ist X eine Wurzel dieser Gleichung, so erhalt 
man aus (4) die Coordinaten emes Polea Wir nennen ihn einen 
zur Wurzel X der charakteristischen Gleichung gehörigen 
PoL Da nun die Gleichung (6) immer mindestens eine Wurzel 
hat, so ergiebt sich der Satz: 

1. Jede eigentliche oder uneigentliohe Substitution 
hat mindestens einen PoL 

Hat man X unter den Wurzeln der Gleichung (6) irgend- 
wie ausgewählt, und dann aus (4) die Coordinaten 
eines Poles von A bestimmt, so kann man noch auf unendlich 
viele Arten eine Substitution L mit nicht verschwindender 
Determinante bilden, in der diese Grössen 

fl» • ' • fn 

die erste Y erticalreihe bilden. Die componirte Matrix AL hat 
dann nach (4) die erste Verücalreihe 

Ags, . . 
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und venn man nun die reciproke Substitution L~^ und damit 
die Transformation L~^AL bildet, so erhält man eine Matrix A!, 
in der die erste Verticalreihe 


1 , 0 , 0 , . . 0 

ist Nimmt man A bereits so transformirt an, so bat es also 
die Form 


af), . . ., 
0, o®,.... 



\o, «r, ••■.«i-V 

Nun kann man dieselbe Betrachtung auf die verkürzte Matrix 



anwenden, und kann dann die transformirende Substitution 
von n — 1 Dimensionen durch Hinzufugung einer ersten Honzontal- 
und Yerticalreihe, die nur im Diagonalgliede 1, sonst lauter Nullen 
enthalten, zu einer w- dimensionalen erweitern, mit der dann 
wieder A selbst transformirt werden kann. 

Dieser Schluss lässt sich aber fortsetzen, und führt so zu 
dem Satze: 


2. Jede Matrix A lässt sich so transformiren, dass 
alle unter der Diagonalreihe stehenden Elemente 
verschwinden. 

Diese Form einer Matrix, die wir übersichtlich so darstellen 
können : 

' ff» ß, y, • • 

0, A,, ß\ /, . . 

(V N= 0, 0, ;l„ . . 

0 , 0 , 0 , . 


soll die Normalform heissen. 

Aus der Defimtion der Normalform und aus dem CompositionB- 
gesetze ersieht man leicht. 

3, Die Composition von zwei oder mehreren Sub- 
stitutionen in der Normalform führt wieder auf 
die Normalform. 
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Wenn die Matrix A. dnrch eine Substitution L in eine 


andere 


B = 




rt 

JW 

n 


\ &(»>. 5 ?’ / 


transformirt wird, so wird durch dieselbe Substitiition L die 
Matrix 



/aö)- 

■t, 0®, . . 

ad) 

n 

\ 


' af\ 







aj.)- 

-t) 

für ein beliebiges t in 





t, 6,® 

JO) 

\ 







W.' 



JW- 



tranBformirt. Da imn zwei auß einander durch Transfonnation 
entstandene Matrioes dieselbe Determinante haben, so ergiebt 
sich, wenn man dies auf die Translormation in die Nonnalform 
anwendet, nach (5) 

(8) @(i) = (t-kO (t-k,) . . . (t^kn). 


4. Die Grösse iLj, . . ^ An, die in der Normalform N 
die Diagonalreihe bilden, sind die Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung, und sind also, yon 
der Reihenfolge abgesehen, durch Ä selbst ein- 
deutig bestimmt. Wir wollen sie die Multiplica- 
toren der Substitution Ä nennen. 


Bei der Ableitung der Normal form konnte für eine be- 
liebige Wurzel der charakteristischen Gleichung genommen 
werden, und da sich dieser Schluss wiederholen lässt, so folgt: 

5. Die Diagonalglieder k^, k^, . . der Normalform 
sind die in einer beliebigen Reihenfolge genom- 
menen Wurzeln der charakteristischen Gleichung. 

Die seitlichen Elemente der Normalform a, /J, , . . können 
für ein festgehaltenes A noch abgeändert werden. Diese Freiheit 
ermöglicht es, die Normalform m manchen Fällen noch weiter 
zu yereinfachen. 
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Sei z. B. A4 Yon Aj verschieden, so setzen wir, indem wir 
unter A eine noch näher zu beatimmende Grösse verstehen, 

/i, 0, o,Ä\ n, 0, 0, -A\ 

^ _ I 0, 1, 0, 0 ö 

p, 0, 1, 0 ’ ^ ~ 0, 0, 1, 0 ’ 

\0, 0, 0, 1/ \0,0, 0, 1/ 

d. h, wir nehmen L so an, dass alle Diagonalelemente = 1, und 
ausser diesen nur noch ein Element, hier das vierte der ersten 
Zeile, von Null verschieden ist Die Zusammensetzung 

L^^NL = N' 

hat dann gleichfalls die Nonnalfonn, und die Elemente von 
sind nut Ausnahme eines einzigen mit denen von N identisch. 
Das einzige abweichende ist das vierte der ersten Zeile, welches 
in N gleich y und in N' gleich 

y + A (Al — AD 

ist, und da Al — A4 von Null verschieden ist, so kann man h so 
bestimmen, dass dieses Element = 0 wird. Man kann also die 
Normalform N so einrichten, dass y = 0 ist. Ebenso kann man, 
wenn auch Aj und Aß von A4 verschieden sind, / und zu Null 
machen. 

So wie hier mit der vierten Verticalreihe operirt ist, kann 
selbstverständlich mit jeder anderen verfahren werden, und daraus 
ergiebt sich der Satz: 

'6. Hat die oharakteristisoha Gleichung derMatrixui 
n von einander verschiedene Wurzeln, so lässt 
sich Ä in eine Multiplication transformiren. 

Dieser Satz lässt sich aber folgendermaassen erweitern, wie 
aus der Angestellten Betrachtung unmittelbar hervorgeht, wenn 
man die Multiplicatoren in der Normalform N nach 6. so an- 
ordnet, dass die unter einander gleichen unter ihnen unmittelbar 
auf einander folgen, so dass also z. B. Aj, Aj, Ag einander gleich, 
aber von A4 und allen folgenden verschieden amd. 

7. Ist A eine Matrix von der Dimension n, deren 
charakteristische Gleichung mal die Wurzel Aj, 
nj mal die Wurzel Aj, mal die Wurzel Ag u s. f, 
hat, so dass 

w = Wi-f-na + W8-|--*' 
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ist, BO lassen sich* die Matrices J-i, J.3, Ag, . . . der 
Dimenaionen »1, Wj, . . . so bestimmen, dass A in 
eine Matrix 

/Ä„0, 0 , ...\ 

(9) 0, jlj, 0, ... 

0, 0, J,,... 

\ / 

transformirbar ist 

Die charakteristische Gleichung der Matrix 
A{ hat nur eine n^fache Wurzel 

Das Zeichen (9) bedeutet hier eine Matrix von n Reihen, die 
man erhält, wenn man die Matrices Ai, Ag, Ag, ... als Quadrate 
ausschreibt, und alle dann noch übrigen Plätze in dem grossen 
Quadrat durch Nullen ausfüllt. 

Wenn man will, kann man die Matrices jäj, Agj . . . in 
der Normalform annehmen. 

Die Matrix (9) können wir, ähnlich wie die MultipHcationen 
[§. 41, (9)], kürzer so bezeichnen: 

(10) (J.1, Ag, . . .). 

§. 43 . 

VertauBohbare Matrices. 

Hat- man eme Wurzel A der charakteristiBohen Gleichung 
® (^) = 0 [§. 42, (6)] ausgewahlt, so kann es Vorkommen, dass in 
dem System linearer Gleichungen (4) alle Unterdeterminanten von 
n — 1 Reihen verschwinden, und dann gehören zu dieser Wurzel A 
unendlich viele Pole der Substitution A Nach Bd. I, §. 27 
kÖMen wir dann v Systeme so auswählen, dass 

kein System Hnearer Gleichungen 

«1^1 H h 0 ^ 3 ^, f = 0, X = 1, 2 , ... n 

besteht, in dem nicht alle a verachwmden, und dass alle Losungen 
des Systems §. 42, (4) in der Form enthalten sind 

(1) Xx = ociXx^i 1- x = 1, 2, . . . w, 

worin die Oj, . . . 0^ willkürlich bleiben. 

Wir können dies so ausdrucken, dass wir sagen: Die zu 
der Wurzel A gehörigen Pole der Substitution A bilden | 
eine vfaoh unendliche lineare Schaar. 1 


1 



V V rt ju sc li h.i rv M h I r »ci* 
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};i 




rlt 


H 


min* Matrix 

mit veii 

und 


//V,". . . 

fl \ 

f/'K h': , . 



n 1 

l //n.^ /;pn/ ^ 

H 


MIM uinl zwitr luit A viM tiLU-^r lib«n* mussuii 

II M h il»-iii 1^. iVw IlMlalinnfn bMslohun: 

k I 

I 1 | i; «"'/»•" — V 

I h “ /i I 

Wirunlli'ii ilass uiuI Ji t'ciniMnsrliaftlirlit^ii 


Niii-'h IJ, (‘I) sind dun'li thc ( !lrichnii"C!H 

{ i * ü — Axx 

tli«' ()) vi»n A In'sünimt. 

St‘t/ru wir Jtuii 

I 

t I V 

“1 I 

*t iT^jirhl •ilt’li ilun-h Multiplifatuin von (I) iint A]/*' und Suumia- 
timt in Itr/U|' auf x 

V V 

und mit UiuiuizuiiK von (ii) 

*»»j v iff ™ Af/^. 

|)atait8 folijt, dass dii» ij^ ilii* (lonrdiiial.iMi riiu'9 Poloa von A sind« 
uihl dass fnl^'lich nach (1) oin riUdrlnniyssysttuii hoßt^jlit: 

t**t Ifr ” H 

Ihr OlfirliuiiKon (a) und (Ij dush dit* ;/*. linaan* 

hmint^min hiurtionrn dar Variahlun «j, «.j, ...»«» sind, und ns 
ntuHsmi diiliar aurh <Hr* ß in ( 7 ) linrara Funktionen dor a sidin 
Wir Hf»t/an 

(^} ß^ jÖx.l«! ‘ ■ 4 

Nun wanlan dir ar, nurh (ä) /.iit^leinh die tloorJinaton eines 
l*iih *8 von Ji ttidn^ wann ai(di ein Factor {4 so bestimmen lässt, dass 

Äfx — 

wird, mul diuR fuhrt nach (7) und (H) zu den Gleichungen für 


, «M 

(1»V) ßy^Ct^ -I f /3xi«v — 

W«t»cr, Algnb». II. 


12 
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Hiorbei kann jä. ancb 6ine Matrix mit vorachwmdender Deter- 
minante sein. 

Iflt nun A irgend eine, und 

/ftW, ja), . . 6a)x 


( 2 ) 


B = 


6®, 


b(n)/ 

eine zweite, und zwar mit A vertausch.bare Matrix, so müssen 
nach dem CompositionsgeBetz [§ 41, (12)] die Relationen bestehen: 

(3) 

Wir wollen beweisen, dass A und B einen gemeinschaftlichen 
Pol haben. 

Nach. §. 42, (4) sind .durch die Gleichungen 

i 

(4) 2 = XXx 

die Pole (1) von A bestimmt 

Setzen wir nun 

(6) 2 &?>*, = y,, 

so ergiebt sieb dmeh Multipbcation von (4) mit mid Summa- 
tion in Bezug auf x 

2 2 = Xijj,, 

und mit Benutzung von (3) 

(6) 2 = iyfc- 

Daraus folgt, dass die y* die Coordinaten eines Poles von A sind, 
und dass folglich nach (1) ein Gleichungssystem besteht; 

(7) = Z*’'®*'’'- 

Die Gleichungen (6) und (1) zeigen, dass die hneare 

homogene Fnnctionen der Vaxiablen 04 i, Oj, - . ^ smd, und es 
müssen daher auch die |3 in (7) lineare Fnnctionen der « sein. 

Wix setzen 

C8) ßx = + • • ' “i“ 

Nun werden die nach (5) zugleich die Coordinaten eines 

Poles von B sein, wenn sich ein Factor f* so bestimmen lasst, dass 

/9'\ !/jf = 

iia, «ad die. fthrt mch (7) "-ä P) “ «ee GWeheegeu ftr 
pb) ■ ^ h = 1“^ ,, 

Wtbet, Algebra H. 
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Hieraus erhalt man, wie bei der Bestimmung von x selbst, 
eine charakteristische Gleichung für fi: 

Ä,i — • • • Ä,» 

= 0 , 

^r,ii . • • ßl,* 

und dann aus (10) die Verhältnisse der a. Wenn durch diese 
Gleichungen diese Verhältnisse nicht vdUig bestunmt sind, so 
bilden alle zoläasigen Werthe wiederum eine lineare Schaar. 

Wir haben damit folgenden Satz: 

8. Zwei vertauBohbare lineare Substitutionen Ä, JB 
haben immer einen gemeinschaftlichen PoL Wenn 
zu einem Wurzelsystem A, ^ der charakteristischen 
Gleichungen ® = 0, ^ = 0 mehrere Pole gehören, 
so bilden diese eine mehrfach unendliche lineare 
Schaar. 

Der letzte Zusatz gestattet eine wesentliche Erweiterung 
dieses Satzes. Denn wenn wir eine dritte Matrix 0 hinzunehmen, 
die sowohl mit A. als mit JB vertauschbar ist, so können wir ganz 
dieselben Sohlüsse wiederholen, indem wir jetzt unter in (1) 
die Schaar der gemeinsamen Pole von Ä und B setzen, und im 
Uebngen die Matrix C an die Stelle von B treten la^en. So 
kommen wir zu dem folgenden allgemeinen Satze: 

9. Ein System beliebig vieler linearer Substitutionen 
J-, J?, (7, . . . in endlicher Anzahl, deren je zwei mit 
einander vertausohbar sind, haben immer einen 
gemeinsamen Pol. 

Nehmen wir an, die beiden Matrioes Ä, B seien durch Be- 
nutzung eines gemeinsamen Poles, wie im vorigen Paragraphen 
gezeigt ist, in der Weise transformirt, dass 

af) = 0, a(B) = 0, . . ., aW = 0 

hf) = 0 , = 0 , . . ., &(«) = 0 , 

BO ergiebt sich aus (3), dass auch die beiden Matrices 

J?) . . ., 

/ 

vertauschbar sind, und man kann also zu ihrer weiteren Trans- 
formation wieder einen gemeinschafüichen Pol benutzen. Indem 
man so weiter Bchliesst, gelangt man zu dem Satze: 




VertaoBohbare Matrioea. 


179 


§ 48 . 

10. Ein System vertauschbarer Matncea Ä, B, G, . . , 
lässt sich simultan, d. h. durch Anwendung einer 
und derselben transformirenden Substitution L 
in die Normalform [§. 42, (7)] transformiren. 

Ist diese simultane Transformation ausgefiihrt, und haben 
sich dabei für die Matrices J., JB, (7, . . . die Multiphcatoren 
ergeben : 

^1, A» 


BO sind diese Multiphcatoren in bestimmter Weise einander zu- 
geordnet, so dass 

V*, . . . 

für jeden Indei x aus der Reihe 1, 2, . , , n ein zusammen- 
gehöriges System bilden. 

Nehmen wir die Matrices Ä, S, C, , . . schon in der Nonnal- 
fonn an, und bezeichnen mit X, (i, v, . . . irgend eines, etwa dae 
r** der Systeme (11), so worden die Gleichungen 

i 

2 = Az* 

(12) V 

1 

2 = vz* 

zugleich beMedigt, wenn alle mit Ausnahme Yon av, gleich 0 

angenommen werden. Daraus ergiebt sich, dass die Gleichungen (12) 
auch dann noch durch Werthe von Zj, Zj, . . ., z*, die nicht alle 
gleich Null smd, befriedigt werden können, wenn die vertausch- 
baren Matrices S, 0, . . . nicht die Normalform haben [§. 41 
(22), (23)]. Wir haben also noch den Satz: . * 

11. Ist A, (i, V, . . . ein System zusammengehöriger 
Multiplicatoren der vertauschbaren Matrices 
A,S, C, BO giebt es einen zu X,ii,v, . , . gehörigen 
gemeinschaftlichen Pol dieser Matrioea. 

Diesen Satz können wir in folgender Weise umkehren: 

12. Ist das Gleichungssystem (12) so lösbar, dass nicht 
alle z verschwinden, so müssen A, fi, v, . . . ein zu- 

12 * 


IQO Sechster Abflohnitt §■ 

sammengehörigeB System yon Multiphoatoren der 
Matrices . . . sein. 

Dieser Satz ist aUgemein bemesen, wenn wir ihn unter der 
Voraussetzung nachweisen können, dass die Matrices Ä^B^ . 
in (12) die Nonnalform haben. Dann aber lauten diese Glei- 
chungen so: 

+ aW H h 

+ ^?+l^x + l ■ ■ H" 

(13) -f + 1 H h = VX^ 

3t = 1, 2, ... W. 

Ist nun Xx das letzte nicht verschwindende so dass 
iCa,+i, . . iCn = 0 sind, BO folgt aus (13) 

X — aW, (I = V = c^\ . , . 

Hier ist aber c(*) = . . . ein System 

zusammengehöriger Multiphcatoren, und unser Satz also bewiesen. 

Bezeichnen wir ipit cj*), . . . entsprechende Elemente 

der yertauBchbaren Matrices ^4, 5, C, . . mit a;, y, ;er, . . . unab- 
hängige Vanable, und setzen 

= a^^x + &J*>y + -\ , 

so wird die Matrix 


u = 

/ m «, . . 
1 • . 

■ • 



• «irV 


durch die von a;, y, jef, . . . unabhängige Substitution L in die 
Normalform transformirt, und daraus ergiebt sich der Satz: 

13. Die Determinante der u 

2 i 

• ist, als Function der Variablen a;, y, . be- 
trachtet, in Hr lineare Factoren zerlegbar. 

§. 44. 

Die Gleichungen von Dedekind und Weierstrass. 

Die abgeleiteten Satze über die Transformation vertausoh- 
barer Matrices setzen uns in den Stand, ein sehr bemOTkens- 
werthes System algebraischer Gleichungen allgemein aufeulösen, 


§. 44 Die GleiohTingen von Dedekind und WeieratrasB. Ißl 


das uns im Verlauf unserer Darstellung noch mehrfach be- 
gegnen wird. 

Dieses Gleichungssystem ist in der Theorie der algebraischen 
Zahlkdrper aufgetreten und ist von Dedekind im §. 159 der 
zweiten Auflage von Dirichlet’s Vorlesungen über Zahlentheorie 
eingehend untersucht (1871). Andererseits ist es die Grundlage 
fiir die Untersuchungen von Weierstrass i) und Dedekind®) 
über die aus n Haupteinheiten gebildeten complexen GrösseiL In 
neuester Zeit ist Frobenius durch seine unten zu besprechenden 
Untersuchungen über die allgemeine Gruppentheorie auf diese 
Gleichungen geführt worden»). 

Die Indices a, y, d, . . . sollen, von einander unabhängig, die 
Reihe der Zahlen 1, 2, 3, ... n durchlaufen, und es sei eia 
System von w» gegebenen OrÖBsen. 

Die Unbekannten , f j - - . r« sollen so bestimmt werden, 

dass die Gleichungen bestehen: 

(1) = S 

Da die Anzahl der Gleichungen grosser ist, als die A^nTsbl 
der Unbekannten, so können die gegebenen Grossen nicht von 
einander unabhängig sein. Wir beschränken sie zunächst durch 
die Bedingung 

( 2 ) 

wodurch zwei der Gleichungen (1), die durch Vertauschung von 
ß und y aus einander hervorgehen, in einander ubergehen. 

Multiplioiren wir (1) mit und wenden dasselbe System (1) 
auf die rechte Seite an, so ergiebt sich 

(3) ^«,|S,y^a,f,(J^a» 

und wenn man hierin y und d vertauscht, und verlangt, dass 
wie die linke, so auch die rechte Seite ungeändert bleiben soll, 
so folgt 

(^) 2 ®i,^,y ^ ^«1 /?! ^<*1 *1 y ’ 

Die Bedingungen (2) und (4) setzen wir also als erftillt voraus, 
und bemerken noch, dass sie sich als nothwendig erweisen, wenn 

^) WeieretraBB, Göttinger Naohnoliteii 1884 und früher Bohon in 
VorleBungen. 

•) Dedekind, Göttinger Naohriohten 1885. , n i 

®) Frobeninfl, Ueber vertanaohbare Matrizen. Sitzungsber. d. BerL 

Akademie, 21. Mai 1896. 
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vBrlangt "wird, dass zwißchGu den fa kßine lineare Helntion mit 
rational Ton den a abhängigen Coefficienten bestehe. Diese 
Forderung ist in der Theorie der algebraischen Zahlkorper von 
Wichtigkeit, soll aber hier zunächst nicht festgehalten werden. 
Der Forderung (4) können wir, wenn wir 


(5) 




/ ^h,a,o) • 

• *1 Oi,»,o ^ 

08,1,01 Oa,a,a, . 

‘ -1 


• M 0«,n,a / 


setzen, auch den Ausdruck geben [§. 43, (3)]; 

Die Matrices .Ij, . . . An sollen, je zwei und zwei, 
unter einander vertauschbar sein. 

Bezeichnen wir also mit rj, . . r« ein System zusammen- 
gehöriger Multiplicatoren dieser Matrices, so können wir den 
Satz §. 43, 11. anwenden, und finden, dass äie so 

bestimmt werden können, dass sie nicht alle verschwinden, und 
dass zugleich die Gleichungen bestehen: 

I 

( 6 ) laa,^yX, = ryXa. 

Ersetzen •wir hierin a durch A, setzen also 

multiplimren mit und smnmiren in Bezug auf >1, so folgt, 
wenn wir rechts wieder das Gleiohungssystem (6) anwenden. 


(7) 




Schreiben wir dagegen (6) so: 

f 

multiplioiren mit und summiren wieder in Bezug auf A, 




so folgt 
( 8 ) 


• i 1 

Nun ist aber mit Ruoksioht auf (2) und (4) 

und demnach ergiebt die Vergleichung von (7) und (8), da nicht 
alle Xa verschwinden, 



§. 44. Die Gleichungen von Dedekind und Weierstraaß. 


d. h. jedes System zuaammengeliönger Multiplicsatoren genügt den 
Bedingungen (1). Aus dem Satze §. 43, 12. folgt auch noch, dass 
diese G-leiohung keine anderen Ldaungen hat, wenn man von 
der evidenten Lösung r« = 0 absieht. Damit haben wir den von 
Frobenius gefundenen Satz abgeleitet, den wir so formuliren: 

1. lat Al, A,, . . An ein System vertan sohhnrer 
Matricjes, deren Elemente den Bedingungen 

genügen, so sind die n Systeme zusammen- 
gehöriger Multiplicatoren r« Lösungen des 
Gleich nngssystems 

und dies System hat keine andere Lösung. 

Dabei ist nicht ausgeschlossen, dass mehrere dieser Systeme 
zusammengehonger Multiphcatoren mit einander identisch sind, 
oder dass eines oder mehrere von ihnen • aus lauter Wullen 
bestehen. 

Sind die o>a (iy K^göben , so erhält man die n Systeme zu- 
sammengehöriger Multiplicatoren durch eine Gleichung Grades. 
Dieser Gleichung kann man die folgende Form geben: 

Man führe ein System unabhängiger Variablen Xj, a;*, . . Xn 
ein, und setze 

( 10 ) 

Dadurch erhält man aus (1) 

( 11 ) . = 

und wenn man die elimmirt, die Gleichung Grades für r* 


^,1 1 

^2,1, ^*s,a — 


= 0. 


Of^n—r 


Die Wurzeln dieser Gleichung, die gleich oder verschieden 
sein können, sind Imeare Functionen der Variablen £C, und wenn 
wir sie mit 

(13) + r^^x^ -| + 
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bezeichnen, so sind fiir x = 1, 2, . n die 

«Systeme zusammengehöriger Multiplicatoren. 

Sucht man in (12) den Coefficienten der (« — 1)^ Potenz 
von r auf, so ergiebt sich 


2 “f“ ÖlfljS "h * * • “h ^,n 

und daraus 

(14) = 

Wenn man also das System (1) für die verschiedenen 
bildet und dann summirt, so ergiebt sich nach (14), mit Benutzung 
von (2) und (4) * 

(16) 


l a 




und wenn man daher 

(16) 
setzt: 


= 12 


^P,Y ^ 2 O, 




(17) = 

Bezeichnen vir also nodt R die Determinante der also 

(18) B = 2±ri^5rW...r<;*), 

so ergiebt sich nach dem MultiplicationsBatze der Determinanten 

(19) ü* = 2 ± Ci,i Cs,Ä , . . 

Hiernach lässt sich der Satz 1. in folgender Weise ergänzen: 

2. Genügen die «® Grössen den Bedingungen 

(2), (4) und ist die Determinante der durch (16) 
definirten von Null verschieden, so haben 
die Gleichungen (1) genau n verschiedene Lö- 
sungen und die aus diesen r^) gebildete 
Determinante R ist von Null versohiöden. 


§• 45. 

Normalform in endlichen Gruppen linearer 
Substitutionen. 

Wenn die lineare Substitution A einer endlichen Gruppe 
angehort, so muss jedenfalls ihre Determinante von Null ver- 
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schieden sein. Es muss einen endlichen Exponenten m geben, 
für den 

( 1 ) Ä^ = J 

die identische Substitution ist In diesem Falle können wir Ä 
immer in eine Multiplioation transformiren. 

Hat man Ä zunächst in die Normalform 



transfonnirt, so erhält man durch wiederholte Zusammensetzung 
von N mit sich seihst immer wieder die Normalform, und in 
smd die Mnltipücatoren 

AI, Xl Aj, . . . 

Demnach sind die Grössen Ag, Aj, . . . Einheitswurzeln vom 
Grade tw. Für das zweite Element ot, der ersten Zeile von JN’' 
erhält man 

( 3 ) oty = « (Aj ^ - 1 - Al * Ag -j- Aj ^ Aj® Ag ). 

Ist Aj von Ag verschieden, so können wir a = 0 annehmen 
(nach §. 42, 7.) und dann werden auch alle = 0, Ist aber 
Al = Ag, BO ergiebt die Gleichung ( 3 ): 

Oy = V Al“^a 

und da nun = J”, also otm = 0 sem muss, so folgt, dass in 
diesem Fälle a = 0 ist 

Um zu zeigen, wie dieser Schluss fortzusetzen ist, sei 
bereits in die Form gebracht 

Al, 0, 0, y ... 

0 , ya, 0, y' . . . 

( 4 ) N= 0 , 0 , As, yV .. . 

0 , 0, 0, A4 . . . 


Bilden wir hieraus JT, so ergiebt sich eine Matrix derselben 
Form, m der in der vierten Colonne die Elemente stehen: 

yy = y (aJ“^ -f- Al^® A 4 4- ^ ® AJ + . • • 4“ Al 

yi = y' (aJ”*^ 4“ AJ ^ A 4 ^ * AJ • 4" A 4 

y'i = (aJ“^ 4 “ Aj“^ A 4 + Aj ® Al -j- • • • 4 - Al 

Ist A 4 von Al oder von Aj oder von Ag verschieden, so kann 
y oder y' oder nach §. 42, 7. gleich NuÜ angenommen werden. 
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Ist aller emetn der anderen A gleich, so folgt ■wieder aus 
ir = J, also = 0, y’„, = 0, y« = 0, dass auch y oder y' 
oder = 0 sein muss. Hieraus ergiebt sich der Satz: 

1. Wenn die lineare Substitution Ä einer endlichen 
Gruppe angehbrt, so lasst sie sich immer in eine 
Multiplication 

Jkf = (Aj, Aj, . . A*) 

transformiren 

Wie wir früher (§ 42, 4.) schon gesehen haben, sind die 
Multiplicatoren Ai, X,, . . . von M durch A selbst Yollig be- 
stimmt, Eine andere Frage ist aber die, ob es mehrere Sub- 
stitutionen L giebt, durch die eine Substitution A in die Multi- 
plication M transformirt wird. Hierüber gilt der folgende Satz: 

2. Wenn in der Multiplication M mehrere der 
Multiplicatoren einander gleich sind, etwa 

= Aj = . . « 

so ändert sich die Multiplication nicht, wenn 
auf die Variablen a^i, rCj, . . av irgend eine lineare 
Substitution yon der Dimension r angewandt 
wird. 

Da nämhch unter dieser Voraussetzung die MultipUcation 
der Dimension r, 

(^1 ‘ *1 ^)i 

in eine Aehnlichkeitssubstitution übergeht, so ist dies eine un- 
mittelbare Folge des Satzes §. 41, 4., dass eme Aehnhohkeits- 
substitution mit jeder anderen vertauschbar ist, wonach für jede 
beliebige Substitution L von der Dimension r 

L^^MrL = Mr 

ist 

Die Multiplication M hat zu Polen die Punkte mit den 
Goordinaten 

1 , 0 , 0 , . . . 0 , 

0 , 1 , 0 , . . , 0 , 


0 , 0 , 0 , . . . 1 , 

Von diesem Satze Bind versoliiedene Beweise gegeben vonLipeohitz 
(Aota Mathematioa 10, 1878), Kroneoker (Berliner Akademie 1890), Weyr 
(Monatebefte f. Mathematik xl Physik I, 1890), Rost, Moore, Masohke 
(die beiden letzteren in Matbem. Annalen, Bd. 60). 
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die wir die Coordinateu ecken nennen. Sind die Multiplicatoren 
ila, . . kn alle von einander verschieden, bo sind dies auch 
die einzigen Pole von M. Ist aber 

BO sind alle Punkte sich selbst zugeordnet, deren Coordinaten 
den Gleichungen 

= 0 , = 0 , . . = 0 

genügen. Diese Punkte bilden eine unendliche Mannigfaltigkeit, 
und erfüllen einen Raum von r — 1 Dimensionen, der im Raume 
Hn—i enthalten ist. 

Sind 1x5 • In irgend n feste Grossen, die nicht alle ver- 

schwinden, BO erfüllen alle Punkte a;, deren Coordinaten der 
Bedingung 

li^i + -[-*•* + = 0 

genügen, einen Raum Man kann n Punkte immer so aus- 

wählen, dass sie nicht in einem jB»— a liegen, man muss ihre 
Coordinaten nur so annehmen, dass die daraus gebildete Deter- 
minante von Null verschieden ist Solche Punkte sollen linear 
unabhängig heissen. 

Es gilt dann der Satz 

3. Wählt man, wenn es möglich ist, zu Ooordinaten- 
ecken n linear unabhängige Pole der Sub- 
stitution Aj so wird A eine Multiplication. 

Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar aus §. 41, (1), wenn 
man in den Variablenreihen 

Xn 

yi, ya • • -5 Vn 

alle Variablen, bis auf ein Paar Xi, y^, glöich Null setzt, was ja, 
wenn die Coordinatenecken Pole von A sind, gestattet ist. 

§. 46. 

Collineationen. 

Wir haben schon oben gesehen, dass zwei mit einer dritten 
ähnliche Substitutionen gleicher Dimension unter einander ähn- 
lich sind. Demnach können wir alle mit einander ähnlichen 
Substitutionen n*“ Dimension in eine Olasse vereinigen, und jede 
Substitution kann in einer und nur in einOT solchen Classe 
untergebracht werden. Die einzelnen Substitutionen einer Classe 
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die mr die Coordinaten ecken nennen. Sind die Multiplicatoren 
Al, Aj, . . alle Yon einander verschieden, so sind dies auch 
die einzigen Pole von Ist aber 

Al = Ajj = • • = 

so Bind alle Punkte sich selbst zugeordnet, deren Coordinaten 
den Gleichungen 

flV+i = 0, Xr+i = 0, . . ., a;« = 0 

genügen. Diese Punkte bilden eine unendliche Mannigfaltigkeit, 
und erfüllen einen Raum von r — 1 Dimensionen, der im Raume 
Bn—i enthalten ist 

Sind li, la, . . . in irgend n feste Grossen, die nicht alle ver- 
schwinden, so erfüllen alle Punkte x, deren Coordinaten der 
Bedingung 

H“ ‘ • H“ ^ 

genügen, einen Raum ü«_a. Man kann n Punkte immer so aus- 
wäMen, dass sie nicht in einem 2in— a liegen, man muss ihre 
Coordinaten nur so annehmen, dass die daraus gebildete Deter- 
minante von Null verschieden ist Solche Punkte sollen linear 
unabhängig heissen. 

Es gilt dann der Satz 

3. Wählt man, wenn es möglich ist, zu Coordinaten- 
ecken n linear unabhängige Pole der Sub- 
stitution so wird A eine Multiplication. 

Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar aus §. 41, (1), wenn 
man in den Variablenreihen 

x^ • • XJ^ 

J/n Vi • - tfn 

alle Variablen, bis auf ein Paar Xi^ yi^ gleich Null setzt, was ja, 
wenn die Coordmatenecken Pole von A sind, gestattet ist. 

§. 46. 

Collineationen. 

Wir haben schon oben gesehen, dass zwei mit einer dritten 
ähnliche Substitutionen gleicher Dimension unter einander ähn- 
lich sind. Demnach können wir alle mit emander ähnlichen 
Substitutionen n*“ Dimension m eine Classe vereinigen, und jede 
Substitution kann in einer und nur in einer solchen Classe 
untergebracht werden. Die einzelnen Substitutionen emer Classe 
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heissen die Repräsentanten der Clasae, und jede Claase ist 
durch irgend einen ihrer Repräsentanten völlig bestimmt. 

Ist A ähnlich mit A', B ähnlich mit B\ so ist auch AB 
ähnlich mit A^B\ 

Bezeichnen wir also mit 21, S die Olassen, in die A^ A und 
jB, B* gehören, so gelangt man immer in dieselbe Clasae, welchen 
Repräsentanten aus 2[ und aus 8 man auch zusammensetzen 
mag. Diese Claase, die durch AB oder AB* repräsentirt wird, 
nennen wir daher aus 21 und © zusammengesetzt und bezeichnen 
sie mit 21 S. Bei dieser Zusammensetzung gelten dieselben 
Regeln, wie hei der ZTisATnmensetzung der Substitutionen selbst, 
und die Gesammtheit der Olassen bildet also auch eine Gruppe. 

Wenn wir, wie in der projectiven Geometrie, durch die Ver- 
hältnisse der Variablen rcj, 2 ^, . . ., Xn einen Punkt bestimmen, 
so führen alle Substitutionen A dieselbe Claase 21 gehören, 

auf die Variablen (x) angewandt, zu demselben transfonnirten 
Punkte {xf) = A{x), Wir nennen die Classe 21 der unter ein- 
ander ähnlichen Substitutionen mit einem aus der Geometne 
stammenden Ausdruck Oollineationen i). 

Ißt G eiue endliche oder unendliche Gruppe linearer Sub- 
stitutionen , BO bilden die m G enthaltenen Aehnlichkeits- 
substitutionen (v, v, . . . v) einen Normaltheüer von G, den wir 
mit N hezeiohneru lat dann Ä irgend eine Substitution in G, 
so heisst die Nehengmppe NA oder AN eine in G enthaltene 
Gollineation. Es kann nun Vorkommen, auch wenn G un- 
endlich ist, dass die Anzahl dieser m G enthaltenen CoUinea- 
tionen endlich ist und diese Zahl wird dann nach §. 2 mit 

(1) j = (<?, N) 

bezeichnet Man kann die Repräsentanten A^^ , . ., .4/— i 
answählen, dass 

(2) Q = N+NA^ + NA,-\ h 

wird. Die Gruppe G/N ist endlich und vom Grade j. Sie heisst 
die in G enthaltene Collineationsgruppe. 

Ist A eine Substitution in G mit der Determinante a, so 
leiten wir aus A eine neue Subsütntion 

(3) A = A 


In der erBtan Auflage war der Aufldraok „Substitution der VerbfLlt- 
nifise'^ gebraucht 
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her, deren Determinante = 1 ist, und indem wir der «^Wurzel 

a " ihre n verschiedenen Werthe beilegen, erhalten wir n ver- 
schiedene Substitutionen A' aus jedem alle diese sind 
unter einander und mit A selbst ähnlich. 

Ist ebenso 

(4) = 

so sind A' und B' dann und nur dann mit emander ähnlich, 
wenn A und B ähnlich sind, und es ist 

(5) A^B' = {ab)~'^ AB. 

Also bilden die J.', 5', . . . auch eine Gruppe, die aus lauter 
Substitutionen mit der Determinante 1 besteht, und die wir mit 
8 bezeichnen wollen. Die in S enthaltene Gruppe der Aehnlioh- 
keitssuhstitutionen besteht, wenn p jede beliebige Einheits- 
wurzel bedeutet, aus den Multiplicationen 

(p. ■ p)- 

Diese Gruppe ist also endlich und zwar vom Grade n und 
soll nut B bezeichnet werden. Die Gruppe 8 lässt sich dem- 
nach BO darstellen: 

(6) 8 = jB -|- BAi -|- BAj -j- ■ ■ • -|- i» 

und ist daher endlich und vom Grade nj. Die Collineations- 
gruppe 8/ B ist isomorph mit Q/N. 

Bezeichnen wir mit 91 das System Grades 

(7) 91 = 1, Al, A^, . . T Aj— 1, 

was im Allgemeinen keine Gruppe ist, so können wir nach der 
Composition der Th eile \ 

(8) jS = JJ9I 

setzen. Wir sprechen hiernach den Satz aus: 

1. Jede endliche Collineationsgruppe vom Grade j 
wird erhalten aus einer Gruppe linearer Substitu- 
tionen mit der Determinante 1 und vom Grade nj. 

Es kann nun verkommen, dass, wemgstens bei passender 
Auswahl der Repräsentanten (7), in 8 eine andere Gruppe von 
niedrigerem Grade 

(9) S' = Ji'9I 

enthalten ist, worin dann B ein Theiler von B sein muss, und 
dann ist 8'/B gleichfaUs mit G-/N isomorph. Insbesondere ist 
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der Fall möglich, dass 91 eelbat schon bei passender Answahl der 
Repiwentanten eine Gruppe ist, und dann ist Q/S mit dieser 
Substitutionsgruppe isomorph. In dieser Gruppe 21 ist dann, 
ausser der Identität, keine Aehnliohkeitssubatitution enthalten. 
Für die Folge soll eme Gruppe Imeajer Substitutionen mit der 
Determinante 1, in der ausser der Identität keine AehnUchkeits- 
substitution vorkommt, eine reine Gruppe linearer Sub- 
stitutionen genannt werden. 

Kennzeichen für eine reine Gruppe werden spater abgeleitet. 

Im Gebiete der binären Substitutionen ist die Substitution Ä: 




als Oollineation aufgefasst, gleichbedeutend mit der linearen 
gebrochenen Substitution: 

+ 

wenn ^ und ^ gesetzt wird ; kommt eine 

zweite Substitution A!\ 

_ (a\ h'\ 


oder 


(«1, fj) = (ß/’d') 


^ ~ c'-ij + d' 

hinzu, BO erhält man die zusammengesetzte Substitution 

jft _ 

durch die g durch | ausgedrückt wird: 

_ + ¥ 

nach den Regeln der Composition in der Form 

/fl'', 6"\ _ /a', V\ /o, _ /a'a + 6'c, a'6 + Vd\ 

\c", d'7 V» äO \c, c?/ Wa 4” d* ö, ö' 6 -j- ä/d ) ' 

Ist eine solche Substitution multiplioativ, hat sie also die Form 


/a,0\ 

Ud;’ 


so werden wir auch das Verhältniss a : d den Multiplioator 
nennen. 

Die Gruppe II ist hier vom zweiten Grade: 

/l, 0\ /— 1. 0\ 
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Permutationen als lineare Substitutionen. 


Die Wichtigkeit der linearen Substitutionen und besonders 
der aus ihnen gebildeten endlichen Gruppen fiir die Algebra 
ergiebt sich daraus, dass die Permutationsgruppen von n Ele- 
menten als specieUe Fälle solcher Substitutionsgruppen aufjgetasst 
werden können. 

Bezeichnen wir nämlich mit .• x^ ein System von 

n Veränderlichen, und mit «i, oca, . . . a„ irgend eine Anordnung 
der n Ziffern 1, 2, ... n, so bestimmen die Gleichungen: 

( 1 ) X^ X^ = Xa^^ . . . Xfi = Xa^ 

eine lineare Substitution Dimension: 


/«?),... aa)x 

( 2 ) = ’ (x) = Aix'), 

. . . owy 

bei der m jeder Zeile und m jeder Colonne nur ein Coefficient 
von Null verschieden ist, und dieser eine den Werth 1 hat 

Die Determinante \A\ der Substitution ist also = ± 1. Setzt 
man aber nach Ausführung der Substitution für afi wieder Xi^ so 
ist das Ergebniss nichts Anderes, als die Permutation 

/l, 2, . . . n \ 

\«1, Oa, . . , Ofin/ ■ 

der Indices von x. 

Ist B eine zweite ebenso gebildete Substitution 

(3) = 
oder ausführlicher: 


(4) Xi — fl/^, 55a — • • "j ^fi — 

so ergiebt die Zusammensetzung nach den Regeln des §. 41: 

(6) a:, = a,^^, . . ., a;„ = 

was abgekürzt durch 
(6) (x) = ÄB(x") 

zn bezeichnen ist. 

Nach Bd. I, §, 166 ist aber (nach der Znaammensetzung der 
Permntationen) : 


/l, 2, . . . n \ /l, 2, . . n Y 2 , ...» \ 



192 


Sechster Abschnitt. 


§. 47 

Faßsen wir also die Substitutioneii JL, B als Permutationen 
der Indices auf, so ist die SnbBtitntion AB gleichbedentend mit 
der zuBammeiigesetzteii Permutation AB, 

Die Permutationagruppen vou n Ziffern sind hiernach nichts 
Anderes, als ein speoieller Fall endlicher Gruppen linearer 
Substitutionen n*“ Dimension.' 

Die Permutationen der ersten Art entsprechen Substitutionen 
mit der Determinante -f-l, nnd die Permutationen der zweiten 
Art Substitutionen mit der Determinante — 1. 

Dies ergiebt sich einfach daraus, dass eine Transposition, 
z. B. (1, 2), der Substitution 

/O, 1, 0, . . . Ov 
1 , 0 , 0 , ... 0 
|0, 0, 1, ... o|, 

\ 0 , 0 , 0 , . . ’. 1 / 

deren Determinante — 1 ist, entspricht, und dass man alle Per- 
mutationen der ersten Art aus einer geraden, und alle Per- 
mutationen der zweiten Art aus einer ungeraden Anzahl von 
Transpositionen zusammensetzen kann. 
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Die allgemeinen Charaktere einer Gruppe 

Auf die Sätze über Matrices, die in §§, 43 und 44 abgeleitet 
sind, hat Frobenius eine Verallgemeinerung des Begriffe der 
Charaktere (§. 13) gegründet, die einen tiefen Einblick m den 
Bau einer Gruppe gewährt, und für die Theorie der endlichen 
Gruppen von grosser Wichtigkeit zu werden verspricht Wenn 
es auch nicht möglich ist, diese schönen, zum Theil schwierigen 
Untersuchungen hier in ganzer Ausdehnung mitzutheüen , so 
wollen wir doch versuchen, dem Leser eine auf Beispiele ge- 
stützte Vorstellung von dem Inhalt dieser Sätze zu geben, indem 
wir für ein genaueres Studium auf die Abhandlungen von Fro- 
benius verweisen 1). 

Es sei also P eine endliche Gruppe vom Grade ä; die Elemente 
dieser Gruppe seien a, 6, c, . . ., das Einheitselement sei 1, und 
r, s seien Zeichen für ein veränderliches Element, was die ganze 
Gruppe durchlauft 

L Unter einem Charakter der Gruppe P versteht 
man ein System von h Zahlwerthen 

Z(c), . • M 

Frobenina, Sitznugsbenohte der Berliner Akademie, „Ueber 
Gruppenoliaraktere“, SO. Juli 1896. „Ueber die Primfactoren der Grappen- 
determinante“, 3. December 1896. „Ueber die Darstellnng der endboben 
Gmppen dnrob. bneare Subetitiitionen“, 18 November 1897. 

Weber, Algebra. IL 13 
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entsprechend den h Elementen der Gruppe P, 
die den folgenden Bedingungen genügen: 

( 1 ) %iaV) = x0O’) 

für ]e zwei Elemente o, i von P, 

(2) hxib)%{c)=f2%(br-^cr), 

wenn r die ganze Gruppe P durchläuft, und 6, c 
irgend zwei Elemente von P sind; 

(3) h = Zx(x)Zi^^) 
und 

( 4 ) / > 0 . 

Hierin bedeutet f eine aus den Bedingungen (1) bis (4) 
noch zu hestinimende Zahl, die der Grad des Charakters 
heisst, und für die sich, wenn man m (2) c = 1 setzt und 
beachtet, dass wegen (3) nicht alle %(&) verschwinden können, 
der Ausdruck 

(5) /=J!(1) 

ergiebt 

Die Zahlwerthe % (a), % (P\ % • • • werden, wie die Bezeich- 

nung andeutet, als Werthe einer Function für r = a, 6, c, . . . 
betrachtet. 

Zwei Charaktere % und heissen von emander verschieden, 
wenn wenigstens ein Element a in P existirt, für welches %{(i) 
von 2 '(ö) verschieden ist. Sind nun % und jd zwei gleiche oder 
verschiedene Charaktere, so setzen wir s an Stelle von c, mul- 
tiphciren (2) mit und erhalten, wenn wir in Bezug auf 

s summiren, 

^%Q>):tx (s) z' (S-") = / z (& r-i 8 r) i (s- 1 ). 

Halten wir zunächst r fest, so durchlauft zugleich 

mit s die ganze Gruppe P, und wenn wir daher rsr"^ für s 
setzen und beachten, dass nach (1) 

Z'(rs-^r-^)= x'is-^) 

ist, so folgt 

£z(bfr-^8r)x'is-^) = Z s) z' (»"0 =? Z{bs)x' 

Es ist folghoh 

Z (J) i z (s) Z' (s-") = f 2 x 0 ) 8 ) z'(s~")- 


( 6 ) 
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Nimmt man %^ = so ergiebt sich hieraus nach (3) die 
erste Folgerung 

2x(b8)x{s-^) = j%(Jb). 

Ersetzt man aber in der Summe auf der rechten Seite von (6) 
s durch also durch so folgt nach (1) 

und weim man hierin % mit jd vertauscht, und auf der linhen 
Seite s durch 5 “^ ersetzt, 

(7) i (p) ^ X (s) x' (5-^) =f^Xp8)x! 

Wenn nun x von x! verschieden ist, so können die beiden 
Verbal tmsse xQ>)'f x! Q>)^f nicht für alle b übereinstimmen, 

weil sonst nach (3) und (4) f = f' und folglich %(&) = xf(i) 
wäre. Demnach ergiebt die Vergleichung von (6) und (7): 

^X{3)x'(s-^) = 0, 
und daraus nach (6) allgemein für jedes b 

^xP8)x:i^^) = o. 

Wir haben also den Satz 

IL Wenn % oiii- Charakter der Gruppe ist, so ist 

( 8 ) f ^ Z(i>r)x(r^) = hx(b) 

und wenn ©m von % verschiedener Charakter 
ist, BO ist 

(9) ^2;(&r)%'(r-i) = 0, 

Wenn P eine Abel’sche Gruppe ist, so ist die Bedingung 
(1) identisch befriedigt und (2) ergiebt 

X(P)z(c) = 

daraus folgt als spedeller Fall 

Xir)x(r-^) =/* 

und folglich aus (3) und (4) / = 1 und daraus 

Xibc) = X(i)x(p)- 

Dies aber ist nach §. 13 die Definition eines Charakters 

18* 
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einer Atersclien Gruppe. Für den Fall der Ab ersehen Gruppe 
geht also die jetzige erweiterte Definition in die frühere über. 

Ist Q ein Nonnaltheiler von P vom Index v, so erhalten 
wir nach §. 4 die zu ^ complementäre Gruppe P/Q als die 
Gruppe der Neben gruppen 

P = Q + öl “f- • ‘ * “1" Öv-i 

= Ö +aÖ + iöH 

Ist dann 

^(Q), ^ • • •, i’iQy-i) 

ein Charakter der Gruppe P/Q^ so erhalten wir daraus einen 
Charakter der Gruppe P selbst, wenn wir für aUe in einer der 
Nebengruppe Qi enthaltenen Elemente ot setzen 

(10) xioi) = 

Wenn nämlich cc die Elemente einer bestimmten Neben- 
gruppe yQ durchläuft, so bleibt nach der Bestimmung (10) 
unverändert = ^ (iy~^cy Q), und ebenso behalten 
x(x) und die unveränderten Werthe ^(yQ), 

Daraus aber ergiebt sich unmittelbar, dass die Bestimmungen 
der Definition L durch (10) erfüllt sind, wenn die den ent- 
sprechenden Bedingungen für die Gruppe P/Q genügen. Wir 
können hiernach den Satz aussprechen: 

IQ. Ist Q ein N ormaltheiler von P, so erhält man 
aus jedem Charakter der Gruppe P/Q durch 
(10) einen Charakter der Gruppe P. 

Ist P/Q eine Abel’sche Gruppe, so existiren, wie wir wissen, 
(P, Q) Charaktere ifj, die sämmtheh Einheitswurzeln sind, und 
für die i/?(l) = 1 ist. Dieser Fall tritt nach §. 32, IIL immer 
dann und nur dann ein, wenn Q durch die Commutatorgruppe 
G theilbar ist. Wir haben also den Satz: 

IV. Ist 0 die Commutatorgruppe von P, so existiren 
(P, 0) Charaktere ersten Grades der Gruppe P, 
Diese sind zugleich die Charaktere der Abel’- 
Bchen Gruppe P/C. 

Ob die BO bestimmten die einzigen Charaktere ersten Grades 
sind, bleibt einstweilen dahingestellt. 
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Bestimmung der Charaktere. 

Für die Bestimmung der Charaktere ist die Eintheilung der 
Gruppe in Classen conjugirter Elemente 'wesentlich, wie 
wir sie in §. 32 kennen gelernt haben. 

Nach §. 48, (1) ist nämlich 

X(r-^ar) = %(a) 

und daraus folgt, dass jeder Charakter %{a) für alle conjugirten 
Elemente a denselben Werth hat Der Charakter ist also nicht 
sowohl eine Function der Elemente als der Classen. Wir wollen 
die Classen durch die griechischen Buchstaben a, /5, y, . . . be- 
zeichnen, und dem entsprechend einen Charakter mit 

% 0 , %y^ . . - 

Um die 06 , y, . . . durch Ziffern ersetzen zu können, denken 
'wir uns die Classen in irgend einer Reihenfolge 

1, 2, 3, ■ • . Ä/ 

numerirt, wobei 1 jedoch immer die Hauptclasse, (L h. die aus 
dem einzigen Hauptelement bestehende Classe bedeuten soll 
Die Anzahl der Classen in der Gruppe P bezeichnen wir mit 
Ä, und die Anzahl der Elemente (den Grad) der Classe « mit ha* 
Durchläuft a eine Classe a, so durchläuft gleichzeitig a~^ 
eine Classe a', die wir die zu oc reciproke Classe nennen (die 
natürlich auch mit a identiflch sein kann). 

Es ist daher 

( 1 ) Äo. = ha* 

Wenn 'wir nun in den Formeln §. 48, (2) für 6 setzen 
und die Summe über alle Elemente s der Gruppe P 
nehmen, so ergiebt sich 

( 2 ) h^%ß%Y = f 

Wenn nun r und s die Gruppe P durchlaufen, so durchlaufen 
8-^^hs und 

die Classe y der Elemente J, c, aber so, dass jedes Element 
h:hß und AiAymal erzeugt 'wird. Demnach ergiebt sich aus (2) 

(3) hpJ^XßZr=/±\(bc), 

worin i die Classe ß und e die Classe y einmal durchläuft. 
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1. Wir bezeichnen mit Äa,/s,r die Zahl, welche an- 
giebt, wie oft die Gleichung 

(4) abß = l 

befriedigt wird, wenn a die Classe a, h die 
Classe ß und c die Olaase y durchlauft. Äa,/ 9 ,y 
ist also eine ganze, nicht negative ZahL 

Dann wird es sich Aa'./s.y mal ereignen, dass das auf der 
rechten Seite von (3) vorkommende Element bc m eine bestimmte 
Classe a gehört, und wir können hiernach die Formel (3) auch 
BO darstellen 

(5) Ay = / 2? 

worin jetzt auf der rechten Seite a die Gesammtheit der Olassen 
durchläuft 

Setzen wir hierin noch 


ZaÄa 


— f, ^ 


( 6 ) ^ ^ 

so können wir (5) auch so darstellen: 


a 

(' 7 ) r^ry = 

üm aus diesen Gleichungen weitere Schlüsse zu ziehen, 
müssen zunächst einige Eigenschaften der Zahlen ’ha.ß.y abgeleitet 
werden. 

Ans der Gleichung (4) folgt 

ca'bcc''^ = cab = 1, 

nnd folglich ist ferner c6<r"^ hei feststehen- 

dem c zugleich mit b die Cla®e ß durchläuft, so folgt, dass (4) 
ebenso viele Losungen bat wie 

acb<r~^c = acb = 1, 

und dass also Aa,| 9 ,y = K,y^ß ist Also: 

2. Die Zahl hc^a,y bleibt ungeandert, wenn a, jS, y 
beliebig unter einander vertauscht werden. 

Verstehen wir unter ha a.y d die Anzahl der Lösungen der 
Gleichung 

(8) aicd = 1, 

wenn o, 6, c, d die Classen ß^ y^ S durchlaufen, so folgt ebenso 
wie bei Äa,^,y, dass auch in ha^ß^yj die Indices a, ß^ y, 9 beliebig 
vertauscht, werden können. 
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Setzt man jetzt 

(9) ab = e-\ 

80 erhält man für jedes e eine bestimmte Anzahl von Losungen 
von (9), in denen a ans einer Classe a, h aus einer Classe ß 
genommen ist. Diese Zahl bleibt aber dieselbe, wenn man e 
durch ein anderes Element derselben Classe e ersetzt, weil mit 
(9) zugleich 

r-^arr^^br = 


besteht und ir~^ar und r^^br gleichzeitig mit a und b die Classen 
a und ß durchlaufen. Hiernach ist die Anzahl der Losungen 
von (9) für ein bestimmtes e gleich 

Ebenso ist nach (1) die Anzahl der Lösungen von 
(10) cd = e 

gleich : Ä,. Aus dem gleichzeitigen Bestehen von (9) und 
(10) folgt aber (8), und daher ist die Anzahl der Lösungen von 
(8), die nach (9) dasselbe Element e ergeben, gleich 

hi ’ 

und wenn man noch e die ganze Classe a durchlaufen lässt, so 
erhält man für jedes dieser e die gleiche Zahl Die Anzahl aller 
Lösungen von (8) ist hiernach 




ha,^,» hy^ 

~ ^ K 






Hierin führen wir die durch (6) definirten Zahlen aa^^^y ein und 
setzen, da man in den ha^p^y die Indices permutiren darf, 

ha^ « = Äflf gj 1? , 

= h, ag^y^tj. 

Folglich, wenn noch cs durch a' ersetzt wird, 

1 

har,^,y^6 = ha ^ aa^g^p ag^yj^ 

und da man nun in ha^^p^yj die Indices permutiren darf, so 
ergiebt sich der folgende Satz; 

3. Die Zahlen 

V/» y 
ha 


( 11 ) 


genügen den Relationen 
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( 12 ) 

• a 

(13) 2? ^ (ht, 9, d 

Um die Sätze des §. 44 anwenden zu können, müssen wir 
noch die Grossen 

X, 1 

(14:) ÖO,/? = flx,l,0 öll,X,/S 

und die aus ihnen gebildete Determinante Grades 

(15) G = 2? + (?i,iC 2,2 . • * Ck,fc 

untersuchen. 

Dazu bedürfen wir noch der Kenntniss zweier Eigenschaften 
der Zahlen Aa,^,y. 

Da mit der Gleichung (4) immer zugleich die Gleichung 

_ 2 


besteht, so ergiebt sich die erste dieser Formeln 

(16) ^ö,/3»r = 

Setzen wir ferner in (4) für c das Hauptelement 1, so erhalten 
wir die Gleichung 

ab = 1, 

die oflFenbar nur dann lösbar ist, wenn « und ß reciproke Classen 
sind, und die dann ha Lösungen hat, also, wenn ß von a' ver- 
schieden ist 


(^*^3 ^fhß,l — 6, ha,a’,i ha- 

Drücken wir nun die Ca^ß nach (11) durch die h aus, so folgt 
oder naoh (16) 

^ Kh ’ 

und wenn man x' durch x und ß' durch ß ersetzt (nach 2.) 
Setzen wir für den Augenblick 
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SO haben wir, wenn a festgehalten wird, verBchiedene v, ent- 
sprechend den Ä® Combinationen x, ^ und es wird 

( 20 ) Ca,^ = 

Da ß' dieselbe Reihe durchläuft wie /3, abgesehen von der 
Reihenfolge, so ist die Determinante der vom Vorzeichen 
abgesehen, der Determinante C gleich, und es ist also nach dem 
Multiplicationssatze der Determinanten [Bd. I, §. 30 (16J] 

(21) ±C = Z Bi, 

wenn By jede Determinante der Form 

( 22 ) By = Z± 

bedeutet Da die Elemente der Determinanten By hier alle reell 
sind, so könnte G nur dann verschwinden, wenn sämmtliche 
= 0 wären. 

Nun lässt sich aber leicht eine Determinante Bv nachweisen, 
die von Null verschieden ist; denn setzt man 

■kin) _ 

so erhält man nach (17) eme Determinante Br, in der alle nicht 
in der Diagonale stehenden Elemente verschwinden, während die 
Diagonalglieder VÄ^ sind. Wir haben also den Satz : 

4. Die Determinante 0 ist von Null verschieden- 
Hiernach lässt sich der Satz §.44, 2. auf das Gleichungs- 
systeih (7) anwenden, und danach giebt es also Ic verschiedene 
Losungen 

für dieses System, und die Determinante der jst von Null 
verschieden. 

BLat man diese Losungen gefunden, so erhält man aus (6) 
die Charaktere bis auf den Factor in der Form 

(23) haXa = 

und dem Factor / erhält man nach §. 48, (3) bis auf das Vor- 
zeichen, wenn man bedenkt, dass in jener Summe jedes Glied 
•Äxmal vorkommt, aus 

(24) Ä = /»2^- 

Aus dieser Gleichung lässt sich durch EliTninB.tion der r 
eine algebraische Gleichung für herleiten. Es ergiebt sich 
nämlich aus (7) und (24) 
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fl — 2 j^i 2u Ä, ’ 

nnd daranfl, wenn man die Formel (7) noch einmal anwendet, 

^ a X 2, ^ 


Ti ^1» = 2 »■“ 2 2 


X, jt' 

K 


oder mit Anwendung von (13) 


Wenn wir diese Formel abgekürzt so darstellen 

so ist noch (11), (16), (18) und (26) 

A 

m-» a . — a. _ 0<hfl' _ 

(27) , 


(28) 



9 

II 


die Wurzel der 

Gleichung 

Xtm 

Grades 






. . 1 

■ fli.Ä 


(29) 

S = 

a*,!. 



■ 

= 0. 



flfc,!) 

aj 





Diese Gleichung hat aber nur reelle positive Wurzeln. 
Denn bezeichnen wir mit Xa ein System unabhängiger Variablen, 
so ist die q^uadratische Form 

O rrj, . . rcft) = Saa^ß Xa Xß 

eine definite positive Form, weil erstens ihre Determinante 
nach (27) und 4. nicht verschwindet, und weil sie sich zweitens 
nach (27) durch eme Summe von Quadraten, nämlich 

darstellen lässt. Hiernach hat die Gleichung B = 0 nur positive 
Wurzeln (Bd, I, §. 94). Es ergiebt sich also auch für em 
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§. 60 . 

positiver Werth, und nach §. 48, (4) ist also auch / selbst be- 
stimmt Damit sind folgende Sätze bewiesen. 

5. Es giebt Je und nicht mehr verschiedene Charak- 
tere der Gruppe P. Die Grade dieser 
Charaktere sind reelle positive Zahlen. 

Frobenius hat auf einem anderen Wege bewiesen, dass 
die Grade ganze rationale Zahlen sind, und ferner, dass die 
Charaktere Summen von Ei nheitswur zeln smd. Hierauf können 
wir aber hier nicht eingehem 


§. 60 . 

Die Charaktere ersten Grades. 

Die abgeleiteten Resultate gestatten zunächst, alle Charak- 
tere ersten Grades zu ermitteln, und damit nachzuweisen, dass 
mit den in §. 48, IV. erwähnten Charakteren der Gruppe F/C 
die Charaktere ersten Grades erschöpft smd. 

Wenn unter den Werthen eines Charakters % imaginäre ver- 
kommen, so bleiben, da / reell ist, die Definitionsgleichungen 
§. 48, L bestehen, wenn überall % in. — t verwandelt wird. Be- 
deutet also y! die Function, die durch diese Aenderung aus % 
hervorgeht, so ist auch ein Charakter. 

Ebenso ist aus den Gleichungen §. 48, L zu ersehen, dass wir 
einen Charakter %-y erhalten, wenn wir für jedes a 

(1) Zi(ö) 

setzen. Wäre nun x! ’^on verschieden, so würde aus §. 48, (9) 
folgen 

= o 

oder nach (1) 

(2) '?z(y)%'(ä/) = 0- 

Dies aber wäre, da x(y) und conjugirt imaginär smd, 
nur möglich, wenn x{y) fiir alle y verschwmdet, was nicht der 
Fall ißt 

Uebertragen wir dies auf die Classen a, so können wir sagen- 

1. Ein Charakter % hat für zwei reciproke Classen 
a, a' conjugirt imaginäre (oder gleiche reelle) 
Werthe. Ist a mit a' identisch, so ist Xa reelL 



204 


Siebenter Abaohnitt. 


§. 50 . 


Wir bezeiolmeii jetzt mit m das Maximum der absolnten 
Werthe eines Charakters 

lz(a)l. 1X(&)!. lz(c)l. • • • 

Nun gilt der allgemeine Satz, dass der absolute Werth einer 
Summe kleiner ist als die Summe der absoluten Werthe, und 
nur dann dieser Summe gleich, wenn die Summanden in reellem 
VerhaltnisB stehen (Einleitung zum ersten Bande). Folglich, 
haben wir nach §. 48, (2) fiir je zwei Elemente 6, c der Gruppe 

und wenn wir h = c und \%(b)\ = m setzen 
also gilt der Satz: 

2. Die absoluten Werthe eines Charakters % 

alle kleiner, oder höchstens gleich dem Grade / 
des Charakters. 


Mit Hülfe dieses Satzes wollen wir nun die Charaktere 
ersten Grades aufeuchen. Wir setzen also / = 1. 

Dann ergiebt sich aus §. 48, (3) nach 1. und 2., dass die 
absolnten Werthe aller %{r) gleich 1 sein miissen, nnd wenn also 
2 :(f) reell ist, so ist es = ± 1. Nach §. 48, (8) ist aber fiir 
/=1 


2j 


xQ>) 

und es ist also hier der absolute Werth der Summe gleich der 
Summe der absoluten Werthe. Demnach müssen die Verhält- 
nisse : %(b) reell und gleich 1 sein- Also ist 

^ X{^'r)%{r-^) = lQ>), 

und für 0 = 1 


( 3 ) x(y)xir"^) = 1 

und folglich für je zwei Elemente Ic 

W x(po) = xQ>)x{c). 

Hierans folgt, dass der Inbegriff Q aller Elemente a ans P, 
die der Bedingung j; (a) = 1 genngen, eine Gruppe und zwar ein 
Normaltlieiler von P ist, und dass alle Elemente i einer Neben- 
gruppe zu Q denselben Werth %(^) ergeben. Sind ferner hc 
irgend zwei Elemente, so ist %Q)cl-'^c-^) = 1, nnd folglich ist 
in Q enthalten, also 

Qbc = Qeb. 
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§. 51 . 

Es ist also PjQ eine Abel’ sehe Gruppe, und % ist ein Charakter 
dieser Gruppe, wie bewiesen werden sollte. 

Andererseits sind die Bedingungen (4) nach §.48, L auch 
hinreichend für einen Charakter ersten Grades. 

§. 51. 

Beispiele für die Gruppenoharaktere. 

Als erstes Beispiel für die Bestimmung der Charaktere wollen 
wir die Quatemionengruppe wählen (§. 30). Die Elemente dieser 
Gruppe 8*“ Grades bezeichnen wir wie früher mit 
1, fi, «, 0-1, /3, ß-\ y, y-\ 
und diese Elemente zerfallen m fünf Classen 
(1); (ß); 

Die Commutatorgruppe besteht hier aus den beiden Elementen 
1, ß, und folglich haben wir vier Charaktere ersten Grades. 

Die Gleichungen §. 48, (2), (3) geben hier Folgendes: 

( 1 ) ^ =/, 

( 2 ) Xa'^a ^ = /^y 

(3) = fXa, %yXa = = f'^y 

(4) 2X% = 2X^ = 2X\= f^iX^ + Z.) 

( 6 ) 8 = Xi + 2 % + 2 %^ + 2Xi. 

Aus (1) ergeben sieh die beiden Möghehkeiten x* = 

X* = — /. Bei der ersten Annahme wird nach (4) 

= = fB 

und aus (5) ergiebt sich / = 1, und aus (3) 

( 6 ) XaXpXy=h 

Die Annabme x* = — / giebt Xa = %ß = Xy= ^ 2 

Demnach haben wir folgende Charaktere: 

f X, X. Xa Xß Xy 

11 1111 
11 1 1 _1 _1 

1 1 ^ 1 _1 1 _1 

11 1—1—1 1 

2 2 —2 0 0 0 
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§. 61 . 

Als zweites Beispiel wollen wir noch die altemirende Per- 
mutationsgrappe von vier Ziffern 1, 2, 3, 4 betrachten. Die 
Gruppe ist vom 12*®^ Grade, und man erhalt die Elemente einer 
Classe, wenn man m den Cyklen von einer unter ihnen die Per- 
mutationen der Gruppe selbst ausführt. So erhält man vier 
Claasen, als deren Repräsentanten man folgende wählen kann: 

1 Anzahl 1 

5 =(1,2) (3,4) „ 3 

«=(1,2,3) „ 4 

«'=(1,3,2) „ 4 

Die Gleichungen §. 48, (2), (3) ergeben 


(T) 

3 Xi 

= m + 

(8) 

X.Xa 

= fXa, X,Xa> = fX^ 

(9) 

XI 

= fXa', XI = fXa 

(10) 

iXaZa' 

= /(Zi4-33:.) 

(11) 

12 

=/» + 3Z? + 3XaXa'. 

oder 

Ans (8) erhält man entweder 

z.=f 


%a. = = 0 . 


Nach der ersten Annahme giebt (10) 

=/» 

und (11) und (9) 

/=!, = = Xa%a^=h 

Nach der zweiten Annahme ergiebt (10) und (11) 

= / = 3, 

und wir erhalten also, wenn 

-I + V^ 

2 

eine imagmäre dritte Einheitswurzel igt, folgende Tier Charaktere. 


1 1 

Q (»* 

Q» g 

0 0 


/ 3 ^ 1 . 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

3 3—1 




} 
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§. 62. 

Die Gruppendeterminan te. 

Wir wollen jetzt die Elemente der Gmppe P mit 01,03,... ,aÄ 
bezeichnen und jedem dieser Elemente eme Vaiüable zuordnen, 
so dass wir ein System von einander unabhängiger Variablen 

( 1 ) ' • *7 ^ 
erhalten. Jedes Element a von P entspricht dann einer be- 
stimmten Permutation dieser n Variablen 

( 2 ) 

und es entsteht so eine mit der Gruppe P isomorphe Permu- 
tationsgruppe dieser Variablen (§. 6). 

Aus diesen Variablen bilden wir nun auf folgende Weise 


eine 

Matrix 





1 * 


(3) 

X = 






■ •’ “* / 


die in jeder Zeile und in jeder Spalte die sämmtlichen Ä Variablen 
X enthält, und die wir die Gruppenmatrix nennen. In der 
Diagonalreihe steht die dem Einheitaelement der Gruppe ent- 
sprechende Variable Xi, Die Anordnung der Variablen in dieser 
Matrix entspricht der Anordnung der Elemente von P in der 
Gruppentafei (§. 29, 30). 

Die Determinante der Matrix X ist eine ganze homogene 
Function Grades @(Xi^ ^ die die Gruppendeter- 

minante von P heisst. Die Gruppendeterminante ist immer in 
Factoren zerlegbar und diese Zerlegung hat Frobeniusi) voll- 
ständig durchgefdhrt. 

Die Ergebnisse dieser schönen, aber schwiengen Unter- 
suchung können wir hier nicht vollständig mittheilen. Wir wollen 
aber wenigstens versuchen , dem Leser einen Einblick in die 

Die Primfeotoren der Gruppendetenninante , Berl. Akad , 8. Deo. 
1806, Uöber die Darstellimg endlicher Grnppen durch lineare SubBtitntionen, 
10. Nov. 1897. 
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§. 52 . 


Natur dieser merkwürdigen Determinante und ihre Bedeutung 
fiir die Gruppentkeorie zu geben. 

Wenn wir neben den Variablen x noch ein zweites System 
davon unabhängiger Variablen einfuhren, und aus 

ihnen die Matrix Y bilden, so können wir diese beiden Matrices 
nach der Regel des §. 41 componiren, und erhalten eine dritte 
Matrix 
(4) 

deren Elemente a durch die Gleichungen 
(5j = !/a-l 

definirt sind, die sich anch so darstellen lassen 


(6) Q>c = d), 

wenn sich die Summe auf der rechten Seite auf alle Elementen- 
paare 6, c erstreckt, die der Bedingung a = hc genügen. 

Bezeichnet man mit ®{ps), @(y), @( 0 ) die Determinanten der 
Matnces X, 7, Z, so folgt aus (4) 

(7) ®{e) = ®(x)®(y). 

Werden die Variablen = 0 gesetzt, so oft h von 1 

verschieden ist, und nur = 1, so möge diese Sub- 

stitution (xi, 3^2, ... a;*) = (1, 0, ... 0) abgekürzt durch 

(®) = ( 1 ) 

bezeichnet sein. Es ist 


und wenn <3>(x) irgend einen Theüer von ®(x) bedeutet, so 
kann auch dieser durch die Annahme (x) = rn nicht ver- 
ach™den_ Das Hauptproblem ist, die sammtlichen irreduciblen 
Factor» ® .) 8(.) za maittelr.. tim aie« Faolorca «11- 

Ständig zu definiren, wollen wir festaetzen, dass 

®( 1 ) = 1 

BcLto ^äaahala Faotore. dar 

= <I>(a:)®(y) 

Seite von (7) m ihre 
0 {.) — zunächst (ßd. I, §. 20) dass 

(-) ®i(a;)*,(y) em Product aus einer Function der (x) 



§. Ö2, Die Grnppendeterminante. 209 

allein und der (y) allein sein muss. Nimmt man <Pi(l) = 1» 
= 1 an, so folgt, wenn man (y) = (1) und (x) = (1) 
setzt, (3)i(a;) = (P(a?), ®,(^) = 9(y). 

Umgekehrt lasst sich auch leicht zeigen, dass eine der 
Bedingung (9) genügende irreducible Function 0(x) ein 
Theüer der Gruppendeterminante ®(x) sein muss. Denn setzt 
man für Z die Matrix X”^, so wird (je?) = (1). Die Variablen 
y werden rationale gebrochene Functionen von {x) mit dem 
Nenner ®{x) (§. 41), und wenn wir die Zahler mit (yQ und den 
Grad von ^{x) mit tn bezeichnen, so folgf aus (9) 

(10) ®(a;)*= ®(a;)®(y'> 

Daraus aber folgt, dstss <P(rc), wenn es irreduoibel ist, em 
Theüer von ®{x) sein muss. Wäre (^{x) nicht irreduoibel, so 
würde nur folgen, dass es in einer Potenz von ß(x) enthalten 
sein muss. 

Setzt man alle Variablen a? = 0, mit AnRnabnie einer ein- 
zigen jjo, die = 1 gesetzt wird, so mag diese Substitution mit 

(11) ix) = (a) 

bezeichnet werden. Eine Function 0{x) geht dadurch in eine 
Function des Elementes a über, die mit 0{p>) zu bezeichnen ist. 
Setzt man {x) = (i), (y) = (c), so wird nach (6) (js) = (bc) und 
die Relation (9) zeigt, dass 

<P(6c) = ^(6)(Z>(c) 

ist. Es ist denmach <P(a) ein Charakter ersten Grades der 
Gruppe P. 

Setzt man nun (y) = {c) und lasst die x variabel, so ergiebt 
die Formel (6) 

^bo 

d. L die 0 stellen nun eine (in der Gruppe P vorkommende) 
Permutation der Variablen x dar, und die Formel (9) ergiebt 

(12) «(»oif-i, »«,<(-1, . • «a*«-») = ®(c)®(a:). 

Ebenso erhält man durch die Substitution (x) = (c), wenn man 
dann wieder a; für y setzt: 

a>(a?d-lax, = ^{c)^(x). 

Die Function ^(x) bleibt also bis auf einen Factor, 
der eine Einheitswurzel ist, ungeändert, wenn auf die 
Variablen eine Permutation einer mit P isomorphen 
Permutationsgruppe angewandt wird. 

Weber, Algebi». IL 


14 
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Solche Fnnctioiien , denen mr weiterhin noch mehrfacli be- 
gegnen werden, heissen Invarianten der Gruppe. 

Es laÄsen sich nun mit Hülfe der Gleichung (9) zunächst 
die linearen Factoren von 0(a;) beBtimmen. Bezeichnen wir 
nämlich einen linearen Factor von &{x) mit 

( 13 ) L{x) = i:z(a)Xa, 

worin sich die Summe auf alle Elemente a der Gruppe P erstreckt 
und z(a) vorläufig ein Zeichen für den Coefficienten von Xa ist, 
so ergiebt sich aus (Sf): 

(U) = 

und daraus nach (6): 

( 15 ) xQ>c) = z(P)x(fi), 

d. h. es muss x(a) em Charakter ersten Grades der GruDue 
P sein. 

Aus (10) ersieht man aber’ auch, dass umgekehrt 
L(x) ein Factor toe @(x) ist, wenn x{a) ein Charakter 
ersten Grades ist, und die Anzahl der von einander ver- 
schiedenen linearen Factoren von ®(®) ist also ebenso 
gross, wie die Anzahl der Charaktere ersten Grades. 

Es ist anch leicht, zu zeigen, dass ein linearer Factor L(a;) 
nur m der ersten Potenz in 0{x) enthalten sein kann. 

Setzt mau nämlich 




folglich 

, , = 1! (®l)”'‘ X (Ox) iCa-l « , 

BO folgt ^ * 

L{x) = Zy^, 0(a:)=®(y). 

IW l«.h di«, 
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§. 63 . 


Weit schwieriger ist die Aufsuohmig der nicht linearen Prim- 
factoren von Q{x). Frobenius hat bewiesen, dass die Zahl der 
von einander verschiedenen Prirofactoren von ®(a;) gleich der 
Anzahl der Classen conjugirter Elemente ist, und dass jedem 
Charakter einer dieser irrednciblen Factoren entspricht, so dass 
die Coeffidenten in bestimmter Weise ans den Werthen dieses 
Charakters gebildet sind. Ist der Primfaotor vom Grade /, so 
ist auch / der Grad des entsprechenden Charakters, und ist 
genau /mal in @{x) enthalten. Hieraus folgt dann eben, dass 
die Grade der Charaktere ganze Zahlen sind, deren Quadrat- 
Bumme gleich dem Gmppengrade h ist. Von den Zahlen / lässt 
sich ausserdem noch nachweisen, dass sie Theiler der Zahl h sind. 

§. 68 . 

Die specielle Gruppendef erminante. 

Sehr viel einfacher als bei der allgemeinen Gruppendeter- 
minante ist die Untersuchung der speciellen Function Grades, 
die man erhält, wenn man die x nicht als unabhängige Variable 
betrachtet, sondern zwischen ihnen die Relationen 
( 1 ) OSab = iTba 

bestehen lässt Eine Folge davon ist 

Xb 

so dass also jetzt zu jeder Classe a conjugirter Elemente nur eine 
Variable Xa gehört. Die Je Variablen Xa sind aber von einander 
unabhängig. 

Besteht dieselbe Abhängigkeit zwischen den Variablen y, so 
bleibt js ungeändert, wenn die y mit den x vertauscht werden. 
Denn nach §. 52, (6) kann man jSa in jeder der beiden Formen 
darstellen 

r r 

HXar-^yr, 

von denen nach (1) die eine in die andere durch Vertauschung 
von X mit y übergeht Ebenso leicht erkennt man, dass die 
Variablen 0 in derselben Abhängigkeit (1) stehen, wie die x und y. 

Die Matrices X und Y sind also unter diesen Annahmen 
mit einander vertanaohbar. 

Ordnen wir jede der Je Classen « einem Werthsystem 
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zu, dessen Elemente alle = 0 sind, mit Ausnahme von 
= 1, so haben -wir hier Tt, specielle, der Bedingung (1) ent- 
sprechende Systeme Xg. angenommen, aus denen man ebenso 
viele unter einander vertauschbare Matrices 2^“^ bilden kann. 
Wenn nun aber Xa ein System unabhängiger Variablen ist, so ist 

a 

2 x'-pXa = ®/J, 

und daraus ergiebt sich nach dem Satze 13, § 43; 

1. Die durch die Annahme (1) specialisirte Gruppen- 
determinante ®(x) ist in Ä lineare Factoren zer- 
legbar. 

Wenn L(x) einer dieser Linearfactoren ist, in dem ein con- 
stanter Factor so bestimmt ist, dass L(l) = 1 -wird, so ergiebt 
sich aus §. 52, (7), genau wie oben die Formel (9) abgeleitet -war, 

(2) L{z) = L{x)L{y). 

Wir setzen nun 

(3) x{l)L{x) = 2:%{a)Xg, 

indem wir mit %{p) die noch zu bestimmenden Cobfficienten be- 
zeichnen, die dadurch erst vollständig definirt sind, dass % (a) für 
alle Elemente a der Glosse a denselben Werth haben, dass also 

X(bc) — x{oh) 

sein soll. Es folgt dann ans (2) und §. 52, (6): 

(4) S X Q») z(c) y» = Z (1) 'S 2 (b o) Xb y , . 

Suchen wir rechts und links den CobfScienten von Xpyy auf, 
BO ergiebt sich, wenn &, c zwei feste Elemente der Classen /3, y 
sind, und r und s die ganze Gruppe P durchlaufen, 

Ä’z(&)z(c) = Z(l) ^‘z(r-^br8-^cs), 

oder, was dasselbe ist, 

( 6 ) ^X(l>)x(o) = 

Wenn wir also den noch willkürlichen Factor = / 
durch die Bedmgung 

^X(r)x(r~^) = h 

bestimmen, so folgt, dass xifl) Oharakter unserer 
Gruppe P ist. 

Um die Umkehrung dieses Satzes zu beweisen, bemerken 
wir, dass, wenn j{(a) ein Oharakter ist, aus den. Bedingungen 
§. 48, (2) folgt: 
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^ X(pr-^cr)aio, 

nnd wegen (1) 

X(h)^ = f^%Q>c)xc 

Definixen wir also L{x) durch (3), so folgt 

(6) %Q>)L(x) = 

und daraufl folgt, dass die aus den Variabfen gebildete 

Determinante 0{x) immer yerschwindet, wenn L{x) verschwindet; 
also ist ®{x) durch L{x) theilbar. 

Damit haben wir also den Satz: 

2. Man erhalt alle Linearfactoren der specialisirten 
Gruppendeterminante 0{x)^ wenn man in 

fL{x) = Il%{a)Xa 

für % die sammtlichen Tc Charaktere der Gruppe 
setzt 

In welcher Potenz jeder dieser Linearfactoren m 0{x) enthalten 
ist, darüber giebt uns dieser Satz noch keine Auskunft. Die 
Summe der Exponenten muss aber gleich % sein. 

Aua der Theorie der allgemeinen Gruppendeterminante hat 
Frobenius für diesen Exponenten den Werth /* abgeleitet 
Die Kelation (6) lässt sich auch so darstellerf: 

(7) }iß%ßL(x) = 

wenn h und c nun nicht mehr die ganze Gruppe, sondern nur 
noch die Clasae /3, y durchlaufen. Nun ergiebt sich aber nach 
§. 49 

und folglich wird (7) 

^ 8 ) hßXßL(x') = Zj Xy ^afjßf,yXa< 

Setzt man also zur Abkürzung 

a 

IO sind die h Functionen L(x) die Wurzeln der Gleichung 
Grades: 
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Ui^i — A, Ui,a, . . . 

_ Q 

Wjk,i, tik,a, . . - Wfc,Ä — ^ 

■and das Product der Functionen L{x) ist sonadi gleich der 
Determinante Tc^ Grades: 

Z7 = 2 + «1,1 «a^a • • • «fc, fr 


§. 54. 

Beziehung der Gruppenmatrix zu den Gruppen 
linearer Substitutionen. 


Da jede Gruppe mit einer Pennutationsgruppe isomorph ist, 
BO ist sie nach §. 47 auch mit einer Gruppe linearer Sub- 
stitutionen isomorph. Die Dimension dieser linearen Sub- 
stitutionen ergiebt sich hier zunächst so gross, wie der Grad 
der Gruppe. Es ist aber von grösstem Interesse, eine Gruppe 
linearer Substitutionen zu finden, die bei möghchst kleiner 
Dimensionenrnhl mit einer gegebenen Gruppe isomorph ist Die 
hierauf bezüglichen Untersuchungen von Frobeniusi) können 
wir hier nur im Allgemeinen skizziren und an einem Beispiele 
erläntern. 

Es seien B, C, . . . die linearen Substitutionen einer end- 
lichen Gruppe von der Dimension n, und P irgend eine mit dieser 
isomorphe Qru|)pe mit den Elementen a, 6, ^, . . . vom Grade ä. 
Sind ... die CoefiScienten m B, C, . . ., so setzen 

wir, wenn Xa^ Xq, • . • ein System unabhängiger Variablen 
bedeuten, 

(1) uf’ = a!r^x^ + ci*’®. + . . . = i 

und betrachten die Matrii 


( 2 ) 


U = 


( • • •• \ 

uf, «w, . . «Jf' 


\ • • -1 J 

Führen wir ein zweites System von Variablen (y) ein und 
bezeichnen die dem JJ entsprechende Matrix mit Y und ihre 


Ueber die Dapfltellaiig der endliohen Qrnppeii darob lineare Sub- 
stitutionen, Berliner Akademie, 18. Nov. 1897. 
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Elemente mit so ergiebt sich die aus beiden zusammen- 
gesetzte Matrix 

(3) W= UV, 

wenn die Elemente von W durch 

i 

bestimmt sind. Hier ist nun, wenn A = BG isi (§. 41), 

:4) 

venn wir also, wie in §. 62, (6), 

5) ßa = B Xiyc (bc — a) 
letzen : 

6 ) = E 0ty 

Bezeichnen wir die Determinante von CT, die eine Function 
Grades von (x) ist, mit F(x)^ so ist also 

7 ) F{0) = F(x)F(i,l 

nd daraus folgt nach §. 52, (10), dass F(x) in einer Potenz der 
l^ruppendetemiinante enthalten sem muss. 

Wenn umgekehrt für eine gegebene Gruppe P die A Systeme 
on je w® Zahlen cf^\ ... so gegeben sind, dass durch 

ermittelung von (5) äie Relation (3) besteht, so verschwinden 
ie Determinanten der Matrices . entweder alle, oder 

3 verschwindet keine von ihnen. Denn durch die Substitution 
?) = (a) [§. 52, (11)] geht F(x) in die Determinante von A 
ber, und wenn diese verschwindet, so verschwindet nach (7) die 
UQction F(js) identisch. Da nun aus (3) die Relationen (4) 
•Igen, für je zwei 6, c und ein bestimmtes zugehöriges a = bc^ 

► ergiebt sich, dass die A^ P, C, . . wenn ihre Determinanten 
cht verschwinden, eine zu P isomorphe Gruppe linearer Sub- 
itutionen bilden. Der Isomorphismus kann mehrstufig sein, 
3tin unter den -4., P, C, . , , dieselbe Substitution mehrmals 
rkommt 

Ist nun X die Gruppenmatrix und S eine von den Variablen 
unabhängige (numerische) Matrix, so kann man X durch 8 
insformiren, und erhält 
) X'=iig-'XS, 

' die Elemente der Matrix X' lineare Functionen der Variablen 
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Xa sind. Für diese transformirteii Matrices gilt dieselbe Com- 
poBitionsregel, wie für die X [§. 52, (6)] 

(9) Z' = X' Y'. 

Wenn es nnn gelingt, die Substitution 5 so zu bestimmen, 
dass X' in Theilmatrices zerfällt [§. 42, (10)]: 

z' = (d; oi, D,, . . .), 

BO gilt für jede dieser Theilmatrices, deren Elemente gleichfalls 
Imeare Functionen der (x) sind, die CompositionBregel 

E7F, 

und die Determinante von U ist ein Factor der Gruppendeter- 
nunante, also für (x) = (1) von Null versohiedem Ist also Ü 
von der Dimension w, so können wir daraus eine mit P isomorphe 
Gruppe linearer Substitutionen von der Dimension m herleiten. 

Frobenius hat nun, einer von Dedekind durch Beispiele 
gegebenen Anregung folgend, den allgemeinen Nachweis geführt, 
dass sich S so bestimmen lasst, dass jedem Primfactor 
O vom Grade m der Grnppendeterminante eine Theil-' 
matrix von der Dimension m entspricht, deren Deter- 
minante eben jener Pnmfaotor ist 

Hat man diese Transformation gefunden, die freilich nicht 
mit den Gruppencharakteren allein ausgeführt werden kann, 
sondern noch höhere Irrationalitäten erfordert, bo ist damit zu- 
gleich die Zerlegung der Gnippendetenmnante gefunden. 

Wir gehen als Beispiel den Fall der Quatemionengruppe 
(§* 3^)» hl dem sich das Resultat, was man nach einigen Ver- 
suchen findet, sehr leicht venfioiren lasst. 

Wir ordnen den Elementen dieser Gruppe 

1, ß, «“1, a, ß-\ ß, y-i, y 

^6) 2/t,, iCy, X^ 

aus der Gjnippentafel (§. 30J sofort die Gruppen- 

aje, x^, Xj, Xs 
Xiy 3/4, a?8, iCg, 

3^7, ajg, a^g, fiÖ5 

a^, a^, a?^, a^, a^^, 

iCfl, x^, Xs, a-i, a;*, 

^ 6 ^ 

. iCs, 


die Variablen 

zu und erhalten 
matnx 


( 10 ) 


X = 
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Setzt man dann 



10 0 

— 1 0 0 

% 0 0 

— ^0 0 

0 1 1 

0 —1 — 1 

0 — i t 

0 I — 1 



BO ist die Determinante yon S von Null verschieden (sie ergiebt 
sich gleich 2^^), und wenn man noch 


( 12 ) 


und 


Ö, = Ot^-\-Xi-[-Xa-\-Xi — Xi—Xi Xf — Zi 

= aSi+iCj — x^—Xi-l-Xs-^Xe — Xy — Xa 
Ö* = Xi^Xi Xi — Xi — 2^—!Cs-\-Xj-\-Xs 

Ti = Xi—Xi-\-i(Xt—Xi) 
r'i = Xi—Xt — i(Xi — Xi) 

Tj =Xi — Xe — i{Xj — iCa) 

Ti =Xi—Xt-{-t(x,—Xi) 


öl 0 0 0 0 0 • 0 0 ■ 

Oöj 000000 

00 ÖS 00000 

ri3^ Y' - 0 0 0 ö, 0 0 0 0 

(^ioj q q OTiTj 0 0 

0 0 0 0— riri 0 0 

0 0 0 0 0 0 Ti — Tj 

0 0 0 0 0 0 ri Ti 


setzt, 80 findet man sowohl durch, die Zusammensetzung X S als 
durch SX’ die Matni 
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Es ist daher 

(14) X'= S-'ZÄ 

Dies iert für diesen Fall die gesuchte Transformation. Es ergiebt 
sich daraus zunächst die Zerlegung der Gruppendeterminante 

(15) ® (x) = öl tfj tf* tf 4 (ti ti' + T, r,0*) 
und die Matnx 



ergiebt, wenn man darin alle Variablen x mit Ausnahme yon 
je einer = 0 setzt, die mit der Quatemionengruppe isomorphe 
Gruppe binärer linearer Substitutionen 

1, 0\ /— 1, 0\ /t, 0\ /-i, 0 

0, V 0,-1/ V0,-i/ V 0, t 

0, 1\ / 0,— 1\ /O, -^\ / 0, t\ 

-1,0/ V 1, 0/ Vf, 0/ V-f, 0/ 



§. ö6. 

Die Invarianten von endlichen Gruppen linearer 
Substitutionen. 

Wir wenden uns jetzt zu der Betrachtung endlicher Gruppen 
linearer Substitutionen, auf die noch dem bisher Ausgeführten 
alle endlichen Gruppen zuruckgefuhrt werden können. 

Wir bezeichnen eine solche Gruppe mit jS, und ihre Sub- 
stitutionen mit -4, J9, C, . . . Werden in irgend einer Function 
der Variablen rci, 5Ca, . . ., Xn die Variablen (x) durch Ä{x) 
ersetzt, so sagen wir, die Substitution Ä werde auf die 
Variablen (x) angewandt. Wir definiren nun zunächst fol- 
genden Begriff: 

1. Eine Form Xn) von n Variablen heisst 

eine Invariante oder invariante Form der Gruppe 
S, wenn sie ungeändert bleibt, wenn auf die 
Variablen (x) die sämmtlichen Substitutionen 
C, . . . der Gruppe S angewandt werden. 

Wie früher (Bd. I, §. 17) ist hier unter einer Form eine 
ganze homogene Function der Variablen x zu verstehen. 

Wir können diese Definition auch, durch die Formeln 



§. 65. Invarianten endlicher Gruppen, 219 

(1) ® [2l(x)] = (P [J5(a;)] = O [C(x)] . . . 

ausdrücken. ' 

Dass es fiir jede endliche Gruppe S invariante Formen in 
beliebiger Menge giebt, ist leicht einzusehen. Man braucht nur 
eine beliebige Form q)(x) der n Veränderlichen x zu nehmen, 
die Functionen 

(2) g>[Äix)l g>[C(x)], . . . 

für alle Substitutionen der Gruppe zu bilden, und irgend eine 
symmetrische Function der Formen (2) für <P zu nehmen. 

Denn wendet man auf (x) eine Substitution der Gruppe 8 
an, so ändert sich die Gesammtheit der Functionen (2) moht; 
es wird nur ihre Reihenfolge eine andere. 

Man kann den Begriff der Invarianten noch allgemeiner 
fassen, wie folgt: 

2. Eine Form iCa, . . . Xn) heisst auch dann eine 

Invariante der Gruppe S, wenn sie constante 
Factoren annimmt, wenn auf die Variablen (x) 
die Substitutionen G , . . der Gruppe S an- 

gewandt werden. 

Durch Formeln wird diese Eigenschaft so ausgedriickt : 

(3) W[Ä(x)] = aW{x), W[B(x)] = ßV?(x), W[C(x)] = yW(x),,., 

worin die Coefficienten a, y . . . von den x unabhängig sindu 
Wenn eine Unterscheidung nöthig ist, woUen wir die in 1. 
definirten Formen absolute Invarianten und die in 2. rela- 
tive Invarianten der Gruppe S nennen. 

Aus den Formeln (3) ergiebt sich: 

(4) W[AB{xy] = aß ^(x)y 

und daraus folgt, dass die Factoren a, )3, y,... in ihrer Gesammt- 
heit, bei der Zusammensetzung durch Multiplication, eine Gruppe 
bilden müssen. 

Zwischen dieser (commutativen) Gruppe und der Gruppe 8 
besteht ein im Allgemeinen mehrstufiger Isomorphismus, da ver- 
schiedene Substitutionen aus 8 zu demselben Factor a führen können. 

Ist II der Grad der Gruppe jS, so ist der Grad eines jeden 
Elementes J., JB, . . . von 8 ein Theiler von und folglich ist 
A^^ = B^^ = . . . gleich der identischen SubstitatioiL 

Bieraufl folgt, dass die Factoren a, ß^ y , . . Einheits- 
wurzeln sind. 
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Ist e die kleinste positive, der Bedingnng 

(5) C6* = /J« = 7« = • - • = 1 

genügende Zahl, so sind die a, /3, y, . . . zugleich e*® Einheits- 
Wurzeln und e soll der Index der Invariante heissen. 

Ist 5 eine primitive e*® Einheitswarzel, so können wir 

a = 6^, = 6**, y = . . . 

setzen, nnd die Exponenten a, 6, c . . . können keinen gemein- 
schaftlichen Theiler mit e haben. Daraus folgt, dass man die 
ganzen Zahlen a;, y, 0 , . . . so bestimmen kann, dass 
aa: -f- by -j- = 1 (mod ß) 

wird (Bd. I, §. 126), Da nun wegen der Gruppennatur unter 
den Factoren a, |S, y, . . . auch die Zahl 

0(<^ßVy* . . . = 

vorkommt, so folgt, dass die Gesammtheit der Factoren oc, /3, y,.,. 
mit den Potenzen von s 

1, e, E\ . . ., 

Zusammenfällen muss. 

Suchen wir in S alle Substitutionen J., die der Bedingung 

( 6 ) 

genügen, zu denen gewiss die identische Substitution gehört, so 
erhalten wir eine neue Gruppe T, die ein Theüer von S ist. 
Bedeutet dann E eine der Bedingung 

( 7 ) W[E{x)-] = eW(x) 

genügende Substitution aus so haben alle Substitutionen ÄE 
und EA die gleiche Eigenschaft, und wir erhalten die Zerlegung 
von 8 in die Nebengruppen 

(8) Ä = T + Ti; + TE^ H [- TjF"'; 

der Index (jS, T) des Theüer a T ist also = e. Zugleich ergiebt 
sich noch, da jede Substitution E^^AE der Bedingung (6) genügt, 

(9) ' E-^TE= T, 

woraus hervorgeht, dass T ein Normaltheiler von 8 ist. Wir 
haben damit den Satz bewiesen: 

3. Ist eine Invariante der Gruppe 8 vom 

Index ß, so bilden alle Substitutionen von 8^ 
durch die W{x) ungeändert bleibt, einen Normal- 
theiler T von 8 vom Index e. 
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Für die Gruppe T ist W{x) absolute Invariante. Die 
Invarianten vom Index 1 sind die absoluten Invarianten von S, 
Die Gruppe T heisst die zur Invariante W{x) gehörige 
Gruppe. 

Hat die Gruppe S vom Grade eine Invariante vom Index 
so wird T die Einheitsgruppe und S ist eine cyklisohe Gruppe, 
die aus den Elementen 1, jE, besteht. 

Betrachten wir als Beispiel die symmetrische Permutations- 
gruppe P von n Elementen rci, a;«, die ja nach §. 47 unter 

den Gruppen linearer Substitutionen enthalten ist, so haben wir 
als absolute Invarianten die symmetrischen Functionen der 
w Variablen x. Das Differenzenproduct 

= {X^ — X^) {X^ ^ X^) , . • — SCn) 

ist eine relative Invariante vom Index 2, zu der die altemirende 
Gmppe gehört. Da die Gruppe P ausser der altemirenden 
Gruppe keinen Nonnaltheiler hat und auch nicht oyklisch ist, 
so giebt es keine relativen Invarianten von höherem Index als 2. 

Die absoluten Invarianten, d. h. die symmetrischen Func- 
tionen, smd hier durch eine endliche Anzahl solcher Formen 
rational darstellbar, nämlich durch die symmetiischen Grund- 
functionen, und die Invarianten vom Index 2 sind das Product 
von mit absoluten Invananten. Dass analoge Sätze auch 
im aUgememen Falle gelten, werden wir m der Folge beweisen. 

Wir schliessen hier mit dem Beweise eines allgemeinen Satzes, 
der bei allen Anwendungen für die Bildung der Invarianten einer 
Gbmppe 8 von grossem Nutzen ist 

Im §. 66 des ersten Bandes haben wir für irgend eine Form 
der n Variablen F (x^, x^, . . x^) = F(x) gewisse Formen der- 
selben Variablen C (rri, . . ., a;«) = G (x) als Covarianten 
definirt, die dadurch oharakterisirt waren, dass, wenn F(x) durch 
irgend eine lineare Substitution m eine neue Form P'(y) trans- 
formirt wird, die Form C der Bedingung genügt 

0'(y) = r^C(x), 

wo C' ebenso von den Coefficienten von P', wie G von den 
Coefficienten von F abhängt Darin bedeutet r die Substitutions- 
determinante, ist also eine Constante. Die Coefficienten der Form 
F kommen in G nur homogen vor. Beispiele von Covarianten 
sind in den §§. 65, 66 des ersten Bandes enthalteiu 
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§. 66. 

^61111 nun F{x^ ©in© InvariBjite der Grupp© S ist, und di© 
y mit den x gleichfalls durch ©in© Substitution aus S Zusammen- 
hängen, so unterschoiden sich di© Ooefficienten von F nur durch 
©men gemeinschaftlichen constanten Factor von den Ooefficienten 
von F\ und Gleiches gilt also auch von den beiden Formen C 
und C^. Daraus schliessen wir, dass auch C zu den Invarianten 
der Grupp© 8 gehört, und sprechen dies als Satz aus: 

4. Bildet man aus einer invarianten Form der 
Grupp© S beliebige Covarianten, so erhalt man 
neue invariante Formen der Gruppe. 

§. 56. 

Der Satz von Hilbert. 

Der Beweis des Satzes von der Endlichkeit des Invarianten- 
systems einer linearen Substitutionsgrupp© beruht auf einem sehr 
allgemeiaen Satze über Formensystem© irgend welcher Art, den 
Hilbert entdeckt und in mannigfachen Untersuchungen über 
di© Endlichkeit von Invariantensyatemen mit ausgezeichnetem 
Erfolge angewandt hat, zu dessen Ableitung wir jetzt übergehen 
wollen!). 

L Bedeutet @ irgend ein System von Formen der 
n Veränderlichen Xn in endlicher oder 

unendlicher Anzahl, so lässt sich aus © eine 
endliche Anzahl von Formen F^^ . . ., F)* so 
auswählen, dass jede Form J?’ von © durch einen 
Ausdruck 

(1) F = ÄiFi “1“ J-a-Fg -l“ • * • 4" 

dargeatellt werden kann, worin 
Formen der Variablen ic* sind. 

Die Definition des Formensystemes © muss so vollständig 
sein, dass von jeder einzelnen Form der Variablen x entschieden 
ist, ob sie zu © gehört oder nicht, ist aber übrigens an keine 
Voraussetzung gebunden. 

Besteht © nur aus einer endlichen Zahl von Formen, so ist 
unser Satz selbstverständlich, denn man kann ja in diesem Falle 

!) Hilbert, „üeber die Theorie der algebraiBÖheii Formen“. Mathe- 
matiBohe Annalen, Bd. 86 (1890). 
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die sämmtlichen Formen von © für JFj, F)* nehmen. Der 

Beweis wird sich also nur noch mit dem Falle eines unendlichen 
Systemes © zu befassen haben. 

Zur Vereinfachung des Ausdruckes wollen wir das Formen- 
system jFj, JFa, . . eine Basis des Systemes © nennen. 
Die Functionen J-i, ^a, . . müssen so beschafifen sein, dass 
die ^ Producta Äf^F^j, alle von gleichem Grade, 

dem Grade von F sind. Natürhch aber wird im Allgemeinen 
nicht gefordert, dass umgekehrt alle Functionen von der Form 

Aj^Fi-\-ÄiF 2 -\ 1- bei beliebigen Ai zu dem Systeme © 

gehören i). 

Der Satz, den wir zu beweisen haben, ist evident, wenn es 
sich um Functionen einer einzigen Veränderlichen handelt 
Denn dann sind alle Formen emes Systemes © Potenzen der 
Variablen mit nicht negativen Exponenten und mit irgend 
welchen constanten Coefficienten multiplicirt. Identisch ver- 
schwindende Functionen brauchen wir nicht zu herückaichtigen. 
Nehmen wir dann fiir eine dieser Functionen von möglichst 
niedrigem Grade, so kann jede andere Function von © in 
der Form eines Productes A^Fi dargestellt werden, worm Ai 
ehenfaUs eine Potenz von mit nicht negativem Exponenten 
und constantem Coefficienten ist. 

Um also durch Anwendung der vollständigen Induction zum 
allgemeinen Beweise zu gelangen, nehmen wir zunächst an, der 
Satz L sei als nchtig erwiesen für jedes System ©q von Formen 
von n Variablen x und betrachten zunächst ein System ©^ von 
Formen F, die ausser den x noch eine («-|-1)^ Variable y, aber 
nicht in höherer als der Potenz enthalten , wenn r irgend 
eine positive ganze Zahl ist Jede Function F lässt sich dann 
auf eine einzige Art in die Form setzen: 

( 2 ) F=y^g> 

BO dass die Variable j/ in g? gar nicht mehr und in höchstens 
bis zur (f — 1)*“ Potenz vorkommt 

Wenn F das System ©r durchläuft, so durchläuft g? em 
gewisses System ©o, das sich nach unserer Voraussetzung durch 
eine Basis darsteUen lässt, nehmen wir an in der Form 

(8) gj = Oi9’i + -1- 1-®/*?»/*- 

Dies findet nur bei beeonderen Syetemen © statt, die man Modnin 

nennt 
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Da nun <pi, zu dem System ©0 gßtoren, so giebt 

es Functionen JFj, . . J?)x in ©n so dass 

(4) Fi = y’’qPi + ^i, Fi = yqPj + V'j, • . ^ + 

■und dasB y in i(ii, ^> 11 . höchstens bis zur (r — 1)*«“ Potenz 

vorkommt 

Aus (2), (3), (4) ergiebt sich aber, wenn wir noch 

W = ^1} — — aji/^a • ■ • — 

setzen : 

( 5 ) F = ttiFi a^iF^ “[- 5^1 * 

worin 5* die Variable y höchstens bis zum Grade r — 1 enthält 
Alle Functionen die der Bedingung (6) genügen, büden ein 
System ©r-i. 

Wir machen nun weiter die Annahme, das Theorem 1. sei 
bewiesen für Functionen eines jeden Systemes ©r~i. Dann 
können wir also V durch eine Basis darstellen in der Form: 

( 6 ) + + 

worin S**!, specielle Functionen unseres Systemes ©r-i 

sind. Man kann also über die CSoeffioienten so verfügen, dass 
die Functionen 

Fi == (h,iFi -j- au^iFfi, “j- 

Fi = ai,aF\ -f- au^^F)* 'j- 

Fi = Gt2,r jPa "t" * * ■ ”h ^t^vFfi -f- 

in ©,. enthalten sind. 

Multiplicirt man mit 6i, 6» und setzt in der Summe 

nach (6) und (6): 


80 folgt 

+ f- 6,5^= 

— F ^Fi fljFj * • • dfjtFfi, 

(8) 

F = bl Fi -f- ftj Ffl • -f- Fy 


+ -f- H~ • ■ • + 

worin 

= Ol — fli, 1 6 i — • • • — Oi^ r by 

( 9 ) 



Die Formen Fi, . . jF^ F)* gehören dem Systeme ©,. 

an und bilden eine Basis dieses Systemes, und das Theorem L 
ist also unter der Voraussetzung, dass es für ©o güt, für jedes 

System ©r 

bewiesen* 
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Es sei niLQ © ein beliebiges System von Formen von n-\~l 
Vajiablen. Wir greifen irgend eine Form Fq vom Grade r ans 
diesem Systeme heraus, und setzen für die Variablen, von denen 
das System abhangt, 

(10) y, iTj + Xiy, . . iT* + Ky, 

worin A), . . ., Constanten sind, über die wir so verfügen, dass 
der Coefficient von in Fq nicht verschwindet, d, L dass 
^0 (1, von Null verschieden wird. Dann geht das 

System © in ein System von Formen der Variablen y, ari, . . icw 
über, und umgekehrt kann jede Form, die von diesen Variablen 
abhängt, auch als Form von den Imearen Verbindungen (10) dar- 
gestellt werden. 

Irgend eine Form F des Systems © wird nun nach Potenzen 
von y geordnet und dann in Bezug auf y die Division mit F^ 
ausgeföhrt, wobei sich 

( 11 ) F=a,F, + 0 

ergeben mag, so dass der Quotient und <Z> der Best der 
Division ist und <2> sind ganze Functionen der Variablen 
a;, y, weil der Coefficient der höchsten Potenz von y im Divisor F^ 
constant ist. übersteigt in Bezug auf y nicht den Grad r — 1. 
Durchlauft nun F das System ©, so bildet die Gesammtheit der 
durch (11) definirten Functionen (Z> ein System ©r-i, von dem 
wir die Darstellbarkeit durch eine Basis als schon erwiesen an- 
nehmen. Wir können also setzen: 

( 12 ) ® = + 

so dass <Z>i, . . ., <2>^ dem Systeme ©r-i angehören, d h. so, dass 
sich m dem Systeme © die Formen 

(13) Fl — <hF^ -)- Ol, . . ., J)* = q^iFq “l“ 
bestimmen lassen. Setzen wir also 

(14) ‘ = Qq — — ■ • — £1^-4^, 

so folgt aus (11), (12) und (13): 

(lö) f = ä,F,-\- A,F,, 

wodurch das Theorem L aUgemein bewiesen ist 

§. ß7. 

Endlichkeit des Invariantensystems einer endlichen 
linearen Substitutionsgruppe. 

Der im vorigen Paragraphen gegebene Beweis des Satzes I. 
ist an sich keinerlei Ausnahmen unterworfen. Wir verlieren aber 

Weber, AJgebnb. IL 
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niciits WesentiidieB an seiner AilgemeiDlieit, wenn wir ein- für 
allemal identisch, verschwindende Formen ansaohlieBsen. Wenn 
ferner das System © Formen 0*«“ Grades, d. h. von Null ver- 
schiedene Constanten enthalt, so ist, da wir für eine solche 
Constante nehmen können, unser Satz selbstverständhch, da, wenn 
Al — F : Fl gesetzt wird, F= AiFi ist In dieser Form ist 
aber der Satz inhaltslos. Wenn wir aber von © alle constsLnten 
Formen aussohiiessen, so bleibt ein System ©', das keine Formen 
0*®“ Grades mehr enthält, für das unser Satz gleichfalls gilt. 
Die Basis enthält dann gleichfalls keine Formen 

Qtan Grades, und wir können daher den Satz L auch so aus- 
drücken: 

IL Alle Formen des Systems © von positivem 
Grade lassen sich durch eine Banis Fj, . . 
deren Elemente von positivem Grade sind, in der 
Form ausdrucken: 

(1) ^ F= <PiF, 4- ^,Fa + . . - + Of.F,. 

Die Grade von <l>i, sind dann niedriger 

als der Grad von F. 

Die wichtigsten Anwendungen findet dieses Theorem bei 
üntersuchungen Über die Möglichkeit, alle Formen eines gewissen 
Systems © als ganze rationale Functionen einer end- 
lichen Anzahl unter ihnen darzustellerL Man nennt ein solches 
Formensystem ein endUches (nicht in dem Sinne, dass es nur 
aus einer endlichen Zahl von Formen besteht). Es gilt der fol- 
gende Satz: 

IIL Wenn sich die Coefficienten ®j, . . ., in der 
Darstellung (1) des Theorems IL für jede Form F 
in © so wählen lassen, dass sie, wenn sie nicht 
oonstant sind, selbst dem Systeme © angehören, 
so ist das System © endlich. 

Dies ergiebt sich unmittelbar daraus, dass die Grade der 
Formen niedriger sind, als der Grad von F. 

Wendet man also die Darstellung (1) auf die nicht constanten 
unter den Functionen (P an, so gelangt mau zu CoeflGicienten von 
noch niedrigerem Grade und musB also schliesslich bei wieder- 
holter Anwendung dieses Verfahrens auf Gonstanten kommeiL 

Daraus folgt nun durch eine sehr einfache Sohlussweise, die 
ich einer mündlichen Mittiieilung von Hurwitz vardanko, die 
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Endliclik^it des Invarianteneytems SJ endliclieii Gruppe 

linearer Substitutionen Ä ^ 

Es sei jPi, jPjj, . . Ffj, eine nach EL bestimmte Basis des 
Systems 3, und F irgend eine andere nicht oonstante Invariante 
von Ä Dann lassen sich die Formen so be- 

stimmen, dass 

(2) F’ = ^ J^Ff, 

wiri Wendet man auf diese identische Gleichung sämmthohe 
Substitutionen der Gruppe 5 an, so bleiben nach Voraussetzung 
-^1 • • •? F)* ungeändert, während in jC» -4!J . • • 

übergehen mag. Bildet man die Somme der so aus (2) ab- 
geleiteten Gleichungen und setzt, wmin m den Grad der Gruppe 8 
bedeutet, 

(3) in<P, = A + ^ + + 

so folgt: 

(4) F = < D , F , + (ü.f; + . . . + <p^f;. 

Die Functionen sind aher nach §. 65 In- 

varianten von S, und damit ist nach HL die Endlichkeit deö 
Systems 3 bewiesen. 

Derselbe Schluss lässt sich auch auf die relativen Invarianten 
anwenden, wie folgt: 

Wir bezeichnen mit F(x) das ganze System der Functionen, 
die den Bedingungen §. 65, (3) 

nA{x)-\ = aFix), JTS(a;)] = ßF{x), . . . 
bei feststehenden Factor en ot, /3, . . die, wie wir gesehen haben, 
Einheitswurzeln sind, genügen. 

Nach dem Hilbert’ sehen Satze lässt sich ein speoieUes 
System solcher Functionen F\, F'a, . . ., FJ» derart auswählen, 
dass man 

(6) F = AiFx + A^Fj • “h A^F^n, 

setzen kann, worin jl,, . . ., A^ Formen der Variablen (x) 
sind. Behandelt man diese Formel so wie die Formel (2), indem 
man die Substitutionen der Gruppe 8 darauf an wendet und dann 
die Summe bildet, so erhält man, entsprechend der Formel (4): 

F= <PiFi -J- (PjFa “l” • • * -fr <Z>«Fm, 
worin die Coefficienten (P,, . . absolute Invarianten sind. 

Zur Vervollständigung ist noch hinzuzufügen, dass inhomogene 
Functionen der Variablen nur dann Invarianten sein können, 
wenn ihre eiuzelnen homogenen Bestandth-eile Invarianten sind. 

16 * 
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Endlich, können wir anch noch nach gebrochenen Invarianten 
fragen. Ist . 

m 

jF’i(aj) 

eine solche gebrochene Invariante, so nehmen wir znnäohst an, 
die beiden ganzen rationalen Functionen F(x)^ den 

n Variablen x seien von gemeinschaftlichen Theüem befreit 
(Bd. I, §. 20). 

Beschränken wir uns fürs Erste auf absolute Invarianten, 
und ißt demnach 

F(x) _F[Ä{x)] 

- ‘Frmy 

BO haben, da die x hier als unabhängige Variable angesehen 
werden, weder rechts noch links Zahler und Nenner einen gemein- 
schaftlichen Theder, und es folgt: 

FIA (rr)] = uF{x), F, [Ä^x)] = aF, (*), 

■fforin a em oonstanter Factor ist, der, 'wie wir früher gesehen 
haben, eine Einheitswnrzel ist. Zähler und Nenner einer ge- 
brochenen Invariante müssen daher selbst, wenn anch nur 
relative, Invarianten sein. 

Wenn vrir aber nicht gerade die einfachste Darstellung 
suchen, so können wir absolute gebrochene Invarianten auch als 
Quotienten von absoluten ganzen Invarianten darstellen. Wir 
brauchen den Bruch nur durch eine geeignete Potenz des Nenners 
zu erweitern, also wenn die u e** Bmheitswurzeln sind, 

F{x) Fix) 

Fii3:)~ 

zu setzen. BQemach können wir auch alle relativen Invarianten 
mit emem bestimmten Faotorensysteiijie .a, /J, . . . darstellen als 
Product von einer von ihnen mit absoluten Invarianten, die aber 
gebrochen sein können. 


§. B8. 

Das Formenpröblem. 

Im vcwigen Paragraphen ist naohgewiesen’, dass es in einer 
endhohen Gruppe linearer Substitutionen eine endliche 
unabhängiger Invarianten gieht Ist n die Dimensiön der linearen 



Dbb Formenproblem. 


229 


§. 68 . 


Substitution, so sind diese Formen homogene Functionen von 
n Variablen, und es können also mcht mehr als n yon einander 
unabhängige existiren. Damit ist nicht gesagt, dass sich alle 
diese Formen ration,al durch n unter ihnen ausdrücken lassen, 
aber zwischen w -(- 1 Invarianten muss immer eine nationale 
Gleichung bestehen, die sich durch Elimination der n Variablen 
ergiebt 

Es ist aber noch die umgekehrte Frage zu untersuchen, ob 
es wirklich für eine lineare Substitutionsgruppe von der Dimen- 
sion n immer n unabhängige Invarianten giebt 

Wenn wir für die Variablen feste Werthe setzen, so erhalten 
dadurch die sammtliohen Intjarianten der Gruppe gleichfalls 
bestimmte Werthe. Die Frage, die wir noch zu beantworten 
haben, ist nun die, ob zu einem Werthsysteme der Invarianten 
bestimmte Werthsysteme der Variablen, und zwar in endJioher 
Anzahl, existiren. Wenn dies bewiesen ist, so können wir die 
Variablen als (mehrwertbige) algebraische Functionen der In- 
varianten ^auffassen, und die Anzahl der von einander unab- 
hängigen Invarianten kann nicht kleiner sein, als die Anzahl 
der Variablen, weil sonst ein Theil der Variablen, wenn die 
Werthe der Invarianten gegeben sind, noch willkürlich bleiben 
würdoi 

Wenp(a;) ein emem bestimmten Werthsysteme der Invarianten 
entsprechendes Werthsystem der Variablen ist^ und A eine Sub- 
stitution der Gruppe S, so entspricht nach der Natur der 
Invarianten das System A(x) demselben Werthsysteme der 
Invarianten, und unser Problem hat also mindestens so viele 
Losungen, als der Grad der Gruppe beträgt Dass dies aber die 
genaue Anzahl der Losungen ist, geht ^ aus den folgenden Be- 
trachtungen hervor. 

In besonderen Fällen, d. L für besondere Werthe der 
Invarianten, können von diesen Werthsystemen der Variablen 
mehrere zusammenfallen. Dies kann aber nur für solche Werth- 
systeme der (x) geschehen, für die eine Relation von der Form 
(x) = A{x) besteht, denn aus A{x) = B{x) wurde (x) = Ar^B(x) 
folgen, was in der Form {x) = A{x) enthalten ist 

Wir nehmen eine lineare homogene Function 0 der Variablen 
iCi, rCj, . . ., Än an, die wir so bezeichnen: 

(1) & = 0(x) = CiXi CiXi-l 1- Cn^n. 
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Bedeutet Ä eine Substitution der endlichen Gruppe S, so 
können wir aus &{x) eine neue Function 

(2) ®[A{x)\ = -f- + • * ■ + 

ableiten, deren Coefficdenten cj nach §. 41, 10. mit den ursprüng- 
lichen Coefficienten d durch die zu (J.) transponirte Sub- 
stitution 

(oO = AM 

Zusammenhängen. 

Wenn nun -4, J?, C, . . . die sämmtliohen Substitutionen der 
Gruppe S sind, so ka-nn man in gleicher Weise die Functionen 

CS) ®[.A{x)l &[C{x)l ... 

bilden, die wir auch kürzer durch 
(4:) ®, Öl, öa, . . 

bezeichnen, wenn ^ der Grad der Gruppe 8 ist. 

Nun kann man über die Coefficienten die bis jetzt noch 
ganz willkürlich sind, so verfugen, dass keine zwei der Func- 
tionen (4) mit einander identisch werden (BdL I, §- ^3? l-)- Ans 

(3) aber ergiebt sich. 

1. Wenn man in den Functionen (4) gleichzeitig 
irgend eine Substitution aus 8 auwendet, so 
ändert sich die Gesammtheit dieser Functionen 
nicht, sondern sie erleiden nur eine Permutation. 

Daraus ergiebt sich ferner: 

2. Jede symmetrische Function der Grössen (4) ist 
eine absolute Invariante der Gruppe S. 

Wir bemerken noch, dass man an Stelle der Function ® 
irgend eine andere auch nicht lineare, selbst eine gebrochene 
oder inhomogene Function setzen könnte, wenn nur die fi Func- 
tionen (4) von einander verschieden sind. 

Bilden wir nun das Product 

(5) = 

welches eine ganze rationale Function Grades von t ist, so 
sind die Coefficienten ALi, JLg, . , 4^ nach 2. Invarianten der 
Gruppe jS, und die Grössen 0, @i, , . sind die Wurzeln 

der Gleichung 

(6) <&(i) = 0. 
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§• Das Formenproblem. 

Wir betrachten nun als Rationalitätsbereioh ß den Körper, 
der ans den absoluten Invarianten der Gruppe S und allen 
Zahlen!) besteht. Diesem Rationahtätahereich gehören die 
Coefficienten von ®(^) an, und wir beweisen zunächst den Satz; 

3. Die Function 0({) ist in ß irreducibeL 

Ist nämlich W{t) irgend eine Function in ß, die fiir i ® 
verschwindet, so können wir in der Gleichung ??(©) = 0, da 
die a?!, unabhängige Variable sind, das System (x) 

dieser Variablen durch Ä(x) ersetzen, wenn Ä irgend eine Sub- 
stitution aus 8 ist. Dadurch kann 0 in jede der Functionen 
®n ®a» ■ • ®/u — 1 übergeführt werden, während die Coefficienten 

von W ungeändert bleiben, und folglich ist W(0{) 0, 

= 0, . . = 0. Es muss also durch <2>(i) 

theilbar sein, wodurch die Irreducibüität erwiesen ist. 

Es bedeute nun m irgend eine Function der Variablen x und 


03, COi, (Dj, . . ., 

mögen die Functionen sein, die aus © durch Anwendung der 
Substitutionen von S entstehen, von denen nun nicht voraus- 
gesetzt zu werden braucht, dass sie alle von einander verschieden 
sind. Ist t eine Vsunable, so ist 

® + + t -07- >) ^ 

eine ganze rationale Function (n — ly^ Grades von i, und zu- 
gleich ist es eine Invariante von S, also eine Function in ß. 
Setzen wir darin t = @, so folgt dnroh einen schon früher oft 
angewandten Schluss (Bi I, §. 160, 162) 


W(0) 

^ ~ a>'(@)’ 


worin der Satz enthalten ist: 


4. Jede rationale Function der Variablen (x) kann 
rational durch 0 ausgedrückt werden, gehört 
also dem Körper ß(@) an. 

Die Gleichung (6) ist also nach der Definition Bd. I, §. 152 
eiue Normalgleicbung. 

CAuß diesem Satze köimen wir einen zweiten Beweis dafür 
ableiten, dass alle Invarianten der Gruppe S rational durch eine 


D Man kann sloh anob auf euien besonderen ZablkÖrper besobr&nkeii, 
wenn nur darm die Snbfftitntionsoo&fficieaten der Gruppe S enthalten sind. 
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endliche Anzahl von ihnen, nämlich die Coefficienton d('r huiic- 
tion 0 (t), darstellbar sind. Denn wenn wir eine ul)Soluto In- 
variante J nach dem Satze 4 . als rationale hunction von (•*) 
darstellen, so kann sich diese nicht andern, wenn eine tler Siih- 
stitntionen (0, ©i), (0, ©9), . . . ausgefübrt wird, und diese h'unc- 
tion ist also rational durch die Goefficienten von iius- 

driiekbar. Ob diese Darstellung freilich durch ganze Functionen 
möglich ist, würde bei diesem Beweise unentschieden bleil>oiJ 

Unter den Functionen ca der Variablen x sind auch di« 
Variablen x selbst enthalten, und die Frage, von der wir aus- 
gegangen sind, ob die Variablen x als algebraische Functionen 
der Invarianten angesehen werden können, ist damit l)ojali«nd 
entschieden. 

Die Aufgabe, die Variablen x als algebraisch« Functionen 
der Invarianten der Ghruppe S darzustellon, also dio Itestimnmng 
des Körpers iß(®), heisst noch F. Klein das FormonprühltMU 
der Gruppe 8 ^). Ist die Anzahl der Variablen », ko uonmm 
wir das Fonnenproblem von der w*®“ Dimension. 

Der Körper ß(©) ist ein, durch die Gruppe S völlig l)c- 
sidmmter algebraischer Körper über Ä. Er ist ein Normalkorpcr; 
denn nach 4 sind die conjugirten Grössen ®, ©n 0 ^» • • m 
alle im Körper iö(©) selbst enthalten. Die Gleichung 0 (t) =?= 0 
ist eine Normalgleiohung und ist die Galois’soho llcsolvonto 
des Formenproblems (Bd. I, §, 152 ), 

5 . Die Galois’sche Gruppe des Formonprohlnrns, 
dL h. die Galois’sche Gruppe der Gleic.hung 
®(0 = 0, ist mit der Gruppe S isomorplu 

Um dies nachzuweisen, bezeichnen wir mit B zwui Sub- 
stitutionen aus S und mit AB = G die daraus zusanimeu- 
gesetzte Substitution. Ist nun 

&i = &[Ä (a;)], 0, = 0 [5 (a!)], 0^ = &[C(x ) |, 

90 ist di6 Substitution 


und folglicsh 


( 0 , ©,) = ( 0 „ 0 ,), 


(0, 0i) (0, 0,) = (0, 

d. h, die Gruppe der Substitutionen (0, 0,), (0, &A ... ist mit 
der Gruppe der Ä, . isomorph. 


VorleBUDgen Aber das IkoBaSder, S. 
>9 
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Nehmen wir statt der Function 0 eine Function 77 , die nicht 
lauter verschiedene Werthe hat, sondern die Substitutionen eines 
Theilers 8' von S vom Index aber keine anderen gestattet, so 
genügt 7] einer Gleichung Grades, die als eine Resolvente 
des Formenproblems zu betrachten ist. Jede Function, die die 
Permutationen von S' gleichfalls gestattet, ist dann eine ratio- 
nale Function von rj und von den Invarianten der Gruppe 
Die Resolvente der rj ist eine Partial- oder Totalresolvente , Je 
nachdem die Gruppe Ä' mit den zu ihr conjugirten Theilem 
von 8 einen gemeinschaftlichen Theiler hat oder relativ prim 
ist (Bd. I, §. 163). 


§. 59. 

Gruppen linearer Substitutionen und Collineationeru 

Die Sätze 1 . bis Ö. bleiben unverändert bestehen, wenn wir 
unter den Coefficienteu Cj, . . Cn der Funotion 0 ein System 
unabhängiger Variablen verstehen. Nur muss dann der Ratio- 
naJitatsbereich Ä auch diese Variablen enthalten. Es kommt 
aber unter dieser Voraussetzung noch der folgende wichtige Satz 
hinzu, der die Umkehrung des Satzes 1 . ist: 

6 . Wenn die Function 0(t) durch eine von den Ci 
unabhängige, auf die Xi ausgeübte lineare Sub- 
stitution A ungeändert bleibt, so gehört A zu 
der Gruppe 8. 

Denn wenn ® (Q durch A ungeändert bleibt, so muss 0 {A (x)) 
unter den 0, 0^, 0j, . . ., 0^_i enthalten sein, und die Formeln 
§. 58, (2) zeigen dann, dass A zu. 8 gehört. Ist 

(1) 0{t) = H \- 

BO ist wenn es nicht identisch verschwindet, vom Grade h in 
den Variablen rc*, und wenn wir also die Aehnlichkeits- Sub- 
stitution (a^, vxi) machen, so geht 

( 2 ) in 

über. Wir nehmen jetzt an, wie im §. 46, dass die Substitutionen 
der Gruppe 8 alle die Determinante 1 haben. Dann sind für 
alle in 8 vorkommende Aehnlichkeits -Substitutionen die Multi- 
pHcatoren w*® Einheitswurzehi , und nach (2) können wir die 
Gruppe JJi aUer dieser Aehnlichkeits -Substitutionen bestimmen. 
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Es seien nämlich 

( 3 ) ^ 1 , ■ ■ ■ 

die nicht verschwindenden unter den Ftinotionen ^ und der 
grösste gemeinschaftliche Theiler von n, Äi, Äj, . . dann wird 
(iCi, nach (2) und 6. dann und nur dann zu S gehören, 

wenn pjH = i ist, und die Gruppe Bi ist daher vom Grade n^. 
Die aus S abgeleitete CSoUineationsgruppe 8/Ri ist vom Grade 
fi:ni. Da man nach §. 58 alle Invarianten von S rational durch 
die Functionen (3) darstellen kann, so sind die Grade aller 
Invarianten durch Wi theilbar, und in der Invariante 

( 4 ) 

vom Grade 

m = ÄiZj -|- -|- ÄgZj -)-••• 

kann man die ganzen Zahlen ?i, Zs, Zj, . . . so bestimmen, dass «i 
der grösste gemeinschaftliche Theiler von m und n ist Damit 
ist bewiesen: 

7. Ist die Gruppe der in 3 enthaltenen Aehn- 
lichkeits- Substitutionen vom Grade nj, so ist 
Wi der grösste gemeinschaftliche Theiler, den 
die Grade aller absoluten Invarianten von 8 
mit n haben, und es giebt unter diesen In- 
varianten auch solche, deren Grad mit n den 
grössten gemeinschaftlichen Theiler Wi hat. 

Daraus ergiebt sich fiir den Fall, dass = 1 ist (§. 46): 

8. 8 ist dann und nur dann eine reine Gruppe 
linearer Substitutionen, wenn sie eine abso- 
lute Invariante hat, deren Grad relativ prim 
zu n ist. 

Es sei nun JR, wie in §. 46, die Gruppe der mit allen 

Einheitswurzeln gebildeten Aehnliohkeits-Substitutionen, und 
es werde aus 8 eine erweiterte Gruppe 

(ö) Si = ES 

vom Grade abgeleitet. Wir haben dann die beiden isomorphen 
Oollinearionsgruppen 8ifE, 8/Bi vom Grade ^ii;n = ^:ni. Die 
absoluten Invarianten der Gruppe 8 sind dann relative Invarianten 
der Gruppe 8i, und es folgt, wenn wir = 1 annehmen: 

9. Wenn in der Gruppe jSi eine mit der Golli- 
neationsgruppe 8i/R isomorphe reine Gruppe 
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enthalten ist, so muss es unter den Invarianten 
von 8i eine geben, deren Grad relativ prim 
zu n ist. 

Wenn umgekehrt J eine Invariante der Gruppe ist, deren 
Grad relativ prim zu » ist, ao ist J" eine relative Invariante von 
Si und ihr Index ist durch n theilbar, weil sie durch die Sub- 
stitutionen von B eine primitive w*® Einheitswurzel als Factor 
anninmnt (§, 55). Nehmen wir ausserdem noch an, dass der 
Index von J gleich w ist, so bilden die Substitutionen von 
die J ungeändert lassen, eme Gruppe vom Grade Diese 

Gruppe kann aber ausser der Einheit keine Substitution aus B 
enthalten, und ist daher rein. Da nun auch umgekehrt eme 
absolute Invariante der reinen Gruppe S, deren Grad zu n 
theüerfremd ist, zugleich relative Invariante von 3i mit dem 
Index n ist, so können wir, wenn wir die Invarianten von Si als 
Invarianten der entsprechenden Oollineationsgruppe bezeichnen, 
den Satz 8. in folgender Weise um kehren; 

10. Die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass es eine zu einer Oollineations- 
gruppe isomorphe reine Gruppe linearer Sub- 
stitutionen giebt, besteht darin, dass unter 
den Invarianten der Oollineationsgruppe eine 
ist, deren Grad relativ prim zu der Dimen- 
sionszahl w, und deren Index gleich n ist. 

§. 60. 

Klein’s Erweiterung des algebraischen Grundproblems. 

Die Betrachtungen, die im vorigen Paragraphen durchgeführt 
sind, bilden eine directe Verallgemeinerung der Galois’schen 
Theorie für eine allgemeine Gleichung Grades; und diese 
Theorie ist als SpeciaJfall in der Theorie der linearen Sub- 
stitutionegruppen enthalten. 

Es\9md nämlich nach §. 56 die symmetrischen Functionen 
von n unabhängigen Variablen aHi iCn die Invarianten der 

Gruppe S, die aus den Permutationen dieser n Variablen besteht, 
und die Gleichung 0(t) = 0 ist also für diesen Fall nach Bd. I, 
§. 152 die Galcis’sche Resolvente der Gleichung n*®“ Grades, 
deren Wurzeln die Grössen Xi sind Wir können also die all- 
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gemeine Anfgabe der Algebra, eine Gleichung Grades aufiu- 
lööen, als ein Formenproblem einer linearen Substitutionsgruppe 
w*“ Dimension aufEassen. Nun giebt es aber specielle Gleichungen, 
die durch Formenprobleipe von niedrigerer Dimension gelöst 
werden können, so insbesondere die reinen Gleichungen, die 
durch ein Fonnenproblem der ersten Dimension lösbar sind. 

Jjineare homogene Substitutionen von einer Dimension sind 
nämlich nur von der Forin 
( 1 ) . , sf = u<c^ 

und wenn diese eine endliche Gruppe vom Grade ft bilden sollen, 
so 'tmiBsen die Coefficiehten a Einheitswurzeln vom Grade y. sein. 
Laasen wir umgekehrt ci in (1) sämmtliohe Einheitswurzeln 
durchlaufeh,' so haben wir eine Gruppe vom Grade y. Diese 
Gruppe ha.t eine absolute Invariante und wenn diese gegeben 
ist, so erhalt man ^ als y^ Wurzel daraus. 

' Die Auflösung der Edlgemeinen Gleichungen 2^, 3*®^ und 
4**“ Grades ist also auf Förmenprobleme von nur einer Dimen- 
sion zurückfuhrbar. Wir werden in einem späteren Abschnitte 
sehen, dass die allgemeine Gleichung 6*®“ Grades auf ein bmäres 
Eormenproblem zurückfuhrbar ist, nnd man kann sich nun als 
eine unmittelbare Erweiterung der Aufgabe, die Lösung einer 
Gleichung auf reine Gleichungen zuxückzufiihren, die Frage 
stellen: welches ist die geringste Dimensionenzahl eines Formen- 
problems, durch das sich eine gegebene Gleichung losen lässt? 
Die Aufgabe würde dann so formuhrt werden müssen: 

Es sollen aus den Wurzeln einer gegebenen Glei- 
chung rationale Functionen Xj, Xg, ... in möglichst 
kleiner Zahl so gebildet werden, dass sie in homogene 
lineare Functionen ihrer selbst übergehen, wenn die 
Wurzeln den Permutationen der Galois’schen Gruppe 
P der gegebenen Gleichung unterworfen werden. 

Die linearen Substitutionen, die hiernach die Functionen Xi, 
Xj, . . . erleiden, bilden eine Gruppe die mit der Gruppe P (ein- 
oder mehrstufig) isomorph ist Die Invarianten dieser Substitu- 
tionsgruppe gehören daher dem Rationaütätsbereich an, und die 
Bestimmung der Xj , . ist also das zugehörige Formen- 

problem. 

Die Adjunction dieser Functionen X^, X^, . . oder der in 
§. Ö8 eingeführten Function @ wird dann die gegebene Gleichung 
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entweder Yollständig losen, oder wenigstens ihre Gruppe P auf 
einen Normaltheiler Q reduciren, d, h. die Gleichung (6) (§. 58) 
wird eine Total- oder Partialresolvente sein, je nachdem der Iso- 
morphismus zwischen den Gruppen P und 8 einstufig oder mehr- 
stufig ist (§. 5 und Bi I, §. 163). 

Auf diese Weise hat F. Klein die Aufgabe der algebraischen 
Auflösung einer Gleichung erweitert Er hat, um die Beant- 
wortung der Frage anzubahnen, für die allgemeiae Gleichung 
6*®^ und Grades bewiesen, dass sie auf quaternäre Fotmen- 
probleme zuruckgeführt werden können i). 

Die allgemeine Gleichung Grades ist, wie wir gesehen 
haben, unmittelbar einem Formenjiroblem von n Dimensionen 
äquivalent und dieses lässt sich allgemein auf n — 1 Dimensionen 
reduciren, wenn man zwischen den zu permutirenden Variablen 
iCi, aJfl, . . Xn die Relation festsetzt, 

^ "h ^ = 0. 

Dann erleiden nämlich die Variablen Xi^ ajn-i bei den 

Permutationen der Xn eine lineare Substitution. 

Da für mehr als vier Variable die altemirende Gruppe ein- 
faeh ist (Bd. I, §. 185), so kann sich die Gruppe einer aUgemeinen 
Gleichung n*®“ Grades durch ein Formenproblem nur dann weiter 
als auf die altemirende Gmppe reduciren lassen, wenn die alter- 
nirende Gruppe mit der entsprechenden Substitutionsgruppe iso- 
morph ist, und dann ist die Gleichung zugleich vollständig auf 
das Formenproblem zuriickgefiihrt. Dass die altemirende Gruppe 
von acht Ziffern nicht mit einer Substitutionsgruppe von sechs 
oder weniger Variablen isomorph ist, ist neuerdings von Wimann 
bewiesen s), und daraus folgt also, dass die allgemeine Gleichung 
achten Grades keine Reduction durch einfachere Formenprobleme, 
als die Permutationen, gestattet Dies ist eme schone Vörallgemeine- 
rung des von Abel zuerst bewiesenen berühmten Satzes, dass die 
allgemeine Gleichung fünften Grades mcht algebraisch lösbar, 
d. h. auf ein Formerrproblem von einer Variablen, zuruckfiihrbar 
ist. Wir kommen weiterhin auf den Beweis dieses Satzes zuruck. 

F. Klein, Znr Theorie der allgemeinen Gleiohungen Ötan und 
7taii Q-rades; Mathematische Annalen, B<L XX'VIII, S. 10. VergL auch „The 
Evaiuton Colloquium, Leotures on MathematiOB by Felix Klein“, Leo- 
tdre IX, London and New York, MacmiTlan and Co. (1894). 

■) Göttinger Nacbriobten 1897. 
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§. 61. 

Einfluss relativer Invarianten. 

Bei der Definition des Formenproblems im §. 58 haben wir 
nur die absoluten Invarianten der Gfruppe S benutzt Nun giebt 
es, wie wir gesehen haben, auch Fälle, in denen ausser den ab- 
soluten auch relative Invarianten existiren, und diese können zur 
Vereinfachung des Formenproblema benutzt werden. 

Ist r eine solche relative Invariante, so wird eine gewisse 
Potenz von r, deren Exponent e ein Theiler des Grades ^ von 8 
ist, eine absolute Invariante, und r wird also durch eine reine 
Gleichung in Ä (§. 68) bestimmt 

Alle Substitutionen von S, durch die r ungeändert bleibt, 
bilden für sich eine Gruppe Tr, und die Gruppe Tr ist, wie wir 
un §. 55 gesehen haben, ein Normaltheiler von 8. 

Ferner aber sehen wir, dass jede Function der Variablen 
die durch die Substitutionen der Gruppe Tr ungeändert bleibt, 
rational durch r auagedrücfct werden kann, d. L in dem durch 
Adjunction von r aus Ä abgeleiteten Körper £lr enthalten ist. 

Nach §.56 nämlich giebt es eine Substitution T? m ß, und 
eine primitive c*® Einheitawurzel s, so dass r durch T7 in sr 
übergeht und alle Werthe, die r annehmen kann: 
r, er, 

erhält man durch Wiederholung der Substitution K Bedeutet 
ferner z eine Function der Xj die die Substitutionen der Gruppe 
Tr gestattet und durch TJ und seine Potenzen in 

“^1 ^5 1 

übergeht, so gestatten alle diese Functionen gleichfalls die Sub- 
stitutionen von T,., weil Tr ein Normaltheüer von 8 ist Die 
Function 

(1) tJ = t -f a-» Ti + s-Ä (*-i) 

(A = 0, 1, 2, ^ e — 1), 

die nach Analogie der Lagranga’achen EeaolTenten (Bd. I, 
§. 171) gebildet ist, nimmt durch Anwendung der Substitution ^ 
den Factor a* an, und wenn wir also 

(2) (a-*, t) = r* gfj 

setzen, so ist eine absolnte Invariante » also im Körper ß 
enthalten. 



§. 62 . 


Der erweiterte Invarittntenbegrlff. 


239 


Aus (1) und (2) ergiebt sich aber 

(3) fir= gr+rlFi H 

wodurch die Behauptung erwiesen ist 

Setzen wir 

(4) (I = ev, 

80 ist V der Grad der Gruppe Tn wenn die Function ®, die 
wir im §. 68 zur Lösung des Formenproblems angewandt haben, 
durch die Substitutionen von Tr in 

0, ®i, . . ®r— 1 

Übergeht, so ist 

Or(t) = 0.^i) 

eine Function von t in dem erweiterten HationaJitätsb er eiche ÄrJ 
der Körper iß(®) ist identisch mit firC®)* Er ist aber ein alge- 
braischer Körper /i*“ Grades über ß und r*®“ Grades über ßr. 
Das Formenproblem /x*®“ Grades wird demnach durch Adjunction 
eines Radicals auf ein Formenproblem v*®“ Grades zurückgefiihrt. 

§. 62 . 

Der erweiterte Invariantenbegriff. 

Die relativen Invarianten sind im Grunde ein spetneller Fall 
eines allgemeineren Begriffes, den wir in ähnlicher Weise, wie 
die relativen Invarianten, zur Eeduotion des FormenproblemB 
anwenden können. 

Wir suchen nach Systemen von homogenen Formen gleichen 
Grades der Variablen rci, rcj, . . 

(1) Xi, Xg, . . ., X^Kl 

von der Beschaffenheit, dass durch die Anwendungen der Sub- 
stitutionen der Gruppe 8 die Functionen Xi, Xj, . . ., X« ein 
System Z von linearen Substitutionen erleiden; die Sub- 
stitutionen S bilden dann gleichfalls eine Gruppe, und zwar 
eine Gruppe, die mit 8 ein- und mehrstufig isomorph ist Ist 
m = 1, BO erhalten wir, wie man sieht, den Begriff der relativen 
Invarianten. Wir suchen nun alle Substitutionen von jS, die 
jede einzelne der Functionen (1) ungeändert lassen. Diese Sub- 
stitutionmi bilden eine Gruppe, die wir mit T bezeichnen, und 
von der wir naohweisen wollen, dass sie ein Xonnaltheiler von 
8 ist Bezeichnen wir mit $ eine Substitution aus S, durch die 
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§. 62 . 


die X die Substitution 6 erleiden, so erleiden die X durch s— ^ 
die Substitution Ist dann ferner r eine Substitution aus T, 
so bleiben durch r die X ungeändert. Demnach erleiden durch 
die X die Substitution = 1, d. 1 l sie bleiben un- 
geändert. S“^ts ist also auch in T enthalten, und T ist folg- 
lich ein Normaltheiler von Ä 

• V?ir bezeichnen mit (i, v die Grade von 8 und T und setzen 

^ = ev, 

dann ist e der Index von T und zugleich der Grad der Gruppe X. 

Jede absolute Invariante der Gruppe T, d. h. jede Function 
von a;, die die Substitutionpn von T gestattet, kann rational in 
durch die X ausgedrüokt v^erden. 

Dies folgt durch das schon oft angewandte Schlussverfahren : 
wenn wir mit p eine Function der X bezeichnen, die e ver- 
schiedene Werthe p, pi, . . pa_i annimmt, und 
(2) <S>{t) = (^ _ p) (i - p,) . . . - Pa-l) 

setzen, so ist <D(t) eine rationale Function der Variablen t in £1, 
Eine absolute Invariante r von T nimmt höchstens e ver- 
schiedene Werthe an, die den Werthen p, pi, . . ., pg_i ent- 
sprechen, namUch r, fi, . . ., wobei unter Umständen auch 
gleiche Werthe Vorkommen können. Die Function von t: 


i — p’^t — Pi”' p,_i 


nt) 


ist dann in ß enthalten, und fiir ^ = p ergiebt sich: 



wodurch, da ^^'(p) von Null verschieden ist, r rational durch p 
ausgednickt ist Es ist also r im Körper ß (Xi,Xa, . . . X«) 
enthalten. 

Die Invarianten der Gruppe T sind zugleich Invarianten 
der Gruppe S\ durch die Lösung des Formenproblems für die 
Gruppe X sind dann die Xj, . . ., X», bekannt, also auch die In- 
varianten der Gruppe T, und das Formenproblem der Gruppe 8 
ist also zurüokgefiihrt auf die successive Lösung der beiden 
Formenprobleme der Gruppen X und T, die von niedrigerem 
Grade als das Formenproblem für 8 sind. Ein Formeiiproblem, 
was in dieser Weise m zwei Formenprobleme medrigeren Grades 
zerlegbar ist, können wir ein imprimitives Formenproblem 
nennen. Da ea für eine solche Reduction nöthig ist, dass T ein 


I 
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von S und von der Einheit verschiedener Normaltheiler von S 
sei, BO ist, wenn S eine einfache Gruppe ist, das entsprechende 
Formenproblem stets primitiv. 

Wir können aber auch umgekehrt schliessen, dass, wenn 8 
einen Normaltheiler vom Index e besitzt, das Formenproblem 
•imprinoitiv ist Wir brauchen nämlich nur, um ein System der 
Functionen zu erhalten, eine Invariante q der Gruppe 

T zu nehmen, die e verschiedene Werthe in 8 erhält, und 
können für Xi, . . ., X« geradezu die Werthe p, Pi, . . 
nehmen. Die Gruppe 2 ist dann die durch 8 unter den q 
hervorgerufene Permutationagruppe. 

Im Sinne des §. 59 wird es aber immer darauf ankommen, 
m so klein als möglich zu machen, und eine Reduction des 
Problems in diesem Sinne wird nur dann erzielt sein, wenn 
w < n ist. 


§. 63. 

Normalformen. 

Noch eine allgemeine Betrachtung müssen wir anstellen, ehe 
wir zu speciellen Anwendungen übergehen. Wir haben schon in 
§. 41 gesehen, dass wir aus jeder Gruppe 8 von Lmearen Sub- 
stitutionen unendlich viele isomorphe Gruppen ableiten können, 
indem wir mit einer willkürlichen Substitution L von derselben 
Dimension trahsformiren, also die transformirte Gruppe 

( 1 ) L-^8L 

bilden; und dies ist gleichbedeutend mit der Einführung anderer 
Variablen y an Stelle von x durch die Substitution 

(2) (x) = L{y). 

Diese Transformation können wir dazu verwenden, um die 
Gruppe 8 in einer einfachen Normalform darzusteUen, und dann 
erhalten auch die Invarianten gewisse feste Normalfoimen, die 
in manchen Fällen sehr einfache Gestalten annehmen können. 
Bilden wir für die Normalform die Resolvente des Formen- 
problems [§. 58, (6)], die wir jetzt in der Form schreiben wollen: 

(3) ® (0, J.1, ^ . . .) = 0, 

worin j4i, jLg, . . . Invarianten der Gruppe 8 bedeuten, so wird 
auch diese, wenn wir die Normalform benutzen, eine einfache 

Weber, Algebra. IL Iß 
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Gestalt erhalten. Die Vanahlen Xi lassen sich, wie wir gesehen 
haben, rational durch ® und die ausdrücken, und -wir setzen 

( 4 ) Xi = (pi (®, - 1 ,, Ai , . . .)• 


Auch diese Ausdrucke werden, wenn über die Function ® 
verfugt ist, fur\die Normalform feste Gestalten annehmen. 

Nun kann [aber auch der Fall verkommen, dass die In- 
varianten nicht |in der Normalform, sondern in einer beliebigen 
anderen Form, 'v die wir die allgemeine Foiun nennen wollen, 
gegeben sind. Dann wird es sich darum handeln, die Substitu- 
tion L zu findei, durch die die allgemeine Form in eine von 
vornherein als njöghch erkannte Nonnalfonn transformirt wird. » 
Diese Aufgabe ist wie wir nun sehen wollen, keine andere, als 
das für die NormalKjrm gestellte Formenproblem selbst. 

Nehmen wir an,, die Invananten in der allgemeinen Form, 
als Functionen von j/J. seien . . ., so dass durch die Sub- 

stitution (2) die Identi-aten 

(5) Al =1 Bl, Aj = -Bj, . . . 

hergestellt werden. Es ist die Aufgabe, wenn die Functionen 
Ai, Bi der Form nach /egeben sind, die Substitution L zu be- 
stimmen, die die Gleiclungen (Ö) zu identischen macht Diese 
Aufgabe ist gelöst, wem wir die Gleichung (3) für ein passend 
gewähltes epedelles W(rthsy8tem der A als gelöst voraussetzen, 
üm dies nachzuweiseu, bilden wir die vollatkndigen Differentiale 
der Gleichungen (3) und (4) : 

dx. = (p'i(@)d®+i (p'i(Ä.)dA, 

worin -pK®). die partiellen Ableitungen 

bedeuten. Eliminiren wir d0, so folgt: 


(6) d:^= y «“'t®) 

I. 

Nd^ ist in F olge der Gleichungen (5) : 

(7) / = 

und wenn wir also 


äA,. 


W ; 

(9) ' + «t.,<dyn 

setzen, so ergiebt die Vergleichung von (6) mit (9): 
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lo; a^t — 2j ^-(0^ ■t^si.y*)- 

Die rechte Seite dieser Grleiohiuigen muss sich also auf eine 
konstante reduciren, und wir können ihren Werth finden, wenn 
dr für die y irgend ein specielles Werthsystem setzen, das nur 
n die eine Bedingung gebunden ist, dass ^ {®) mcht ver- 
chwindet. Für dieses specielle Werthsystem sind die Werthe 
er Äi durch die Gleichungen (6) bestimmt, und ® ist bekannt, 
-enn wir für dies specielle Werthsystem der Ai das Formen- 
roblem (3) als gelost voraussetzen. Dann sind durch (10) die 
oefficienten und damit die Substitution L vollständig be- 
ämmt 


16 * 
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Gruppen binärer linearer Substitutionen. 


§. 64 . 

Ternäre orthogonale Substitutionen. 


Es ist nun unsere Aufgabe, aus der Gesammtheit der linearen 
Substitutionen engere Gruppen auszusondem, um schliesslich 
zu endlichen Gruppen zu gelangen. Solche engere Gruppen, die 
immer noch unendlich sein können, erhält man, wenn man die 
Forderung stellt, dass gegebene homogene Functionen der 
Variablen invariant bleiben sollen. Wir wollen aber die Aufgabe 
nicht in dieser Allgemeinheit weiter verfolgen, sondern gleich 
zur Betrachtung des wichtigsten speciellen Falles übergehen. Wir 
wollen uns auf temare Substitutionen beschränken und fordern, 
d^s eine quadratische Form von nicht verschwindender Deter- 
minante invariant bleiben soll Da, wie wir fdiher gesehen 
haben (Bd. ^ §. 68), jede solche quadratische Form durch lineare 
Transformation in eme Summe von Quadraten verwandelt werden 
kann, so beschra^en wir das Problem nicht weiter, wenn wir 
^ iese quadratische Form die Summe der Quadrate annehmen. 
Solche Substitutionen heissen orthogonal 
Die Substitution 


' Ö/ii ysj ya) — Ä (a^, 

ist aJso orthogonal, 'ffenn die Snbstituüonsooefficienten 

atunmt sind, dass die Identität besteht: 


80 be- 


yi’ + y/ + W = ai’ + 

Anadrucke (1) in (2) snbetitmrt und die 
Coefficienten entsprechender GUeder einander gleiöh setzt, so 
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erhält man sechs Relationen zwischen den neun Coefficienten 
von A. 

Diese Relationen lauten, wenn 

C %5 

ii, 

^ ) ^a/ 

angeno mm en wird: 

fli® -|- “h = 1, Oa Ob “|- 63 Sfl -f- 02 ^ = 0 

(4) Oj® -j- 63* -j- Cj® = 1, ^8 ^1 -j- 6s Z»! ^ Ca Ci = 0 
Osj^ -|- 6g* Ol ^*2 -}- 61 63 -j- Ci C9 = 0, 

und sind aus der analytischen Geometrie wohl bekannt Für das 
Quadrat der Substitutionsdeterminante \A\ ergiebt sich aus diesen 
Relationen nach der Multiplicationsregel der Determinanten der 
Werth 1, und folglich hat \A\ den Werth i 1. 

Aus den Formeln (4) ergiebt sich, dass die inverse Sub- 
stitution zu A 

Ml &11 ßi\ 

A ^ = I 0^31 63, Ca I 

XOj, 63, Cß/ 

mit der transponirten identisch ist, und diese Eigenschaft könnte 
auch als Definition der orthogonalen Substitutionen dienen 

Die Gesammtheit der orthogonalen Substitutionen bildet 
eine Gruppe. Darunter ist eine engere Gruppe enthalten, die 
durch den Werth 

(ö) 1^1 = + 1 

ausgezeichnet ist, die wir als die Gruppe der eigentlichen 
orthogonalen Substitutionen bezeichnen wollen. 

Man kann die lineare Substitution (1) als den Uebergang 
von einem rechtwinkeligen Coordinatensysteme zu einem zweiten 
mit demselben Anfangspunkte deuten, wenn man iCi, ajj, 

Vii ysi Vt ^8 rechtwinkelige Coordinaten eines und desselben 
(veränderlichen) Punktes in dem ersten und zweiten Coordi- 
natensysteme ansieht Durch A ist die gegenseitige Lage der 
beiden Coordinatensysteme bestimmt und umgekehrt Besteht 
die Bedingung (Ö), wie wir jetzt voraussetzen wollen, so kann 
das erste Coordinatensystem mit dem zweiten zur Deckung ge- 
bracht werden durch Drehung um eine feste Axe mit einem 
bestimmten DrehungswmkeL 
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Denn setzen wir 


D = 


(h — 1 ? ^ 

^ 1 


SO erhalten wir ans den Relationen (4): 

1^1 D = - A 

also, wenn (ö) besteht, D = 0. Demnach lassen sich drei 
Grossen A, fx, v ans den Gleichungen : 

/ß\ ^ A 4“ 4" &8 V 

^ ^ i;=CiA + C,fi+öaV 

A»+ + i/a = 1 

bestiinmen, und diese drei Grössen A, /x, v bestimmen die Rich- 
tung einer geraden Linie, die mit den Aien yi, yi, dieselben 
Winkel einschlieast, wie mit den Aien x^. Eine in dieser 
Richtung durch den CoordinatenanfangBpunkt gelegte Linie ist 
die Drehungsaxe, 

In dem Falle \A\ = — 1 trifiFt dieser Schluss nicht mehr zu. 

Daneben besteht noch eine andere Deutung der orthogonalen 
Substitution = A (x) , wonach {x) und (y) die Coordinaten 
zweier yersohiedener Punkte x und y sind, bezogen auf ein und 
dasselbe Goordinatensystem, Wenn x einen Raumtheil (Linie, 
Fläche oder BLörper) überstreicht, so erfüllt der entsprechende 
Punkt y einen congmenten Raumtheü (wenn \Ä\ = — 1 ist, einen 
spiegelbildlich gleichen). Dies wird durch die folgende Betrach- 
tung dargethan. 

Die Gruppe der eigentlichen orthogonalen Substitutionen 
ist äquivalent mit einer Gruppe, die man aus den verschiedenen 
Stellungen eines um einen festen Punkt drehbaren Körpers bilden 
kann. Diese Gruppe erhält man, wenn man eine beliebige Stel- 
lung JE als Einheit flnuiuimt, aus der man in irgend eine andere 
Stellung A gelangt durch Drehung um eme bestimmte Axe mit 
einem bestimmten Winkel Ist JB eine dritte Stellung, so hat 
man unter der zusammengesetzten Stellung ALB die Stellung zu 
verstehen, die man erhält, wenn man die Drehung, die zu AL 
geführt hat, nicht von der Einheitsatellung, sondern von der 
Stellung B aus vollfiihrt Denn nimmt man ein mit dem Körper 
in starrer Verbindung stehendes Axensyatem an, z. B. das System 
der Hauptträgheitsaxen , und bezeichnet mit (a?) die Ooordinaten 
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einea beliebigen, im Raume festen Punktes, bezogen auf dies 
Aiensystem in der Einheitastellung so erhält man die 
Coordinaten desselben Punktes, bezogen auf das Aiensystem in der 
Stellung A oder B durch zwei orthogonale Substitutionen A{x) 
und B {x). 

Demnach sind AB{x) die auf das System A bezogenen 
Coordinaten emes Punktes y mit den Coordinaten (y) = B(x) 
im Systeme E. Der Punkt y hat also im Systeme E dieselben 
Coordinaten, wie der Punkt x im Systeme S, d. h. y liegt zur 
Einheitastellung so wie x zur Stellung Führen wir nun die 
Drehung, die von E B führt, so aus, dass wir den Punkt x 
festhalten, aber den Punkt y und das Axensystem A die Drehung 
begleiten lassen, so gelangt der Punkt y nach und die Coordi- 
naten von x^ bezogen auf die neue Lage des Systemes A^ sind 
dieselben, wie die des Punktes y in Bezug auf die ursprüngliche 
Lage von A, d. h. AB{x), Diese neue Lage des Systemes A kann 
man aber offenbar auch so erreichen, dass man die Drehung, 
die zu der Stellung A führt, nicht von der Einheitsstellung, 
sondern von der Stellung B aus vollzieht. 

Aus der Gruppe der eigentlichen erhalt man die Gesammt- 
heit aller orthogonalen Substitutionen durch Zusammensetzung 
mit einer uneigentlichen, etwa mit {xi^x^^x{) = (j/i, ya, — ya), die, 
nach der zweiten geometrischen Auffassung, eine Spiegelung an 
der Ebene Xi^x^ ist, bei der der Punkt y das Spiegelbild des 
Punktes x ist 

Von besonderem Interesse 'sind nun die in der Gesammtheit 
der eigentlichen orthogonalen Substitutionen enthaltenen end- 
lichen Gruppen, auf die wir später noch näher eingehen 
werden. Wir wollen hier nur noch über die geometrische Seite 
dieser Frage Folgendes bemerken. Einer solchen endlichen 
Gruppe Q- vom Grade g von orthogonalen Substitutionen ent- 
spncht eine endliche Gruppe von Stellungen eines Körpers. Denkt 
man sich den Körper in diesen verschiedenen Stellungen gleich- 
zeitig ffxirt und das Ganze zu einem neuen starren Körper ver- 
einigt, so erhält man em Gebilde, das sich in einer endlichen 
Anzahl g verschiedener Stellungen selbst decken kann. Man kann 
für jede Gruppe Körper von unendlich vielen verschiedenen 
Gestalten finden. Die anschaulichsten und bekanntesten Ver- 
hältnisse ergeben sich, wenn man den Körper von ebenen Flächen 
begrenzt ftuniTnrnt, 
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Solche Gebilde sind die regnlären Pyramiden, die Doppel- 
pyramideii und die regulären Körper (Tetraeder, Octaeder, 
Würfel, Dodekaeder und Ikoaaeder). 

Die reguläre Pyramide von g Seiten gelangt durch Drehung 
um die Hanptaxe mit einem Winkel 2 n: : ^ und durch Wieder- 
holung dieser Drehung auf g verschiedene Arten mit sich zur 
Deckung. 

Ist g gerade, so kann man eine reguläre Doppelpyramide 
von g Seitenflächen ausser durch Drehung um ihre Hanptaxe 
mit dem Winkel \ g noch (auf Va g verschiedene Arten) 
durch Drehung um eine m der Aequatorialebene liegende Axe 
mit einem Drehungavnnkel von 180 Grad mit sich zur Deckung 
bringen. 

Das Tetraeder gestattet 12 verschiedene Stellungen, in denen 
es denselben Raum einmmmt 

Um sie zu erhalten, bezeichne man den Ort einer Ecke in 
der EinheitssteUung mit 1. Dann erhalt nian drei Stellungen 
des Tetraeders, bei denen die Ecke 1 fest bleibt. Man Vatiu 
aber jede Ecke an die Stelle von 1 bringen, wodurch die Zahl 
sich vervierfacht 

Dieselbe Zahl findet man auch, wenn ma n die Ebene einer 
Seitenfläche feathält, wobei man noch drei Stellungen des 
Tetraeders findet, und dann jede Seitenfläche in die Ausgangs- 
ehene bringt 

Endlich kann man auch so zählen, dass man jede Kante 
auf zwei Arten mit emer festen Strecke zur Deckung bringt 
Ebenso verfahrt man bei den übrigen regulären Körpern. Man 
findet so den Grad der Gruppe 

gleich dem Producte aus der An zahl der Ecken mit der Anzahl 
der in einer Ec&e zusammenstossenden Kanten oder Seiten- 
flächen, oder 

gleich dem Producte aus der Zahl der Seitenflächen mit der 
Anzahl der Seiten oder Ecken einer Grenzfläche, oder 

gleich der doppelten Anzahl der Kanten. 

Jede dieser Zahlungen ergiebt 

fiu' das Tetraeder 12 Stellungen, 

für das Octaöder und den Würfel 24 Stellungen, 

fiir das Dodekaeder und Ikosaeder 60 Stellungen. 



Lineare gebrochene Substitutionen. 


249 


§. 66 . 

Es sei schliesslich noch bemerkt, dass, anstatt der Stel- 
Inngen des Körpers, auch die Drehungen selbst als Elemente 
der Gruppe aufgefasst werden können. 


§. 65. 


Lineare gebrochene Substitutionen. 


Die Gruppe der orthogonalen ternären Substitutionen ist, 
wie jetzt nachgewiesen werden soll, isomorph mit der Gruppe 
der linearen gebrochenen Substitutionen einer Veränderlichen, 
oder der binären CoUineationen (§. 46). 

Wir bezeichnen eine ternäre orthogonale Substitution mit 


(1) (!/i, y*, Vs) = .4 (aä, ait, ois), 

( 2 ) + + = + + 


Hierauf wenden wir zunächst nach §. 41, (22) die Trans- 
formation durch die feste (nicht orthogonale) Substitution 




■», 0, 0 

n 1 1 


' 1 

1 0 

(3) 

L = ■ 

'W V2 

l ’ W V2J 

, L-* = 1 

1 ’ W V2) 


an, worin i =V— 1 ist, deren Determinante den Werth 1 hat, 
und setzen 

(yi, y«) y») = L (yi, yi, yj,) 

'• (a!i, Xj, Xt)= L (®i, ai, afa)’ 

(5) (y'i, yt, yii) = ä’ (x'u a^, xä), 
worin 

( 6 ) A' = L'-^ÄL 

gleichfalls eine lineare Substitution bedeutet, deren Determinante 
\Ä'\ = |.4|, also gleich ± 1 kt. Die Relation (2) geht durch die 
Substitutionen (4) m 

(7) — yi* “h 2 t/i t/a = — -|- 2a:iiri 


über, woraus sich sechs Relationen zwischen den Coefficienten 
von J.' ergeben, die wir aber hier nicht aufstellen woUen, da 
wir die Substitution J.' auf andere Weise einfacher finden 
können. 
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Wenn wir nämlich nnter h neue Variable verstehen und 

(8) = V2 Is) ^ ^ 

setzen, so verechwindet - 2a4ai identisch und ^Ms gehen 
durch (5) und (8) m binare quadratiache Formen der Variablen 
{j, über, die nach (7) der Gleichung 

(9) yi*-2yiyi = 0 

identisch genügen müssen, d. h. yi^e miiss ein vollständiges 
Quadrat werden. Die quadratischen Formen yi,y», t/i zerlegen 
Tfir nun in je zwei lineare Factoren. Dabei können j/i und j/i 
keinen gemeinsamen Factor haben, da sonst audi der andere 
Factor nach (9) in beiden Functionen ubereinstimmen und^ also 
die drei Coefficienten von i/t und yi mit einander proportional 
sein mussten. Dann würde aber \Ä'\ verschwinden, was^ nicht 
möglich ist Demnach ergiebt sich aus (9), dass yi und yi Qua- 
drate linearer Functionen sein müssen. Setzen wir 

(10) t?i = otti + Vi = yli + 

so können wir also hiernach mit Eücksicht auf (9) 

(11) yl = V2t?ii?j, yi = t?i, y8 = t?? 

setzen; wenn wir die Multiplicationen ausföhren und dann die 
Substitution (8) im umgekehrten Sinne ausführen, so erhalten wir 
ans (10) und (11): 

y( = (ctd -(- ßy'j "f" ays^ — (- 1/^ ß 

i4 =V2 aßxi -j- a*Xi -j- 
yi =Vi ySa^ -(- y^x^ 4" d’a^. 

Also lautet die Substitution Ä': 

/aS + j3y, V 2 ay, V2 ßS\ 

(12) Ä' = l V2«A a“, ß‘ ■ 

\ V2y9, y», 8*/ 

Durch diese Substitution ist die Bedingung (7) noch nicht 
völlig befriedigt, sondern es folgt nur, dass die rechte und linke 
Seite sich durch einen constanten Factor unterscheiden, der von 
den Coefficienten cc, ß^y, 8 abhängt. Nun ist aber der Goefddent 
von all* in der Verbindung yi> — 2yiyi: 

(ad -f" ßy)* — 4ad jSy = (ad — (3y)*, 
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und wir müssen also die Determinante ad — ßy = 'i: ^ setzen. 
Berechnet man die Determinante |^'(, so ergiebt sich dafür 
(ad — /3y)a, so dass wir also, wenn wir nur die eigentlichen 
orthogonalen Substitutionen berücksichtigen, 

(13) ad — ßy = 1 
setzen müssen, wahrend 

(14) ad — ay = — 1 

den uneigentlichen orthogonalen Substitutionen entspricht Da- 
durch ist die Substitution völlig bestimmt, und ifft zurück- 
geführt auf die binäre Substitution 


(16) (iji, Vi) = (li. t»), ad — ßy = ± 1, 


oder, wenn f gesetzt wird, auf die lineare 

gebrochene Substitution 


(16) 


n = 




yS + d 

Hierzu ist aber nun noch Folgendes zu bemerken. Die 
beiden Substitutionen -d, Ä' sind Transformationen von einander, 
und entsprechen sich also gegenseitig eindeutig. 

Durch A’ sind aber die Zahlen «, )9, y, d nur bis auf das 
gemeinsame Vorzeichen bestimmt Wenn wir also die lineare 
Substitution 


(17) 



mit einer der beiden Bedingungen (13) und (14) betrachten, so 
ist zwar hierdurch die Substitution J.' und daher auch A ein- 
deutig bestimmt; aber umgekehrt entsprechen jedem A^ zwei 
Substitutionen der Form (17): 


(m) 

Wir erhalten aber wieder em eindeutiges Entsprechen, wenn 
wir diese beiden Substitutionen zu emer Collineation, die wir 
mit A" bezeichnen, zusammenfassen. 

Die Substitution (16) endlich bleibt ungeändert, wenn wir 
die Zahlen a^ ß, y, d mit einem beliebigen gemeinschaftlichen 
Factor mulüpUciren, und wir können diesen Factor nach Belieben 
so bestimmen, dass die Bedingung (13) oder (14) befriedigt wird. 
Bezeichnen wir diese Substitution mit 
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(18) A"' = (^J), 

BO bekommen wir aus jeder Substitution zwei orthogonale 
Substitutionen A, von denen die eine eigentlich, die andere 

uneigentüch ist. 

Die drei Substitutionen 

(19) A, A', A" 

entsprechen sich also hiernach gegenseitig eindeutig, die Sub- 
stitutionen 

( 20 ) A, A\ A'" 

aber nur dann, wenn wir noch die Forderung stellen, dass A 
eine eigentliche orthogonale Substitution sein soll. 

Ist nun 

(21) B, B\ B” 

ein zweites System von Substitutionen der Form (19), so sind 
auch AB^ A! B' zwei einander entsprechende Substitutionen, wie 
unmittelbar aus der Bedeutung der A als transformirte Sub- 
stitution der A hervorgeht. Es ist aber noch nachzuweiaen, 
dass auch 

(22) AB,AB\A^B'' 

ein zusammengehöriges System von der Form (19) ist, dass also 
die Gruppen der A, A\ A' isomorph sind. Daraus ergiebt sich 
dann von selbst aus der Beziehung, in der A' und A”^ zu ein- 
ander stehen, dass (bei Beschränkung auf eigentlich orthogonale 
Substitutionen A) auch die Gruppe der A'^ damit isomorph ist, 
Setzen wir, um dieses zu beweisen: 

(23) = = 

so folgt 

(24) 

Aus Ä", B", Ä"B" leiten wir mm nach (12) drei ternäre 
SuDBtitntionen A', B', C her. So erhalten wir nach (8): 

(V2 riMln?) = A' (V2 g») 

(2ß) (1/2 I« I») = B'(V2 gjg», y, g») 

(V2 > ^ ») = 0' (V2 gig„ gi>, g»). 

Diese Formeln sind in Bezug auf gi, g, identisch ( und sie 
müssen also nchtig bleiben, wenn V2gig„ g», g* durch drei 
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imabhängige Variable jeri, jeri, /g ersetzt werden. Bezeichnen wir 
die Ausdrücke, die sich dadurch für 


ergeben, mit 


V2 li la. ii, S/ ; V2 rji, » t}^ 

^ ^ ; y'it y'sn ys? 


80 werden die Formeln (2ö): 

(26) (ri, ri, Xg) = (jerl, 0g) 

d. L es ist 


w. z. b. w. 


C' = 


§. 66 . 

Realitätsbedingungen. 

Es bleibt uns noch eine Frage zu beantworten. Bisher haben 
wir nirgends auf die Realität der Coefficienten Rücksicht ge- 
nommen. Wenn aber irgend welche geometrische Anwendung 
gemacht werden soll, so ist es nothig, dass die orthogonale Sub- 
stitution A reell seL Es ist also noch zu untersuchen, welchen 
Bedingungen die Substitutionscoefficienten a, y, d in A* zu 
unterwerfen sind, damit die Coefficienten von A reell werden. 

Um diese Frage zu entscheiden, bilden wir nach §. 65, (3), (12) 
die Zusammensetzung 

A = LAL-\ 

und erhalten: 

[ n8-\-ßy, t(aY-\-ßS), uy—ßd ] 

I «ß-r), ,'‘‘+ß’-r’-i\ 

Die Coefficienten dieser Substitution sollen also reell sein, 
und ausserdem 

(2) ocS — ßy = ±1, 

Wenn von den vier Coefficienten a, /3, y, d einer verschwindet, 
so muss auch noch ein zweiter verschwinden. Denn wenn z. B. 
jS = 0 ist, so muss i«y und ay reell sein. Dies ist aber mit (2) 


(i)^ = 


2 
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nur vertraglich, wenn y = 0 ist. Ebenso können a; und 5 nur 
zugleich verschwinden. 

Ist nun ß und y = 0, so müssen und t (a^ — 5*) 

reell sein, also und d* oonjugirt imaginkr, und wegen (2) ihr 
Product = 1. Je nachdem also in (2) das obere oder untere 
Zeichen güt, müssen a, ± d conjugirt imaginär sein. Ebenso 
ergiebt sich, dass, wenn a und d = 0 sind, ß und ip y conjugirt 
imaginär sein müssen 

Nehmen wir also jetzt an, dass keine der vier Zahlen ot, /S,y, d 
verschwinde. Dann müssen, damit die Grössen 

ad -j- ^(ay -|- ^d), — i(a^-|-yd) 
ad — j9y, ay — j3d, uß — yd 

reell sein können, 

ad und ßy reell, 

ay conjugirt unagiuär mit — ßS, 

» » » —y^ 

sein, und danach ist auch 


und 


as 


ay , aß 

ßy 


conjugirt imaginär mit d* = 


ßd ,yS 
ßy 


Bi-^^ß-^ß 
^ ~ uö 


' V* - thjU. 

” ^ aS ’ 


also muss a oonjugirt mit ± J, ^ oonjugirt mit ip y sein. Dass 
beide Male das gleiche Zeichen stehe, widerspricht der Forde- 
rung, dass ay und —jSJ conjugirt sem sollen. Da das Product 
zweier conjugirt unaginaier Grössen stets posiüv ist, so gelten 
die oberen oder die unteren Zeichen, je nachdem in (2) das 
obere oder das untere Zeichen steht, d. h. je nachdem A eigent- 
lich oder nneigentUch orthogonal ist. Wir kommen also zu 
folgendem allgemeinen Eesultate, in dem auch die apeciellen 
FäUe von verschwmdenden a, ß, y, S mit enthalten sind: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass die orthogonale Substitution (1), (2) reell 
sei, besteht darin, dass a, ± d und /J, q: y zwei conjugirt 
imaginäre Paare bilden, worin die oberen Zeichen hei 
en eigentlich, die unteren hei den nneigentlioh 
orthogonalen Substitutionen gelten. 
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§. 67. 

Endliche Gruppen linearer gebrochener Substitutionen. 
Pole der Gruppen. 

Aus den bisherigen Entwickelungen ergiebt sich, dass, wenn 
alle endlichen Gruppen linearer gebrochener Substitutionen ge- 
funden sind, daraus ohne Weiteres alle endlichen Gruppen 
eigentlich orthogonaler ternärer Substitutionen und alle endlichen 
Gruppen binärer linearer Substitutionen mit der Determinante 1 
gefunden werden können. 

Ausserdem giebt es noch endliche Gruppen, die neben den 
eigentlichen auch uneigentlich orthogonale Substitutionen ent- 
halten. 

Diese Gruppen, auf die wir später zurückkommen , können 
nicht aus den Gruppen linearer gebrochener Substitutionen allein 
abgeleitet werden, weil sich bei den gebrochenen Substitutionen 
der Unterschied zwischen eigentlich und uneigentlich ortho- 
gonalen Substitutionen Terwischt. 

Wir suchen also jetzt zunächst alle endlichen Gruppen 
linearer gebrochener Substitutionen zu ermitteln ij. 

Wir bezeichnen mit G eine solche Gruppe vom Grade w, 
und mit 

(1) X, ®i(a;), 

ihre Elemente, worin die & Symbole für lineare Functionen 

(2) ®(x) = i J 
sind, die auch mit 

bezeichnet werden. 

Aus jeder Gruppe von der Form (1) können wir nach §. 41 
eine ganze Schaar isomorpher Gruppen ableiten, wenn wir mit L 
eine willkürliche lineare Substitution bezeichnen: 

(4) 1, L L L-\ . . ., L 

Ueber die Theorie dieser Gruppen ist besonders zu vergleichen: 
Schwarz, „Ueber diejenigen Fälle etc“. CreUe’s Jonrnal, Bd. 76 (1872); 
Fnohs, „Ueber die linearen Differentialgleichungen etc.“. CreUe’s Journal, 
BcL 81 (1876); Gordan, Ueber endliohe Gruppen linearer Tranflfonnationen 
einer Veränderhchen. Mathem. Annalen, B(L XII, S. 23 (1877); Klein, 
Vorlesungen über das Ikosaöder (Leipzig 1884). 
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iiBd wir betrachten unsere Aufgabe als gelöst, wenn von jeder 
dieser Schaaren ein Repräsentant bestinunt ist 

Wir werden diese Freiheit später benutzen, um die ge- 
fundenen Gruppen möglichst einfach darzustellen. 

Die Determinante 

a8 — ßy = 

muss von Null verschieden sein, und wenn es die Enfachheit 
verlangt, können wir sie immerhin = 1 annehmen, was wir bis- 
weilen thun werden. 

Wir bezeichnen im Sinne der Gruppentheone die Wieder- 
holung einer Substitution durch Exponenten: ®, 
worunter also nicht Potenzen, sondern immer wieder lineare Sub- 
stitutionen der Gruppe (1) zu verstehen sini Die identische 
Substitution X = X, die als die Einheit der Gruppe anzusehen 
ist, wird auch mit oder mit 1 bezeichnet 

Zwei inverse Substitutionen 0, 0“^ können in der Form 
dargestellt werden; 



Da die Gruppe nach der Voraussetzung endlich ist, so hat 
jedes ihrer Elemente einen bestimmten Grad, d. h. es giebt für 
jedes 0 eme bestimmte kleinste positive Zahl für die 0* = 1 
ist Diese Zahl t muss ein Theiler von n sein. 

Für die Folge ist es von Wichtigkeit, für jede der Sub- 
stitutionen der Gruppe (ausgenommen die identische Substitution) 
die Werthe der Vanablen zu betrachten, die ihren Transformirten 
gleich werden, also die Wurzeln der Gleichungen 

(ß) X = @{x). 

Diese Werthe wollen wir die Pole der Substitution 0 
nennen (§. 42). 

Die Gleichung (5) ist quadratisch und nimmt, wenn man 
für 0 den Ausdruck (2) einsetzt, die Form an: 

(®) yx^ + (d — a)x — = 0. 

^ Diese Gleichung hat zwei Wurzeln, die nur dann einander 
gleich sind, wenn 

(D (S-oi)*JrißY = 0 

oder 

(®) (oß -j- Ä)* = 4t ^ 

ist Dass dieser Fall nicht vorkominen kann, wenn 0 mTiftr end- 
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liehen Gruppe angehdrt, ergiebt sich schon aus den oben abge- 
leiteten allgemeinen Sätzen (§. 45). 

Wir können es in dem vorliegenden Falle einfach so nach- 
weisen: 

Ist zunächst ß oder y = 0, so folgt aus (7), dass a = S 
sein muss, und beide können = 1 angenommen werden. 

Wenn nun 0 eine der beiden Substitutionen 


ist, so ist für jedes X: 

0 ^ 


C:?)’ 6:0 

(«:?)■ 


wie man leicht durch vollständige Induction findet- Es kann 
also, da ß und y nicht zugleich Null sein können, wenn 0 nicht 
die identische Substitution ist, 0^ für kein positives X gleich 1 
werden, wie es doch sein musste, wenn A gleich dem Grade von 
0 wäre. 

Ist aber ß von Null verschieden, so setzen wir, indem wir 
jetzt z/ = 1 und nach (8) a -j- d = 2 annehmen, 





und erhalten 




also 


und daraus 



was wieder für kein positives A gleich 1 werden kann. Wir 
haben daher den Satz: 


1. Jede der w — 1 nicht identischen Substitutianen 
einer Gruppe Grades hat zwei von einander 
verschiedene Pole. 


Jede nicht identische Substitution der Gruppe Q giebt uns 
also zwei Pole. Es kann aber ein und derselbe Werth bei 

Weber, Algebra. IL 
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mehreren verschiedenen SuhstitntioTien als Pol auffcreten. Zählen 
wir einen dieser Werthe Ämal, wenn er in Ä Substitutionen der 
Gruppe als Pol vorkonomt, so ergiebt sich die Anzahl der Pole 
gleich 2n — 2. Diese Werthe sollen die Pole der Gruppe 
heissen. Die genaue Abzählung dieser Pole giebt uns die wichtig- 
sten Aufschlüsse über Zahl und BeschafiFenheit der möglichen 
endlichen Gruppen. 

Wenn die Substitutionscoefficienten j3, y gleich Null sind, so 
ist 0 eine multiplicative Substitution 



Damit diese Substitution von endlichem Grade sein kann, 
muss der Quotient oc : d = s eine Einheitswurz el sein, 
deren Grad ein Theiler von n ist. Als Pole dieser Sub- 
stitution hat man x = 0 und x = cd anzusehen, die der Be- 
dingung 

X = 6X 

genügen. 

Nach (4) kann man aus O eme isomorphe Gruppe 

LGL-'^=a' 


ableiten, wenn für L eine beliebige lineare Substitution 



genommen wird. Die Pole dieser Gruppe erhält man, wenn man 
auf die Pole von G die Substitution L anwendet Wenn also a 
einer der Pole von G ist, so ist 


a' = 


Äa + B 
(7a + D 


der entsprechende Pol von G\ 


Man kann die Substitutionscoefficienten C^B so be- 
stimmen, dass drei der Pole von G' vorgeschriebene Werthe er- 
halten. Um z. B. den Polen a, c von G die Pole 0, oo, 1 von G* 
entsprechen zu lassen, setze man 


L{x) = 


c — h X — a 


c — a X — h' 


Wenn a und ö die Pole einer und derselben Substitution ® 
von G sind, so ist also die entsprechende Substitution von ff' 
multiplicativ. 

Wir erhalten hieraus den Satz: 
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2. Zn jeder Gruppe linearer Substitutionen kann 
man eine transfo rmirte Gruppe finden, in der 
einer beliebigen, nicht identischen der gege- 
benen Substitutionen eine Multiplication ent- 
spricht. 

Die transformirende Substitution L ist durch diese Forde- 
rung noch nicht vollständig bestimmt, da die beiden Pole a, i 
auch mit einander vertauscht werden können, und L ausser- 
dem noch mit einer beliebigen Multiphcation zusammengesetzt 
werden dar£ 

§. 68 . 

Die verschiedenen Arten möglicher Gruppen. 

Es sei a einer der Pole der Gruppe G, und wir wollen 
annehmen, es gebe ausser der Einheit v — 1 und nicht mehr 
Elemente in G, ®i, @3, . . ., ©,_i, so dass 

(1) a = ®i(a) = 0fl(a) = • • • = ®y_i(a) 

ist Em solcher Pol soll em v-zähliger Pol heissen. Es ist 
nun zunächst klar, dass die Elemente 

( 2 ) 1 , ®„ 0,-1 

für sich eine Gruppe, und zwar emen Theiler von Q- bilden; 
denn aus 

a = ®i(a), fl = ®a(a) 

folgt, wenn man auf der rechten Seite der zweiten Gleichung a 
durch das ihm gleiche ®i(a) ersetzt: 

a = @a ®i (a). 

Es muss also v ein Theiler von n sein: 

( 3 ) n = 

Wir bezeichnen die Gruppe (2) mit Q. 

Es lässt sich beweisen, dass diese Gruppe cyklisch sein muss, 
also aus den Wiederholungen eines ihrer Elemente besteht 

Denn wenn wir durch Transformation nach dem Satze 2. 
a nach Unendhch werfen, so erhalten die Substitutionen (2) die 
Form: 

B-iX “|- Ca, . . ., 

und die Composition von zweien unter ihnen giebt: 

01 0a ^ "I“ ^1 “f" 

z = - j - c (6^-1 + + 1 ) 

0-1 = — C £-\ 


17 * 


260 


Achter Absohnitt. 


§■ 68 . 


Daraus schliesst man, dass alle Sg, . . e^—i Einheits- 
wnrzeln vom Grade v sein müssen. Ausserdem können nicht zwei 
der 6 einander gleich sein. Denn wäre z. B. so wäre 

©j ©7^ = X (Ci — Ca). 

Diese Substitution muss in Q Vorkommen, und nach dem 
Satze 1. muss Ci = Ca, also @i mit ©a identisch sein. Die Zahlen 
1, fj, ^ai • • -5 ^»—1 müssen also zusammen alle Einheitswurzeln 
enthalten, und also mit den Potenzen einer primitiven unter 
ihnen ubereinstimmem Da andererseits alle Potenzen von einer 
der Grössen © in der Gruppe Q Vorkommen müssen, so wird, 
wenn das in © vorkommende s eine primitive v*® Emheitswurzel 
ist, die ganze Gruppe Q durch die Potenzen von & erschöpft. 
Also besteht diese Gruppe Q aus den Elementen 
(4) 1, ®, ©a, . . 

Nehmen wir (nach dem Satze 2) © als multiplicative Sub- 
stitution an, so ist 0 der zweite Pol von @ und zugleich der 
zweite Pol der sämmthchen Substitutionen (4). Es ist daher 
dieser Pol gleichfalls em mindestens v-zähliger. Da aber beide 
Pole von © in dieser Betrachtung vertauscht werden können, 
so erhalten wir die Sätze: 


3. Ein v-zähliger Pol bestimmt eine in O ent- 
haltene cyklische Gruppe Q vom Grade. 

4. Die beiden Pole irgend einer Substitution 0 
der Gruppe G- sind gleichzahlige Pole und sind 
die beiden einzigen Pole der Gruppe Q. 

Nach §. 2 lassen sich [i — 1 Elemente 

( B ) ^11 ^,.-1 

in G so auswahlen, dass A Qi ^9 Qy • • •, ö die Neben- 
gruppen zu Q sind, und dass also 

(6) ö = (g ^ + i/;j ^ -( [- g 

wird. Wir setzen nun 


(7) Ol — T/;i(a), Og = = T/;^_i(a). 

Die Grössen Oi, Aj, . . ., a^_i sind nicht nur alle von 
sondern auch unter einander verschieden. Denn wäre etwa 


BO wurde folgen: 


V'i(a) = i>a(a), 


a, 


a = ifi ^rl>j_(a) = ipt 

und ipf wäre in Q enthalten, also ifij in 1 /l^ Q, was gegen die 
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Voraussetzrmg isi Es ist nun leicht nachzuweisen, dass diese 
Werthe 01 , 03 ,.. a^_i sämmtbch v-zkhlige Pole der Gruppe 
sind. Es genügt, dies für zu zeigen. 

Wir nehmen irgend eine der Gleichungen ( 1 ) 

( 8 ) o=®(a) 
und setzen in der Gleichung 

(9) ai = ipi(a) 

für a den ihm gleichen Werth 0 (a). So erbeten wir 

(10) ai = ^i®(a). 

Nach (9) ist aber a = uini folglich ergiebt sich 

aus ( 10 ): 

( 11 ) Ol = 

Wenn nmgekebrt fär irgend eine Substitution % '^on G 
(h = Xifh) 

ist, so folgt nach (9): 

a = 

und folgbch ist ® bi der Gruppe Q enthalten, und 

X = 

Daraus ersieht man, da wir v — 1 verschiedene Substitu- 
tiönen @ haben, dass ein v-zahliger Pol ist, und zwar zu der 
mit Q conjugirten Gruppe gehörig. Aus diesem Grunde 

nennen wir 

(12) 0, Ol, Oj, . . ., o^_i 

ein System conjugirter v-zahliger Pole von 

Eine beliebige Substitution % von Q- kann nach ( 6 ) immer 
in die Form gebracht werden, so dass @ zu Q gehört, und 
daraus folgt, dass %(o) = ^i®(o) = Oi ist, und ebenso, wenn 
man setzt, so dass auch &' zu Q gehört: 

Xici'*) = = ah. , 

Da ferner zwei Grössen %(a]c) nur dann einander 

gleich sein können, wenn o^ = o*, ist, so folgt der Satz: 

6 . Die beiden Reihen 

^5 • • •» 

X{a), XM, Xi<h), • ■ ; XiOi^-i) 
stimmen, welche Substitution aus G auch für % 
genommen werden mag, abgesehen von der 
Reihenfolge, mit einander überein. 
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Ist dann 6 ein in dem Systeme (12) nicht enthaltener Pol, 
so kann auch x(b) nicht in (12) verkommen, und daraus ergiebt 
sich, dass zwei Systeme oonjugirter Pole, wenn eie nicht ganz 
identisch sind, keinen Pol gemein haben. 

Hiernach können wir die sammtlichen Pole der Gruppe 6r 
in Systeme conjugirter Pole anordnen, und wir erhalten nach 
§. 67 ihre Gesammtzahl 2n — 2, wenn wir jeden v-zähligen Pol 
{y — l)mal mitrechnen. 

Diese Bemerkung giebt uns eine wesentliche Begrenzung der 
Zahlen v. Es ist nämlich danach 

(13) 2 w — 2 = ^ (y - 1) + 1) + (i/' _ 1) + . . . 

oder, wenn wir mit h die Anzahl der Systeme conjugirter Pole 
bezeichnen, und n = = [lW = . ■ . setzen, 

(14) 2n — = nh — ^ — • . • 

Die Zahlen v, v' v", . . . smd mindestens gleich 2, also ist 


und daher nach (14) 

^^2n-2^(n-l)Ä, 

oder 

2<Ä<4 — 

n 

Es kann also h n\ir einen der beiden Werthe 2 oder 3 haben, 
nnd wir finden fünf Arten, die Gleichung (18) zu befriedigen. 
Wenn zunächst Ä = 2 ist, so folgt aus (14) 

= 2, ft = ft' = 1, V = v' = n. 

Wir haben also: 


I. Kreistheilungsgruppe oder oyklische Gruppe: 
V = y = n, n behebig 
ft = ft' = 1. 

Ist ferner A = 3, so folgt aus (14): 

(15) ft + ft' -f fl" = n + 2. 

Daraus ist zu schliessen, dass miudestens eine der Zahlen 
V, i/, v" gleich 2 sein muss. Denn wären sie aUe ^ 3, so wäre 





also ft + ft' + ft" ^ n, was mit (15) im Widerspruch steht 
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Ist also V = 2, ft = 80 folgt aus (16): 

(16) + ” 4-2. 

Wir nehmen zunächst an, dass auch noch v' = 2 sei. Setzen 
wir dann i/' = m, so folgt aus (16): 

^" = 2, n = 2 m, 
und wir erhialten eine zweite Möglichkeit: 

IL Diedergruppe, v = v' = 2, v'^ = m, n = 2 m, m ^ 2, 

fl = fl' = m, fi'^ = 2 . 

Ist ferner keine der Zahlen i/, v** gleich 2, so muss eine von 
ihnen gleich 3 sein. Denn sind sie beide ^ 4, so ist 




was mit (16) im Widerspruche steht. Ist also r' = 3, /it' = 

ij 

BO folgt aus (16): 

(17) 


„» = ” + 2 i/'= ®” , 

^ 6 ^ ’ » + 12 ’ 


woraus folgt, dass v" < 6 sein muss, also nur einen der Werthe 
3, 4, 6 haben kann. 

DanaA bekommen wir noch drei mögliche Fälle: 

HL Tetraedergruppe: V = 2, a/ = 3, i/' = 3, n=12 

ft = 6, ft' = 4, ft" = 4 

IV. Octaedergruppe: v = 2, = 3, o/' = 4, n=24 

fl = 12, fl' = 8, ft" = 6. 

V. Ikosaedergruppe: v = 2, v' = 3, i/' = 5, w=60 

ft = 30, ft' = 20, ft" = 12. 


Hiermit sind alle Möglichkeiten erschöpft 
Es ist freilich noch nicht bewiesen, dass diese Gruppen, die 
wir einstweilen mit dem gebräuchlichen Namen aufgefuhrt haben, 
und die wir unter dem gemeiusamen Namen der Polyeder- 
gruppen zusammenfassen , wirklich exisüren, noch wie gross 
ihre Mannigfaltigkeit ist. Zu diesem Beweise fuhren erst die 
folgenden Betrachtungen. 
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§ 69. 

Transformation der Substitutionen von Cr auf 
einfache Formen. 

Ehe wir zur definitiven Aufstellung dieser Gruppen gehen, 
leiten wir einen Satz ab, der die Moghohkeit der verkommenden 
Substitutionen noch weiter beschränkt 

Ist a ein v-zähliger Pol der Gruppe G und 

(1) a = (9(a) = 02(a) = . ■ = 

BO ist der zweite Pol a' von 0 nach §. 67, 4. gleichfalls v-zähUg 
und es ist 

(2) a' = ®(a^ = = • • • = 0*^^ (a'). 

Giebt es nun in der Gruppe G mehr als ein System con- 
jugirter a/-zähliger Pole, so können o, a' entweder in demselben 
oder auch in verschiedenen dieser Systeme Vorkommen. 

Giebt es aber nur ein System v-zähliger Pole, so muss a 
und a' in demselben Systeme verkommen, und es muss also in G 
eine nicht unter den Potenzen von 0 enthaltene Substitution rij 
enstiren, so dass 

(3) o' = ^(a) 

iflt. Daraus folgt mit Anwendung yon (1) und (2): 

a = 

woraus zu schliessen ist, dass unter den Potenzen Ton 

® vorkommt, und dass daher nach (2) auch 

a' = rj>-^&ilj (»'), ^ (a') = ® ^ (a') 
sein muss. Es ist also auch f (a') ein Pol yon ®, und weil ^ (a') 
nicht = q! sein kann , weil sonst d ein Pol von ij) wäre , was 
nicht sein kann, da ^ nicht unter den Potenzen von ® yor- 
kommt, so ist 

W ^(a') = 0. 

Wenn man nun durch Transformation der Gruppe die Pole 
a und a' nach 0 und m bringt, so erhält ® die Form 

&{x) = sx, 

worin e eine pnnutive v** Emheitswurzel ist, und ^ mnHa wegen 
(3) und (4) die Form haben. 
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worin c eine Constante ißt, Durcli eine abermalige Transformation 
der Gmppe kann man der Constanten c jeden beliebigen Werth, 
z. B durch Transformation mit der Substitution xy~c für den 
Werth 1 geben. Wir erhalten also folgenden Satz; 

1. Wenn in der Gruppe G nur ein System con- 
j ugirter v-zähliger Pole vorkommt, so kann man 
die Gruppe so transformiren, dass sie die beiden 
Substitutionen 

& = sx^ == — 

’ X 

enthalt, worin s eine primitive v*® Einheitswurzel 
bedeutet, und c ein beliebig vorgesohriebener 
Werth, z. B. auch 1, sein kann. 

Die Voraussetzung dieses Satzes ist bei den in §. 67 auf- 
gezählten Fällen immer für einen der verschiedenen Werthe v 
erfüllt, ausgenommen bei der cyklischen Gruppe und bei der 
Diedergruppe mit w = 2. 

Endlich beweisen wir noch den folgenden Satz: 

2. Sind o, a' die Pole einer Substitution 0 von G, 
BO sind die mit a und a' conjugirten Pole 

worin % eine beliebige Substitution aus G ist, die 
beiden Pole einer und derselben Substitution, 
nämlich der Substitution 

Die Richtigkeit ergiebt sich unmittelbar aus dem Anblick 
der Gleichungen 

a = ® (a), X®Xr^X{a) = Z ® («) = x(a) 
ffl' = ® (aO, X&X-^X{a') = X®(a') = X (o')- 

§. 70. 

Die Grundformen, 

Um zu der endgültigen Aufstellung aller endlichen Gruppen 
Q zu gelangen, ist es nothwendig, auf die Invarianten der ent- 
sprechenden binären Substitutionsgruppen naher einzugehen. 

Wir müssen daher neben den Imearen gebrochenen Sub- 
stitutionen 

( 1 ) 


OCX ß 
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die -wir im §. 65 mit A'" bezeichnet haben, noch die binaren 
Colhneationen 

(2) (yi, Vsl) = g) fa;i, 

betrachteo, die dort mit A" bezeichret waren, und die, wenn man 
: ^5 = y, flTj • = ii? ßetzt, wieder auf die Substitution (1) 

führen. In (2) ist immer 

(3) ad — jSy = 1 
Torausgesetzt. 

Es kann nicht zu einem Missverständniss fuhren, wenn wir 
beide Arten von Substitutionen übereinstimmend durch em 
Symbol wie 



bezeichnen, da ja dann in beiden die Oompositionsregel genau 
dieselbe ißt. 

Wenn nun 

(4) a, Ol, a^, . . O/i— 1 

ein System conjugirter Pole der Gruppe ff ist, so ist 


(6) /(a;) = (a; — a) (a; — Oj) . . . (a; — a^«i) 

eine ganze Function Grades, deren Wurzeln jene conjugirten 
Pole sind. Diese Function /(rc) hat folgende Eigenschaft: 
Nehmen wir irgend eine Substitution der Gruppe ff 


t(a:) = 


- 1 - /3 


so sind die Wurzeln der Function 


(6) Cya: + d//[i(»(a;)] 

die Grössen i>~^(a), Diese aber stim- 

men, von der Eeihenfolge abgesehen, nach §. 68, 5. mit den 
Grössen 0,01,03,..., 0^-1 überein, und folglich können sich die 
Gleichungen (5) und (6) nur durch einen constanten Factor 
unterscheiden. Wenn wir also 


(V »?/ (^) =/(«!, 

setzen, so bleibt diese Form /, von einem constanten Factor ab- 
gesehen, ungeändert, wenn auf (Xi, a;,) irgend eine Substitution 
der Gruppe ff angewandt wird. 
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Nach der Definition §. 56, 2. ist also f{a^^x^ eine In- 
variante der Gruppe 6?, und wir haben den Satz: 

1. Jedem Systeme conjugirter Pole der Gruppe Q 
entspricht eine invariante Form, deren Grad 
gleich der Anzahl der Pole des Systemes ist, und 
deren Wurzeln eben diese Pole sind. 

Wir bezeichnen mit /i, /s, . - - die zu den verschiedenen 
Systemen conjugirter Pole gehörigen invarianten Formen, die 
von den Graden fi, • • • sind und die wir die Grundformen 
der Gruppe nennen wollen. 

Ist dann F x^) irgend eine invariante Form der 
Gruppe Q und /(fla, eine Grundform, und hat F(x^ 1) = 0 
mit/(a;, 1) = 0 eine gemeinsame Wurzel, so müssen alle Wur- 
zeln von / = 0 zugleich Wurzeln von F = 0 sein. Denn 
nach Voraussetzung haben die beiden Functionen F (x^ 1) und 
Flif(x)^ 1] dieselben Wurzeln. Wenn also F(a, 1) = 0 und 
Oj = ij{a) ist, so ist auch jF[V^(a), 1] = 1) = 0. Wir 

haben also den folgenden Satz: 

2. Hat eine zu Gt gehörige invariante Form rrg) 
mit einer der Grundformen /(flü, x^ einen Theiler 
gemein, so ist F{x^^x^ durch f{x^-^x^ theilbar. 

Ist F{Xi^ x^) eine invariante Form der Gruppe Ö^, und ^ 
eine Wurzel der Gleichung F(x, l) = 0^ so sind auch, wenn 
die Elemente der Gruppe G durchläuft, die sämmÜichen 
«Grössen Wurzeln derselben Gleichung. Wenn also der 
Grad von F niedriger ist, als der Grad der Gruppe, so können 
diese Grossen nicht alle von einander verschieden sein, und es 
folgt für irgend zwei von einander verschiedene Substitutionen 
i) von G 

z(l) = ^(i) 

oder 

S = 

(L h. S muss unter den Polen der Gruppe G Vorkommen, und 
es ist also F nach dem Satze 2. durch eine der Grundformen 
theilbar. Da wir auf den Quotienten der Division dieselbe Schluss- 
weise anwenden können, so folgt: 

3. Eine invariante Form F der Gruppe ff, deren 
Grad niedriger ist, als der Grad der Gruppe, 
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ist, von einem constanten Factor abgesehen, ein 
Product von Potenzen der Grundformen. 

Es ist hierbei immer angenommen, dass die Coefficienten 
von F(Xi^x^) mcht alle gleich Null sind. Wir können also, 
wenn wir von dieser Voraussetzung absehen, den Satz 3. auch 
BO aussprechen: 

4. Ist eine invariante Form der Gruppe 0 

von niedrigerem Grade als ff, die sich nicht als 
Product aus den Grundformen darstellen lasst, 
so muss F{xi^ x^) identisch verschwinden. 


Neunter Abschnitt. 
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Die cyklischen Gruppen und die Diedergruppen. 


Wir gehen nun dazu über, die allgemeinen Principien zur 
wirklichen Bildung der verschiedenen Polyedergruppen anzu- 
wenden, zunächst also zu zeigen, dass die m §. 68 als möghch 
erkannten Arten dieser Gruppen alle existiren. 

Bei den cyklischen Gruppen Grades haben wir nur zwei 
Systeme conjugirter Pole, deren jedes nur einen (n — 1) fachen 
Pol enthält Diese beiden Pole müssen also die gemeinsamen 
Pole aller Substitutionen der Gruppe sein und können nach 
§. 67, 2. als 0 und oo angeuommen werden. Wir haben dann 
nur die beiden linearen Grundformen 

(1) fl = /> = 

Alle Substitutionen der Gruppe smd multiphcativ, und der 
Multiphoator muss eine w*® Einheitswurzel sem. Sie müssen also 
die Form haben: 

(2) a;, eXy 

wenn s eine primitive w*® Einheitswurzel ist 

Wir erhalten also in der That für jedes w eine cykHsche 
Gruppe, die wir mit Gn bezeichnen wollen : 

(3) = »-=0, 

oder mit der Determinante 1 geschrieben: 
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Bei der Diedergruppe vom Grade n = 2 tw, die wir mit 
bezeichnen wollen, haben wir nach §. 68 zwei Systeme von je t» 
conjugirten zweizahbgen Polen und em System von zwei con- 
jugirten w^zähligen Polen, Die letzteren müssen also nach dem 
Satze §. 68 die Pole einer Substitution sein. Wenn wir sie mit 
0 und 00 zusammenfallen lassen, so erhalten wir die Gh^undfonn 
zweiten Grades: 

fl ~ ^ ^3* 

Dies kann aber nur dann eine invariante Form der Gruppe 
sein, wenn alle Substitutionen in einer der beiden Formen 



enthalten sind, und hienn müssen a:J und — ß:y Einheits- 
wurzeln sein. Wir bekommen also die Substitutionen der Gruppe, 
wenn a eine primitive w*® Einheitswurzel ist; 

X, BX, B^X, . ■ 

1 £ a® a"-i 

'x^ x' • '* ~ ’ 

^-=«1)’ (n> 

oder, mit der Determinante -|-1 dargestellt; 

« = C U-)' D -•= 0,1. 1. 

Man sieht sofort, dass diese Substitutionen wirklich eine 
Gruppe bilden. 

Ausser 0 und oo haben wir hier noch die aus den Glei- 
chungen 

x = — 

X 

herrorgehenden Pole ± ^us denen man noch die beiden 
unmdformen m*“ OradeB 

( 7 ) 

erhält 

Diedergruppen und die cykli- 

L 2« f verschieden siud. da ihre GiWd- 

formen Terechiedene Grade haben. 


/s ^ H” 2:?) fl = — aj» 
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Durch Transformation mittelst der Substitution 


geht die Diedergruppe in 


oder in 


/fiV,i 0 \ / 0, fiHA 

Vo, 0 ) 


BX^ B^X, . . B^—'^X, 

— 1 — B — 6“ — 


über, und die Grundformen für diese Darstellung sind: 

/i = Xi^Xj^, /a = ic« + /g = 

Die Diedergruppe Dm enthält als Theiler die oyklische 
Gruppe (7m, und zwar ist Cm ein Normaltheiler von i)*». 

Durch Transformation mit irgend einer multiplicativen Sub- 
stitution 

/a, 0\ 


Ql) 


ändert sich Gm nicht, während die nicht in Cm enthaltenen Sub- 
stitutionen von Dm ihre Form andern; denn es ist: 


fd, 0\ /£, 0\ /«, 0\ _ /£, 0\ 

Vo, aj Vo, ij Vo, dj — Vo, 1/’ 
/d, o\ /0, 6\ /«, 0\ _ /O, 

Vo, ccj \1, oj Vo, dJ - v«>, 0 J ■ 


Abgesehen von einer solchen mnltipUcatiTen Substitntion ist 
aber die Gruppe D„ durch die darin enthaltene Gruppe C„ 
vollkommen bestimmt. Denn setzen \nr 

■= Gm -j- y Gm, 




gesetzt ist, so muss, da Cm Normaltheiler von Dm sein muss, 
q) Cm = Gm(p sein, d. h. es muss sich zu jedem Exponenten r 
ein Exponent s, und umgekehrt, bestimmen lassen, so dass 


/a, 0\ _ 0\ /«, ß\ 

V) sj Vo, ly Vö, ly Vy, dy 
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oder 


/aS^, ß 


Vyr, d 

/ W. * / 


Wäxen ß und y = 0, so wäre cp selbst von der Form sx^ 
und E eine 2 Einheitswurzel, und wäre also eine cyklische 
Gruppe und keine Diedergruppe. Ist aber ß oder y von Null 
verschieden^ so folgt = r“*" und « = S = 0, also 



was durch eine multiplicative Transformation auf die Form 


gebracht werden kann. 

Unter den Diedergruppen ist die Gruppe besonders 
hervorzuheben, in der drei Systeme von je zwei zweizahligen 
Polen vorhanden sind. Sie besteht aus den vier Substitutionen 



/1,0\ /-l, Ov /O, 1\ / 0, 1\ 

Vo, V 0,1> Vi,0> 


und wird die Vierergruppe genannt Wenn auch die Voraus- 
setzung des Satzes §. 69, 1. für die Gruppe Dj nicht zutiiffb, so 
kann man doch leicht direct einsehen, dass dies die einzig mög- 
liche Form der Gruppe Dj ist, wenn man darin die beiden 
Substitutionen 



annimmt, und dann die Bedingung aufsucht, dass in der Gruppe 
nur noch Elemente zweiten Grades Vorkommen. 


§. 72. 

Die Tetraedergruppe. 

Bei der Tetraedergruppe haben wir nach §. 68, HL ein 
System von sechs conjugirten zweizahligen Polen. Wir können 
also nach §. 69 annehmen, dass in der Gruppe die beiden Sub- 
stitutionen 

@{x) = — x, ^(x) = i 
Torkommen, und folglich anoh 

= = — i. 

X 
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Die beiden Substitutionen ^ und geben die Pole ±1 
und ii, und diese müssen, da jp und vom 2^ Grade sind 
und in G überhaupt nur zwei- oder dreizählige Pole Vorkommen, 
zu den zweizähligeu geboren (§. 68, 3.). Die Substitution @(x) 
giebt die zweizähligen Pole 0, oo. Demnach lautet die Gleichung, 
von der die zweizähligen Pole abhängen, x(x^ — 1) = 0, und wir 
erhalten die erste Grundform 6^ Gerades: 


( 1 ) / (« 1 , Xa) = XiXi {x} ~ x}). 

Um die übrigen Substitutionen der Gruppe zu finden, be- 
merken wir, dass wir nach dem Theorem §. 69, 2., wenn wir 1 
für a, a' und 0, oo für 6, i' nehmen, auf die Existenz einer Sub- 
stitution in ß- sohliessen können, die den Bedingungen genügt: 

und dass also % die Form haben muss: 

( 2 ) x(^) = xl+l, 

wo A ein constanter Factor ist 

Wenn wir in % die sechs conjugirten Pole 0, oo, -j-1, — 1, 
-(“ i, — i einsetzen, so müssen wir dieselben Werthe in einer 
anderen Reihenfolge erhalten (§. 68, Ö.). Diese Werthe sind aber 


— A, A, CO, 0, — Ae, Ae. 

Es muss also A = +l oder = ±i sein. Der Werth ±1 
ist mcht zulässig, weil sonst 

und also ± i die Pole von x von & % wären , während sie 
doch nur zweizählig und die Pole von 0ip smd. Es muss also 
A == ± e sein, und wir können ohne Beschränkung der All- 
gemeinheit das obere Zeichen nehmen, denn das untere Zeichen 
entspricht dann der Substitution 0%. Es ist daher 




Daraus erhält man 


X^(x) = 


X — e’ 


z'(®) 


und es ergeben sich die zwölf in der Form 
(3) 

A, = 0, 1, 2, ft = 0, 1, 1/ = 0, 1 

enthaltenen Substitutionen 

Weber, Algebra. IL 
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1, ®, il>, 

®x, ^x> ®^x 
%\ ®x\ ^x\ ®^x\ 


oder 

(4) 


I I 1 I ^ 1 

+«, ±— , +» - 


I ® 1 


± 


x-\-% 


X — % 


X — ”a; + t 

Dass diese Substiinitioiiea wirklich eine Gruppe, die Tetra- 
edergruppe, bilden, von der ®, % die erzeugenden Elemente 

sind, ergiebt aicb aus 


die sich mit Rücksicht auf ©* = = 1 aus den drei 


Relationen 

rlf® = ®ip, %® = ®^%, = 


ableiten lassen. Mit Hülfe dieser Relationen lassen sich in irgend 
einer ans Potenzen von % zusammengesetzten Substitution 
zunächst alle Potenzen von % an die letzte Stelle schaffen, dann 
die Potenzen von ip an die vorletzte, wodurch die Substitution 
in die Form (3) gebracht ist 

Aua (5) geht noch hervor, dass die Vierergruppe 

(6) 1, 0,^,0^ 

ein Normaltheiler der Tetraedergruppe ist Ausser dieser ent- 
halt die Gruppe nur noch Substitutionen dritten Grades. 

Die Substitutionen der Tetraedergruppe können auch in 
der Form 

A = 0, 1, 2, fl = 0,1, v = 0,1 
dargestellt werden. 

Um die zu den dreizahligen Polen gehörigen beiden Grund- 
formen vierter Ordnung <Pi, zu erhalten, kann man entweder 
aus (4) die noch fehlenden Pole berechnen, oder man kann so 
verfahren : 

Da die Ghrundfonnen die Substitutionen 0 und 

■gestatten müssen und mcht durch Xi und Xj theilbar sein können, 
so können sie nur von folgender Form sein: 


®i = «1 + «hai + ®9 

-j- + ®3) 

worin fflj, »ij noch zn bostunmendo Gonstanten sind. Wendet man 
aber, auf und (Pj die Substitntion ^ an, indem man Xi, 
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durch % {coi rcj), {xy — x^) ersetzt, so müssen diese beiden 
Functionen bis auf einen eonstanten Factor ungeändert bleiben, 
und dies fuhrt für und m, zu der quadratischen Gleichung 

(12 + 2 m) = TW (2 — tm), 

woraus 

= — TWj = i 2 V — 3 

gefunden wird. Die beiden Grundformen sind hiernach: 

= ai* + 2 x^x! + X* 

= a:* — 2 V — 3 x^x^ -f- x,*. 

Zwischen den drei Grundformen /, , (Pj kann man eine 

Relation herleiten, wenn man x^x^ elimiTiirt. Man findet aus (7) 

2 (X* + X*) = 4- 

4y — 3 x^x^^ = — 03, 

und aus (1) 

/> = x^^X3\x^^ + x})^ — 4a:«x«, 
woraus man leicht berechnet 
(8) 12 y— 3 /» = 0‘ — ®|. 

Die Substitutionen &, iff, x erhalten, wenn sie mit der Deter- 
minante 1 dargestellt worden, den Ausdruck: 

<») T.’Sil 


woraus nach den im §. 66 aufgestellten Bedingungen folgt, dass 
die entsprechende Gruppe orthogonaler ternärer Substitutionen 
reeU ist 

Wendet man die Substitutionen (9) mit der Determinante 1 
auf die Grundform / (a^, an , so ergiebt eme sehr einfache 
Rechnung, dass die Grundform / eine absolute Invariante 
der binären Gruppe G ist 

Dieselbe Eigenschaft hat auch die Hesse’sohe Determinante 
von /: 

J5r = — ^ 

= {xi + x^y + 12xix,\ 


10 * 
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die niclits Anderes ist, als das Prodnct der beiden FTinctionen 
©j, ■während die Ftmctionen und 0^ sölbst bei der dritten 
der Substitutionen (9) eine dritte Einheitawurzel als Factor 
annehmen. 

§, 73. 

Die Ootaedergruppe. 

Bei der Ootaedergruppe kommt ein System von sechs con- 
jugirten vierzähligen Polen vor. Wir haben demnach eine Sub- 
stitution 4^ Ghiades, deren Periode 

1, 0, ®a, ®8, @* = 1 

ein Paar dieser conjugirten vierzähligen Pole giebt Nach §. 69, 1. 
können ■wir in der Gruppe die Substitutionen annehmen: 

(1) = T|; («) = !, 

und es lat 

(2) = 1, 01p = ip 0^, 0^ip = ip0^, 0^ip z= ip0. 

Die Substitutionen 0, ip erzeugen eme Diedergruppe 8*®“ Grades. 
Die zu dem Systeme der vierzähligen Pole gehörige Grund- 
form 6^ Grades muss bis auf einen constanten Factor unge- 
ändert bleiben durch die Substitutionen 0 und ipj und sie muss 
ausserdem den Factor enthalten, also von einer der beiden 
Formen sein 

Es ist gleichgültig, welche der beiden Annahmen wir ver- 
folgen, da die eine durch die Substitution für ruj, was dem 
Üebergange zu einer transfonmrten Gruppe entspricht, in die 
andere libergeht Nehmen -wir 

(3) / («ij a?a) = (ajj" - 0 ^) 

als Orundform 6*®“ Grades an, so sind die sechs vierzähligen Pole 

(^) 0, CO, 1, —1, 1, — t. 

Da ±1 die Pole von if sind, so muss es nach §. 69, 2. in Q 
eine Substitution ^ geben, so dass 

Z(— 1) = 0, x(+l) = oa 


j 
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Ootaedergrnppe. 


ist, 


und man kann also 


X{x) = l 


a; — T 


setzen. Da die Werthe %(0), x(co)^ z(±l)> Z(i0 
mutaüon der Werthe (4) daratellep können, mnss A = i 1 oder 
= i i sein. Man kann nun unbeschadet der Allgemeinheit 
A = 1 annehmen, da man % durch 0%^ ersetzen kann, 

und findet so 

(5) ;j(a:) = »®+J. 

Hieraus erhalten wir 

und die Relationen 


( 6 ) = 0^x = %'P^ @i^x = x^® 

Diese Relationen in Verbindung mit (2) zeigen, dass die 
Substitutionen 

(7) A = 0, 1, 2; ft = 0, 1; v = 0, 1, 2, 3 

in der That eine Gruppe bilden, weil man mit ihrer Hülfe jede 
Substitution der Form 

und folgUoh durch Wiederholung auch jede Substitution 

in die Form (7) bringen kann. Die Gruppe kann explicnte in 
der Form 

(8) »’'®T!v^ v,v' = 0, 1,2, S 

X X -f- 1 

dargestellt werden und ist vom 24*^ Grade. Es ist die Octaeder- 
gruppe. 

Die Gruppe hat einen Normaltheiler 12^ Grades, den man 
in der Form darstellen kann und der eine Tetraeder- 

gruppe ist. 

Die Darstellung wird in gewisser Beziehung einfacher, wenn 
man an Stelle von ^ ein neues Element 

( 9 ) ca = Tp@ = — - 

X 
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einfiUirt, was ebenßo wie vom zweiten Grade ist. Dann kann 
die Gruppe dargestellt werden durch 

und an Stelle der Relationen (2) und (6) treten die folgenden: 
= (ox^ = Xco 

( 10 ) 0%=%^a)0^, = = X^^® 

0(0 = CD® 3, ®2<D = @8© = CD®. 

Alle diese Relationen aber ergeben sich als Folgerungen 
aus den vieren: 


(11) ©;t = %“©, 0© = ©®0, 0x = x^(o@^^ 0^x = X^®^^ 

in Verbindung mit den die Grade ausdriickenden Formeln : 

(12) X* = 1» = 1- 

Es folgt nämlich zunächst aus der zweiten der Relationen (11): 

® * © = ® © ® 3 = a ®*, © = ® © = © @, 

ferner aus der letzten (11)* 

® B ^ _ ®^©®8 = ^ afl ) 08 a )®8 — ^ 2 ®^ 

und weiter: 

(0%^ = %^(D% = X(D, 

©»x® = x^®^X — = X*®®- 


Wenn wir nun irgend drei Elemente Xj ©i ® haben, die sich 
nach irgend einer Regel compomren lassen, wenn dabei % vom 
dritten, © vom zweiten, 0 vom vierten Grade ist, so folgt aus 
dem Bestehen der Relationen (11), dass die Elemente x^®^®’' 
eine Gruppe 24*^ Grades bilden, die mit der Octaedergruppe 
isomorph ist Dazu ist nur noch naohzuweisen, dass aus diesen 
Voraussetzungen folgt, dass die 24 Elemente x^®“®’' aRe von 
einander verschieden sind. Nehmen wir an, es sei 


BO würde folgen: 
und nach (11): 


X^— 1' — 


Nun folgt aber aus (11), dass ©®, ©®8, ©®* vom zweiten 
Grade smd, und da % vom dritten Grade ist, so kann diese Be- 



Ootaedergruppe. 


279 


§ 78. 


Ziehung nur stattfinden, wenn A — V durch 3, — fi' durch 2 und 

V — V* durch 4 theilbar, also ist. 

Nach der aus (10) folgenden Relation 

(D = X@%®^ 

können wir cd aus % "UJad ® zusammensetzen und daher % ® 

als erzeugende Substitutionen der Gruppe ansehen. 

Die noch fehlenden beiden Grundformen achten und zwölften 
Grades findet man sehr leicht, wenn man zunächst die Hesse’sohe 
Covariante von / bildet. 

Man erhalt so die Grundform achten Grades: 

(13) W = -{- 14aia4 -f" 

und wenn man aus / und W die Functionaldeterminante bildet, 
die ja wieder eine Covanante von / ist (Bi I, §. 65, 66), so 
ergiebt sich die Grundform zwölften Grades: 

(14) Z = — 33a^ arS — 

Die Wurzeln von / entsprechen den sechs Octaederecken 
oder den sechs Würfelflächen; die Wurzeln von W den acht 
Octaederflachen oder Wtirfelecken, und die Wurzeln von K so- 
wohl beim Octaeder als beim Würfel den 12 Kanten (vgl. §. 64). 
Wenn man die Formen TK, K so darstellt- 

W = K= x^y — 36 x^x} (x^ -f 

so lässt sich leicht die zwischen den drei Functionen /, TT, K 
bestehende identische Relation ableiten: 

(16) W^ — K^ = 108/4. 

Die Ootaedergruppe enthält, wie man sieht, die Tetraeder- 
gruppe und entsteht aus ihr durch Hin Zunahme der einen Sub- 
stitution ®{x) = ix. Die Grundformen des Octaeders sind also 
zugleich invariante Formen des Tetraeders, und in der That 
stimmen die Formen / des Tetraeders und Octaeders mit ein- 
ander genau überein, und es ist 

+ (§.72). 

Mit der Determinante 1 geschrieben, lauten die beiden er- 
zeugenden Substitutionen der Ootaedergruppe so: 
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fn 0^ 


M M 
' W*' w* 


) N 

1 — 1 
\} y^’ 4 v^j 


worin VTi = l + i zu setzen ist. 

Durch die Substitution 0 ändert nun die Form /(aq, 
me die Formel (3) unmittelbar zeigt, ihr Vorzeichen. Durch 
Anwendung von % werden die Imearen Factoren von f folgender- 
maassen verändert: 






0^1 — 
i vH”’ 


Oq -f- 

-i(a^ + ia;a), 


rci — a?3, Xi-\- ix^, — ix^ 






und daraus geht hervor, dass f{x^,x^) durch Anwendung der 
Substitution % ungeandert bleibt, und dadurch sind die 
Aenderungen der Form f durch alle anderen Octaedersubstitu- 
tionen zugleich mit bestimmt 

Die Hesse* sehe Covanante TF von f bleibt ungeandert, 
wenn / in f verwandelt wird, und folglich bleibt TF bei den 
Octaedersubstitutionen absolut ungeändert, wahrend K wieder 
die gleichen Vorzeiohenänderungen wie / erleidet 


§. 74. 

Die Ikosaedergruppe. 

r. ^osaedergnippe nur ein System conjugirter 

funf^ger Pole haben, so können wir (§. 69, 1.) in dieser Gruppe 
die beiden Substitutionen 


0 ) ®{x) = ex, il)(x) = — 

X 

^nehm^ wom s eine primitive fünfte Einheitswuizel bedeutet 
Wir nehmen hier, was freisteht, die Substitutionen ^ in der 

öi^ter werden. 
fiiJ^zähligen Pole gehörige Grundform 

der Form SnT'^^’ Substitutionen (1) gestattet, von 

f = XiXt (®i« -j-tnx^ x^ — * 10 ), 

FaLre h?d Bestimmung des constanten 

ctors m. Die beiden anderen Grundformen sind vom 20 rt«n 
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und 30"*®^ Grade. Wir können nun m nach dem Satze §. 70, 4. 
bea timm en, wenn wir eine Covariante von /(a;) bilden können, 
deren Grad niedriger als 60 ist, und die sich nicht als ein Pro- 
duct aus Potenzen von drei Functionen 12^, 20"^, 30®^ Grades 
darstellen lasst, die nach dem erwähnten Satze identisch Null 
sein muss. 

Nun lässt sich leicht eine Covariante 16^ Grades von der 
Form / bilden, wenn wir nach Bd. I, §. 66 die vierte Polare der 
Form /(a?!, rcj) nehmen: 

12 . 11 , 10 . 9P4(a;,6) = 

worin 


Un = 


dx^' ^ dX^dXs' 

J 3*/ 

^~^dxidxf “* 


dx* 


Daraus erhalten wir eine Covariante 16*“^ Grades von / als 
erste Invariante der in Bezug auf die Variablen |i, biquadra- 
tischen Form, nämlich (Bi I, §. 70): 

(3) Wj? — SUxUs + 12ttoM4- 

Da aber eine Form 16*®^ Grades sich nicht als Product von 
Formen 12*®“, 20®*®“ und 30"*®“ Grades darstellen lassen kann, so 
muss diese Covariante identisch verschwinden. Nun ist hier 


«0 = 11.10.9.8iCi^ra + 6.5.4. 

Ml = 4.11.10.9^1® + 4.6.5.4.6mri®Ä,®, 

Ma = — 4.11.10.9r® + 4.6.5.4.6fnr®a;®, 

M* = — 11 . 10 . 9 . 8 6 . 5 . 4 . 3 

und wenn wir daraus die Covariante (3) bilden und den Coeffi- 
oienten von gleich 0 setzen, so ergiebt sich w = + 11. 

Beide Zahlen smd hier zulässig. Die eine Annahme wird auf 
die andere zurückgefiihrt durch die Vertauschung von Xi mit 
— Xi , also durch eine Transformation der Gruppe. Wir setzen 
demnach : 

(4) + 11 — rio). 

Die zehn noch fehlenden fönfzahügen Pole erhält man also 
durch Auflösung der Gleichung 

2*10 -j- — 1 = 0, 
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aus der 

man 



. -11 ±51/6 /- 

l+VöV 


® = 2 V 

2 / 

findet. 

Setzen wir demnach 



1 , n 2ff 

£0 = 6 ± 6* = 2 cos -g- = 

— 1+VT 
2 

(B) 

. . « 4je 

— 1 — Vö’ 


ra' = s® ± s* = 2 co8 = 

2 


SO dass 


(6) CD* -)- CD = 1, CD -|- Co' = — 1, CD cd' = — 1 
ißt, so Bind die fiinfzähligen Pole auaser 0 und cd: 

(7) I = s^m, s^m’ = — , A = 0, 1, 2, 3, 4. 

CD 

Nun wenden wir den Satz §. 69, 2. an, nach dem, wenn a, a' 
zwei Pole einer Substitution ® sind, und i ein zu a conjugirter 
Pol ist, eine Substitution % in der Gruppe existiren muss, so 
dass b = xWi = X (^*0 die beiden Pole der Substitution 
sind. Dann können wir od und 0 für a und a' nehmen, 
und 00 für J. Dann wird V em noch näher zu bestimmender 
Pol ^ aus der Eeihe (7), und für % erhalten wir die Form 


worin 




ax ß 
yx-j-d 



1 


W “ = f- « = T 

ZU setzen ist. 

Nun können wir für @ jede der Substitutionen s^x nehmen, 
wenn nur h nicht durch 5 theiibar ist, und erhalten so die Sub- 
stitution 


— (-JrOCDC;^) 

/ s^ad — ßy^ — 1 ) 

\ — — 1) ay, aS — 

deren Pole m und J sein mtLasen. Nach §. 67, (6) müssen also 
CD und f die Wurzeln der quadratischen Gleichung 


ayx^ + («d + ßy)x ßS = 0 


sein, woraus 
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ßS fc ö , /? , 

06 y y ~ a ^ 

folgt. Aus der zweiten dieser Gleichnngen ergiebt sich mittelst (8) 


(« + S) («ff + ßy) = 0, 

lind da ad -]-* nicht verschwinden kann, weil sonst cd -j- | = 0 
jein müsste, was nach (7) nicht möghch ist, so ist a -|- ff = 0. 
Danach erhalten wir für wenn wir der Einfachheit halber 
^ = 1 annehmen : 



Hierin ist /3, was nach (8) den Werth — hat, noch zu 
lestimmen. 

Wenn wir die Substitution % als bekannt annehmen, so 
rönnen wir die ganze Ikosaedergruppe bilden. 

Man hat nämlich, wenn man r und s die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 
iurchlaufen lässt, in dieser Gruppe die Substitutionen 
10 ) 

ieren Zahl gerade 60 betragt Dass sie alle von einander ver- 
jchieden sind, sieht man, wenn man sie in der Form darstellt: 


11) 

= 


12) 

i)@'- = 


13) 

= 1 

fe-a, e<^-ß\ 

U 

U) 


f — jS, 6’’£D'\ 

l 1 ; 


= 1 

gr-, 

l 1, £-• 


nn denen, da — co^ keine Potenz von e ist, ersichtlich keine 
wei einander gleich sind. 

Die Ikosaedergmppe hat, wie wir gesehen haben, 12 fünf- 
ahlige Pole, Je zrwei dieser Pole sind die Pole von vier Sub- 
ütutionen Grades, die mit der Identität zusammen einen 

unfgliedrigen Cyklus bilden. Folglich giebt es in der Gruppe 
54 Elemente 5^ Grades. Ebenso giebt es 20 dreizählige Pole, 
iie zu 20 Substitutionen dritten Grades fuhren, und 30 zwei- 
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zählige Pole, die zu zweien die Pole von je einer Substitution 
zweiter Ordnung sind, so dass es 15 Substitutionen zweiten 
Grades giebi Dies giebt mit der Identität zusammen 


24 + 20 + 16 + 1 = 60. 


Die Bestimmung von ß in der Substitution % ergiebt sich 
nun durch Betrachtung der Grade von (13) und (14). Wir bilden 


dazu zunächst für eine beliebige lineare Substitution 8 



die zweite nnd dritte Wiederholung: 


ga _ ^ 

^ — Vc(a + d), bc-j-d^J 

og / ö® “I“ 2 Ä 6 c — }— bcd^ h (fl® — |— h c —j— fl d 

d" + flfic -|- 2 6cd /’ 

und wenn wir von dem Falle absehen, dass b oder c ver- 
schwindet, der hier nicht in Betracht kommt, so erhalten wir die 
nothwendige und hinreichende Bedingung: 

fiir eine Substitution zweiten Grades 


(lö) fl + d = 0, 

und für eme Substitution dritten Grades 
(16) a® + Jc + ad + d® = 0. 

Nun sind die Substitutionen (11), abgesehen von der darunter 
enthaltenen identischen, vom fünften Grad. Die fünf Substitu- 
tionen (12) smd vom zweiten Grad. Von den Substitutionen (13) 
sind nach (15) die fünf in der Form enthaltenen (und 

nur diese) vom zweiten Grad, und folghch müssen noch fünf 
von den Substitutionen (14) vom zweiten Grade sein. Dies 
ist aber nach (15) nur möglich, wenn ß eine Potenz 
von fi ist. 

Die Substitutionen dritten Grades müssen sich nun auf die 
Formen (13) und (14) vertheilen. Für diese ergeben sich nach 
(16) die Bedingungen: 

6fl*3S (13) vom dritten Grade sei 
(1'7) a)®(fi^ + * -4- + 

und dass (14) vom dritten Grade sei 

(^6) 0)3 ß g— (r + j) ß^ + « 
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Soll aber auch nur eine der beiden Bedingungen (17) oder 
(18) befriedigt werden können, so muss 

ß = l 

sein. Denn o® ist reell und die ganze linke Seite von (17) ist 
also gleichfalls reeU; folglich muss ß reell, und da es eine Potenz 
von 8 ißt, gleich 1 sein. 

Soll aber (18) befriedigt werden, so darf sich die linke Seite 
nicht ändern, wenn man zu den conjugirt imaginären Grössen 
übergeht; d. h. es muss 

ß — ®) — = ß'~'^ — — j3“®6 — 

oder 

(ß^ß-^) (i_|3-i5-(’-+-) — /3 £'•+•) = 0 

sein, und dies ist, weil ß eine Potenz von e ist, nur möglich, 
wenn ß = ß-\ also /3 = 1 ist. 

Hiernach sind fünf von den Substitutionen (14) vom zweiten 
Grade, nämhch und es ergiebt sich, dass (13) vom 

dritten Grade ist, wenn 

CD® (£»* + « -j” — 1) = — li 

oder, wenn man mit (d'® multiplicirt, nach (5) und (6) 

+ a _|_ g— (r + Ä) I — g — g-1 2, 

6 -|- g-1 -j- + » fi— Cr + a) 1 _ 0, 

eine Bedingung, die dann und nur dann erfüllt ist, wenn 
r -|- s = i 2 (mod 5) ist 

Wenn (14) vom dritten Grade sein soll, so muss nach 
(18) und (5) 

fi® + f““ + 2 = 1 — £-(»• + -) — + 

e® -|- £-® + + « -|- 6-Cr+fl) _j_ 1 = 0 

sein, und diese Bedingung ist dann und nur dann befriedigt, 
wenn r + s =±1 (mod 5) ist 

Hiernach erhalten wir, wie es sein muss, in (13) und (14) 
gerade 10 Substitutionen zweiten und 20 Substitutionen dritten 
(3Tades, und die anderen Fälle bleiben also für den fünften 
Grad übng. 

Fassen wir das Eesultat dieser Betrachtung zusammen, so 
haben wir; 

Die Substitution % muss den Ausdruck haben: 



( 19 ) 
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und unter den 60 Substitutionen (10); 

(20) 

kommen ausser der Identität vor: 

15 Substitutionen 2^ Grades: 

r = 0, 1, 2, 3, 4, 

(21) 20 Substitutionen 3*®“ Grades: 

r + s =± 2 (mod 5) 
r -|- s = + 1 (mod 5), 

24 Substitutionen 5^ Grades* 

®r^ ©r^ 0 a^ rJ^s=±l (mod 5) 

^ "1“ ß =dl 2 (mod 5). 

In explimter Form erhalt man fiir die Substitutionen (20) 
den Ausdruck: 

U i)’ Ui,oJ’ li, —-»> [ .•», 1 ; 

— £»* £^C0XA-S^''^ — + + 

’ .1 » I -. • 

X x — s-^(D 6®a}a;-l-l 

Um also endhch die Existenz der Ikosaedergruppe fest- 

zustellen, ist noch, nachzuweisen, dass die Gesammtheit der Sub- 
stitutionen (20) eine Gruppe bildet Dies folgt aber aus den 
nun abzuleitenden CompositionsgeBetzen, 

Zunächst ergiebt sich sehr einfach aus der Bedeutung 

von ®,ilf,x: 

-a;> 

(23) = 

Ferner erhalt man für jeden behebigen Exponenten r: 

^ * \(fi^ — 1)0), £’■+ 0)» )' 

oder, indem man nach (5) und (6) 

(24) tD = f + £-1, o' = £3 -f C0(0' = — 1 
setzt: 

\B^ — 1, — 
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Setzen wir dann zunächst r = 1, so folgt nach (24), (13), (14). 


t 



l — e>, £ — 1 \ _ 


£ — 1, fi — £»/ “ 

l 1, 

sao', 1 \ 

/ — £2, fiCD 

1, — fi-ltD7~ 

\ f G), 1 


— e(fi + l)7 


woraus, wenn man beiderseits zur entgegengesetzten Substitution 
übergeht, 


folgt. Setzt man andererseits r = 2, so folgt: 

"-IN = I \ 

* * I, — »(S>+1V 


worin wieder 0 durch ersetzt werden kann. Man hat daher 
die Compositionsformeln : 

(25) X®~^X = X^-^X = 0^^x^^^‘ 

Durch Anwendung der Formeln (23) und (25) kann man 
nun je zwei der Substitutionen (20) componiren und gelangt 
immer wieder auf eine Substitution von der Form (20), wodurch 
die Gruppennatur nachgewiesen und die Ikosaedergruppe ge- 
bildet ist 

Aus der ersten Formel (25) ergiebt sich noch 

tj; = 

woraus man schliesst, dass ^ aus % und 0 abgeleitet werden 
kann, dass also % ® allein schon als erzeugende Sub- 

stitutionen der Ikosaedergruppe betrachtet werden 
können. 

Wollen wir die Substitution % mit der Determinante 1 dar- 
stellen, so beachten wir die Relation 

— Ol“ — 1 = o — 2 = (fiS — £-^)^ 
und erhalten, wenn wir noch s + 6“^ für aj einsetzen: 

I ^ M 

1 -1 • 

^ 5 * — E — 


(26) 


X = 
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Die Theiler der Ikosaedergruppe. 

Die Theiler der Ikosaedergruppe müssen unter den niedri- 
geren Polyedergruppen gesucht werden. Darunter finden sich 
zunächst die cykhschen Gfxuppen 6?«, deren jede aus der Periode 
dner der IkosaedersubBtitutionen besteht. Die Anzahl dieser 
Gruppen ergiebt sich sofort aus der Zusammenstellung der Sub- 
sfatiitLonen nach ihren Graden, wie wir sie im vorigen Para- 
graphäa gegeben haben; nämlich 

15 Gruppen C7j, 

N. 6 „ (7,. 

Es sind ferner in oh^kosaedergruppe Diedergruppen Dj, Dg, 
enthalten, als deren Re^äsentanten wir folgende aufstellen: 

A : 1, 

Da : 1, %®\ 

Dfl : 0^, ' r = 0, 1, 2, 3, 4. 

Die Anzahl der Diedergruppen erhalten wir daraus, dass die 
Diedergruppe durch die in ihr enthaltene cykhsche Gruppe voll- 
ständig bestimmt ist (§. 71). Bei der Vierergruppe Dj ist aber 
noch zu beachten, dais man dieselbe Gruppe erhält, wenn man 
von von % oder tou ausgeht, und dass also die direct 
erhaltene Zahl durch S zu dividiren ist. Die Anzahl der Dj ist 
also 5, die der Dg ist 10 und die der Dg ist 6, 

Von besonderer Wichtigkeit sind aber die in der Ikosaeder- 
gruppe enthaltenen Tetraedergruppen. Wir wollen eine von 
ihnen, die wir mit Q bezeichnen, bestimmen. 

Die Tetraedergruppe muss (nach §. 72) eine Vierergruppe D^ 
enthalten. Wir gehen von einer solchen Gruppe Dj aus und 
wählen dazu 

h 

Es miKs nun weiter in Q eine Substitution dritten Grades 
vorkommeiL Diese können wir in einer der beiden Formen 
oder anpehmen. Da beide Annahmen zu dem- 

selben Resultate fuhren, wählen wir als Substitution dritten 
Grades 


9 = r + s = + 2 (mod 6) [§. 74, (21)]. 
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Von den Zahlen r, s kann aber keine = 0 sein, weil sonst 
entweder x(p oder q)% eine Potenz yon 0 , also vom 5^ Grade 
wäre, während doch in Q kein Element 5*®^ Grades Vorkommen 
kann. 

Wir bilden ferner nach §. 74, (23), (25): 

= 0*';ut/;@’’ + ®, r = i 1, 

X(p = + r = ± 2 . 


wodurch aus dem oben angeführten Grunde im ersten Falle 
7 * = — s, im zweiten r = s ausgeschlossen ist, und nach §.74, (21) 
im ersten Falle 2 r s = ± 1 , im zweiten — 2r + ß = i 2 
gefordert wird. Danach bleiben die vier möglichen Fälle 

T — |— 1, S — j— 2 


r = -l, 
r = - 2 , 


’ = + l 5^) 


Übrig. 

Wenn von den so bestimmten vier Substitutionen dritter 
Ordnung eine m Q Yorkommt, so kommen auch die drei anderen 
vor. Denn setzen wir 


( 1 ) (p = 0x®^ 

so ergiebt sich nach §. 74, (23), (25): 


(2) 9-1 = 9X= 

Bildet man ausserdem noch 
so folgt: 

q)tlf = 9 - 17 /; = 0 — 0 , 

woraus man sieht, dass man zu keinem anderen Eesultate kom- 
men wurde, wenn man die Substitution dritter Ordnung, von 
•der man ausgeht, in der zweiten Form annehmen 

wollte. Die ganze Gruppe Q' ist also durch die angenommene 
Vierergruppe völlig bestimmt, und man erhalt Eue in der Form 


1 

9 = @;|r@a, 

9—1 = @-»^0-1, 

( 3 ) X 

<PX = 

9 - 1 ^ _ 

Weber, Algebra. IL 


ipil) = 

<pxi> = 

<p— 

19 
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kann diese Gruppe aus den Substitutionen g), % als 

den Erzeugenden ableiten und sie in die Form setzen: 


(^) 


Q = 


r = 0, 1, 2, 
s = 0, 1 , i = 0, 1. 


Daaa dadurch wirklich eine Tetraedergruppe dargestellt ist, 
ergieht sich ans den Zusammensetzungen, die mau mittelst 
§. 74, (23), (25) leicht ans (1) findet- 


/ß-v i><P = <PZt, X9 = 9'^^ 

f(pi = ipiX, = ■9Z = X‘>I>- 

Da in der Ikosaedergruppe fünf Vierergruppen enthalten 
sind, BO hat die Ikosaedergruppe fünf Tetraedergruppen zu 
Theilem. Diese können wir aus Q durch Transformation mittelst 
der Potenzen von & ableiten und erhalten sie in der Form 


Q&'' r = 0, 1, 2, 3, 4. 

Diese Gruppen haben, ausser der Identitilt, keine Substitution 
mit einander gemein. Denn die beiden Gruppen Q und ®-^Q® 
haben ausser der Identität nur die beiden Elemente 


mit einander gemein, und Ton diesen kommt keines in @ vor. 

Daraus ergiebt sich nun nach dem Satze 2. in §. 6, dass 
die Ikosaedergmppe isomorph ist mit einer Permutationsgruppe 
60**<“ Grades von fünf Ziffern. Diese Permutationsgruppe ergiebt 
sich, wenn wir mit den Nebengruppen 

<3, <3®, <3®», <3®„ <3®* 

die sämmtlichen Elemente ff der Ikosaedergruppe verbinden, also 
Qa, Q®(S, (2®»ff, <3®8 ö, Q@i(j 
bilden, xmd die dadurch bewirkte Permutation dieser Neben- 
gruppen untersuchen. Für die erzeugenden Substitutionen der 
Ikosaedergruppe ff = ®, ij[i, erhalten wir so die Permutationen 

(1, ®, ®», @8, 0 *) tf = @ 

/Q, Q&, Q@>, Q®», Q®*\ 

\Q, Q®*, <3®’, Q®\ QQ) 

(Q, <3®, <3®*, <3®“. Q®*\ 

\Q, Q®\ Q@*, Q@ , Q@*) = 

Letzteres findet man aus den Formeln (1) und (2), wonach 

®X = 9@\ ®ix = X9^®*, ®*z = g)»®, ®*x = <PX®*- 
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Man sieht, dass diese Pennutationen alle zur ersten Art 
gehören, nnd dass also die Permutationagrappe , nm die es sich 
handelt, keine andere als die alternirende Gruppe von fünf 
Ziffern (Bd. I, §. 185) sein kann. Daraus ergiebt sich auch, dass 
die Ikosaedergruppe einfach ist, und folghch mit der Gruppe 
übereinstimmt, die wir schon in §. 38 vorläufig als Ikosaeder- 
gruppe bezeichnet haben. 


§. 76. 

Die Grundformen der Ikosaedergruppe. 

Wir haben oben die eine der drei Grundformen der Ikosaeder- 
gruppe / gefunden: 

(1) f=XiXi (»l“ + 11 — iCj»). 

Es fehlen uns also noch zwei dieser Formen, eine vom 
20“*“ und eine vom 30*^ Grade. 

Die Grundform 20“*®“ Grades ergiebt sich als die Hesse’sche 
Covariante von /. Wir setzen sie 

( 2 ) ^ [f'ix„x^)f'ix„x,)-f"{x„x,n 

und finden durch einfache Rechnung. 

(3) H= — + 228 (xfx^ — xfx^)—4:94:XY^xf. 

Die Grundform 30“*®“ Grades können wir als die Functional- 

determinante von JS und / definiren. Setzen wir 

(4) 1’= ^ [f'ix,)H'(x,) 

SO findet sich 

(ö) T=(a^-\- rröo) ^ 522 

— 10006 (a^x\^ + 2^x1^). 

Auch zwischen diesen drei Formen besteht eine identische 
Relation, Um sie zu finden, setzen wir 

X = xl^—xl\ fi = a*x}, 

und erhalten, wenn wir bei T den Factor x\^ -|- heraus- 
nehmen und dann bilden: 

/ü = ft (A + llft)5, 

H = — A« + 228Aft — 496 ft* 

T* = (A* + 4 ft») (A» + 522 A ft — 10004 ft»)». 

19* 
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Daraas erhalt man durch die numeriBche Berechnung 

(6) T» + S"» = 1728/5, 

was die gesuchte Relation ist 

Da die Ikosaedergruppe, wie wir gesehen haben, einfach 
ißt, 80 kann sie nach §. 55 keine relativen Invarianten haben. 
Daraus ergiebt sich, dass die Ikosaederformen /, jBT, T absolut 
ungeandert bleiben, wenn man sie den mit der Determinante 1 
dargestellten binären Ikosaedersubstitutionen unterwirft Das- 
selbe lässt sich aber auch, ohne jene allgemeinen Sätze zu 
benutzen, in folgender Weise direct nachweisen 

Die Relation (6) lässt sich in der Form darstellen: 

( 7 ) ^ ^ 

und die beiden Quotienten T^:f\ können wir als Func- 
tionen der einen Veränderlichen x = aufEasseiL Wenden 

wir auf diese Variable eine Substitution der Ikosaedergmppe an, 
so ändern sich diese beiden Quotienten nur um constante Fac- 
toren, d. h. wenn wir 


( 8 ) = f = = + 5 

setzen und mit A, Tc zwei Constanten bezeichnen, so ist 


®(f/) = Ä®(a;), W{iD = Tc^{x\^ 

vorausgesetzt, dass eine der Ikosaedersubstitutionen ist. 

Da nun aber y sowohl als x eme unabhängige Variable ist, so 
besteht nach (7) die Identität 

^{x) + W{x) = ÄCD(a;) + 'kW{x) = 1728, 


und da O und ^ nicht in constantem Verhältmase stehen, so 
muss Ä = Ä = 1 sein, d h. die Quotienten und W bleiben 
bei den Ikosaedersubstitutionen absolut uügeändert. 

Daraus 'ergiebt sich weiter, dass/, JB, T bei den homo- 
genen Ikosaedersubstitutionen mit der Determinante 1 
absolut ungeandert bleiben. 

Denn wenn f durch eine solche Substitution in cf übergeht, 
80 gehen H und T in und über [nach (2) und (4)], und 
die Quotienten O und W in und cW. Da andererseits O 
und 3^ ungeandert bleiben, so ist ö = L 
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Hetzen so wird 3>(®) = 1728 — und wir 

•fcöii a-tiQ jjQ beiden Gleichungen' 

jff» — ^r/5 = 0, 

T3 — (1728 — e)p = 0, 

tlöiieu. "Wegen der Identität (6) die eine aus der anderen 
so dass es eigentlicli nur zwei yerschiedene Formen für 
•und dieselbe Gleichung sind. Betrachten wir nun darin 0 
ßgöboxi ^ go haben wir eine Gleichung 60 Grades flir rr, 
ie Ikosaedergleichung heisst. 

^uf diö Eigenschaften dieser Gleichung und ihre Beziehung 
31’ ftllgoxn einen Gleichung 5^ Grades kommen wir in einem 
i'ori -A.'b schnitte zuruck. 


§. 77. 

Eie Invarianten des Ikosaeders. 

die Grundformen der Polyedergruppen, die wir bisher 
311 golexTit haben, ist, wie wir jetzt beweisen können, das 
der iDiTarianten der betreffenden Gruppen erschöpft Wir 
.irüiilcon uns bei diesem Beweise auf die Betrachtung der 
ödorgriippe, da für die anderen Gruppen ganz ähnliche 
'SSO zu machen sind, die wir dem Leser überlassen können. 
Jmshttrid., dass bei der Tetraeder- und Octaedergruppe neben 
xliBolixison auch relative Invarianten verkommen, während die 
öcloirgnippe als einfache Gruppe nur absolute Invarianten 
.sh hiorlDei von keinem wesenthehen Einflüsse. 

^Vixr Eoweisen also, dass alle Invarianten der Ikosaeder- 
3 0 siclL als ganze rationale Functionen der drei Formen 
27 dair stellen lassen. 

I>SbZVJL fiilaii; uns folgende Schlnsskette : 

L. K. eine zwei der Ikosaederformen /, JT, 57 haben 
oinen gemeinschaftlichen Theiler. 

Dies folgt unmittelbar aus der Definition dieser Functionen, 
aix die Q-leichungen / = 0, 5"= 0, f = 0 die fdnfzähligen, 
ilxligen xuad zweizähHgen Pole hefem, die alle von einander 
ttieden sind. 

2. Ein e Doppelwurzel der Ikosaedergleiohung 

J?8 — = 0 
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ist nothwendig eine Wurzel von /, H oder T und 
kann also nur für einen der Werthe = 0, oo, 1728 
eintreten. 

Wenn nämlich. (1) eine Doppelwurzel hat, so müssen mit 
der Function zugleich die erste Ableitung, oder, wenn man die 
homogene Form an wendet, nach dem Euler’ sehen Theorem [Bd.I, 
§. 19, (6)] die beiden Ableitungen nach und zugleich ver- 
schwinden, also 

= 0 ; 

folglich bleiben, da E. und / nach 1. nicht zugleich verschwinden, 
nur drei Möglichkeiten, entweder ß = 0^ oder/= 0, 

= cx) , oder endlich 

= 0 , 

i h. T = 0, « = 1728 [§. 76, (4)]. Hieran schhesst aicli auch 
der evidente Satz; 

3. Wenn J (xi^ x^) irgend eine invariante Form der 
Ikosaedergruppe ist, und | eine ihrer Wurzeln, 
80 dass J (ij 1) = 0 ist, so sind auch alle die 
Grössen Wurzeln von J, die aus | durch die 
gebrochenen Ikosaedersubstitutionen hervor - 
gehen. 

Wenn daher eT" mit einer der Functionen/, E, T einen Theiler 
gemein hat, so ist J durch die betreffende Form theilbar. 

Wir denken uns nun zunächst aus J möglichst hohe 
Potenzen der drei Grundformen / J?, T weggehoben, so dass J 
zu diesen Functionen theilerfremd ist. Ist dann § eine Wurzel 
von t7, so können wir rj so bestimmen, dass | eine Wurzel der 
Form 

& — E^ — rjf^ 

ist, und ^ ist dann nach 2. eine einfache Wurzel von 0. Es 
müssen dann auch nach 3. alle übrigen Wurzeln von 0 zugleich 
Wurzeln von J sein, d. h. J" ist durch 0 theilbar. Der Quotient 
ist wieder eine invariante Form des Ikosaeders, und der Schluss 
lässt sich wiederholen. Wir kommen so zu dem Satze: 

4 Jede Invariante des Ikosaeders lasst sich in der 
Form daratellen 

J{x,,x,) = Cf^H^TrF{E\p\ 


( 2 ) 
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worin «, j3, y nicht negative ganze Zahlen, C eine 
Constante und F eine ganze homogene Function 
bedeuten. 


Es möge hier noch die folgende allgemeine Bemerkung Platz 
finden. Die Polyedergruppen, die wir hier betrachtet haben, sind, 
als Gruppen binarer linearer Substitutionen aufgefasst, Colli- 
neationsgruppen. Stellen wir sie als Substitutionen mit der 
Determinante 1 dar, so verdoppeln sich alle Grade, und es entsteht 
noch die Frage, ob in diesen Gruppen reine Subatitutionsgruppen 
von den Graden der Polyedergruppen enthalten sind (§. 46). Nach 
§. 59, 10. ist hierzu nothwendig und hinreichend, dass unter den In- 
varianten der Collineationsgruppe eine von ungeradem Grade 
und vom Index 2 vorkomme. Dies findet aber nur bei der 
oykliflchen Gruppe (7„, und auch da nur hei ungeradem n statt, 
wo man die reme Gruppe hat- 



r = 0, 1, 2, . . , w — 1. 


§. 78 . 

Polyedergruppen der zweiten Art Krystallographische 

Gruppen. 

Wir haben schon im §. 67 auf Gruppen linearer ternärer 
Substitutionen aufmerksam gemacht, ^le ausser den eigentlichen 
auch uneigentiich orthogonale Substitutionen enthalten, und die 
wir Gruppen der zweiten Art nennen. 

Wir wollen die endlichen unter ihnen jetzt als Polyeder- 
gruppen der zweiten Art oder auch als erweiterte Polyeder- 
gruppen, und die darin enthaltenen Substitutionen mit der 
Determinante — 1 als Substitutionen der zweiten Art 
bezeichnen. 

Nach den Resultaten des § 65 sind diese Gruppen isomorph 
mit den Gruppen binärer linearer Substitutionen mit der Deter- 
minante -|-1 und — 1, während bei den gebrochenen Substitu- 
tionen, die uns auf die Polyedergruppen geführt haben, die beiden 
Arten nicht unterscheidbar sind. 

Die endlichen Gruppen der zweiten Art sind, abgesehen von 
ihrem allgemeinen gruppentheoretischen Interesse, wichtig wegen 
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ihrer Anwendung in der Krystallographie. Ihre vollständige 
Bestimmung bietet jetzt keine wesentlichen Schwierigkeiten mehr. 
Wir verstehen unter Substitutionen schlechtweg binare lineare 
Substitutionen mit der Determinante dt Ij ennnem daran, 
dass zwei solche Substitutionen, deren Coefficienten sich nur 
durch das gemeinschaftliche Vorzeichen unterscheiden, wie 

f‘^ß\ A 

Ua;- \-v, -s)' 

nicht verschieden sind (§. 65). 

Da eine Gruppe linearer Substitutionen die identische Sub- 
stitution enthält, die von der Determinante -j-l ist, so müssen 
in jeder Gruppe Q der zweiten Art neben den uneigentlichen 
auch eigentliche Substitutionen Vorkommen, und diese eigent- 
lichen Substitutionen bilden für sich eine Gruppe P. Ist (p 
irgend eme in Q vorkommende Substitution der zweiten Art, so 
kommt jede Oomposition von cp mit einer Substitution aus Q 
der zweiten Art in P vor, und daher können wir Q immer so 
zerlegen : 

(1) g = P + P9>. 

Die Gruppe P muss eme der früher betrachteten Polyeder- 
gruppen sein. Es muss y-’iPqp = P sem, und P ist also ein 
Normaltheiler von Q. Ist umgekehrt P eine Polyedergruppe und 
(p eine Substitution zweiter Art, die der Bedingung (p—^Pq) = P 
genügt, so ist Q = P P(p eine Gruppe der zweiten Art. 

Auch hier betrachten wir zwei Gruppen, die durch Trans- 
formation aus einander hervorgehen, als nicht wesentlich ver- 
schieden. Wir haben, um aUe Q zu büden, die verschiedenen 
Fälle durchzugehen. 

1. Ist P die Einheitsgruppe, die wir als cyklische Gruppe 
ersten Grades mit Oi bezeichnen, besteht also P nur aus der 
identischen Substitution, so muss (p^ = 1 sein, und dies ist auch 
ausreichend. Wir können hier durch Transformation gp auf die 

Form brmgen und erhalten als Bedingung a® = ± l, 

und demnach zwei Formen der Substitution tp : 



von denen die erste die Inversion, die zweite die Spiegelung 
genannt wird üeberträgt man sie nach §. 66, (1) auf eine 
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rechtwinkelige Coordinatenstransformation, so bedeutet 9 ?' die 
gleichzeitige Vorzeichen anderung aller drei Coordinaten, 93 " die 
Vertauschung von x mit — x. Es ergeben sich hieraus die beiden 
Gruppen der zweiten Art: 

«=( 0 ,'.°)’ «' = G: (-V)’ ‘ 

n. Es sei P eine cyklische Gruppe C„, n > 1 
, Setzen wir 

‘ = ( 0 , ‘ = *■ ’ 

BO ist nach §.71: 

(4) Cn = 1, c, c», . . c»-S 


= r- V 
\ 0 , 


wenn nun 

^ = (“’ ?)• «S- ßy = —l 
ist, so bilden wir zunächst 

^ ^ uSs—^ — ßy^)' 

(7) = + + 

\(a -)- d)y, ßy dy 

Diese beiden Substitutionen müssen in der Reihe (4) Vor- 
kommen, und es muss also ßd = 0, ay = 0 sein; also müssen 
entweder ß und y oder a und d = 0 sein. Ist j3 = y = 0 , so 
folgt aus (7), dass a von der Form also 

-p' ” ■) 

\ o , -6 “"7 

sein muss, worin r eine ganze Zahl bedeutet. Je nachdem r 
ungerade oder gerade angenommen wird, erhalten wir zwei ver- 
schiedene Gruppen, die sich nicht durch Transformation auf 
einander zuxückfuhren lassen: 


c: = 


0 , {—lye »"/ 

Ttih V 

A = o, 1, «— 1- 

±e ** / (beide Vorzeichen) 
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Wenn n gerade ist, so kommen G[ und C\ beide unter 
Yor; ist aber n ungerade, so kommt in CJi, G'{ in CK vor. 

Ist sodann oc = d = 0, /3y = l, so können wir g) durch 
die Transformation 


//S-V^ 0 \ /O, ß\ m 0 \ _ /o, 1\ 

U i 3 V.Ay, oju ß-y>)-\i,o)' 

durch die die Gruppe P ungeandert bleibt, umformen, und er- 
halten noch eine dritte Gruppe: 


3) 


jfih 

yrf / ß 1 ^ 


c;; = 


Jtth 1 


^0, 


e 



ni. Es sei P die Diedergruppe P„, die aus den Sub- 
stitutionen ‘ 

/Q\ = 1-1 C" ^ 7 /O, i\ 

d, cd, c^d , c^-^d^ \^, Oj 

= + Gnd 


besteht. Die Substitution c ist vom n^, die c^d sind alle vom 
2^ Grade. Es ist aber g)-^cg) vom Grade, und muss 
daher, wenn n > 2 ist, unter den Potenzen von c enthalten 
sein. Folglich sind zur Bestimmung von g? die vorigen Betrach- 
tungen anwendbar, und in der Gruppe Q muss eine der Gruppen 
Cn, Cny On enthalten sein. Da d mcht in diesen Gruppen vor- 
kommt, so ergeben sich für die Diedergruppen zweiter Art die 
Formen 

(9) CK + CKcZ, CK + G:d, OK' + C^d, 

von denen die beiden ersten 


1) p; 


2) PK 


Ttih \ / rtih \ 

e2n 0 \ I 0, — 

_ 1 ’ \ — 

0, (— l)*e »"/ \(— l)'' + "e 0 / 

Ä = 0, 1, . . 2 m — 1, 


/ \ / ÄiCSÄ + n) 

e " , 0 1(0 e *» 

_ ^ 1 I _ 

\0, ±e " / \±e >» , 0 

Ä = 0, 1, . . n — 1 
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Ttih 


, 0 


Ttih 


e 



Ttih 


0 , 


!LL 

e®" 


(SJi + n)\ 




V — e , 0 


r 


\ 0 , 


— e 




Ä = 0, 1, . . n — 1 

ergiebt, was bei geradem n mit bei ungeradem n mit D« 
übereinstimmt. 

Der Fall n = 2, wo c = ist, bildet nur eine sobein- 

bare Ausnahme, weil in diesem Falle 
(10) (p—^c^ = d oder g?“^cg) = cd 

sein kann. Verfolgt man diese Annahmen durch einfache Rech- 
nung, BO ergeben sich noch zwei Gruppen: 

1, c, £?, cd, 9)1, qPiC, (pid, 93icd 
1, c, d, cd, 9^3, (p^c, ^id, (p^cd, 


( 11 ) 

worin 


qPi = 


/ ^ M 

Yi' W 

VW Vtl 


Es ist aber 


9*1 9>s — 


9i ^<Pi<Pi = 



/J L_] 

'V2' V2 ' 


C9?i = 9 ?i 5, ci 9 )i = 9)1 c, cd 9 Ji = 

cqpa = 9?i(ic, ö!9?a = cd 9?* = 9?iC, 

und aus diesen Formeln folgt, dass die Gruppen (11) durch 
Transformation mit 9)1 und 9?j in Z>i transformirt werden. 

Bei der Bestimmung der übrigen Polyedergruppen zweiter 
Art sind die folgenden allgemeinen Bemerkungen von ^Tutzen. 

Die Inversion J = ist eine Aebnlichkeitssubstitution (§. 41) 
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und daher mit jeder anderen Substitution vertausohbar, und 
folglich können wir aus jeder Polyedergruppe erster Art wenig- 
stens eine Gruppe zweiter Art herleiten: 

(12) P + Py. 

Um die anderen etwa noch vorhandenen Gruppen dieser Art 
zu finden, erinnern wir uns, dass nach dem Sylow’schen Satze 
(§. 33, IV.) in jeder Gruppe G eine Gruppe enthalten sein muss, 
deren Grad die höchste Potenz von 2 ist, die im Grade von ö- 
aufgeht. Die erweiterten Tetraeder-, Octaeder- und Ikosaoder- 
gruppen haben aber die Grade 24, 48, 120, müssen also einen 
Theiler vom Grade 8, 16, 8 enthalten. 

Es sei nun T die Tetraeder-, 0 die Octaeder- und J die 
Ikosaedergruppe. In T und J ist eine Vierergruppe ent- 
halten, aber keine Substitution vierter Ordnung, in 0 eme Die der - 
gruppe und keine Substitution achter Ordnung, und es muss 
daher unter den erweiterten Polyedergruppen eine der unter III. 
betrachteten erweiterten Diedergruppen enthalten sein. 

Von den erweiterten Diedergruppen entsteht aber aus 
durch Inversion, wahrend 


= °y (VT, 0 \ A, 0\ /,y7^ 0_\ 

Vo, 1 / \o, -|- tYiJ \ 0 , — t) \o, -)- V»/ 

/o,-i\ /o, /O, ,N /o _yjs 

Vi, o;’ 0 > Vt, o> Uvr, 0 ; 

durch Composiüon Ton Dj mit 
entsteht, aJeo 

-®a = A + Aii 

ergiebt Nun ist allgemein: 

und daraus schliesst man nach §. 72, (4), dass = T ist, 

dMs ^80 aus der Tetraedergruppe zwei erweiterte Gruppen 

, ^ 'y abgeleitet werden können ; 

aber auch nur zwei, weil nach §. 72 die Tetraedergruppe durch 
eme dam enthaltene Vierergruppe Yollig beetimmt ist Denn 
wenn wir statt der Erweiterung D; die Erweiterung der Vierer- 
gruppe zu emer der Gruppen (11) wählen, so erhalten wir eine. 
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erweiterte Tetraedergmppe die durch. Transformation mit 
9 i oder in T* ubergeht. 

Da die Substitution 



mit der Octaedergruppe §. 73, (8) nicht vertauschbar ist, so lässt 
sich aus der Octaedergruppe, ausser durch Inversion, keine weitere 
Gruppe zweiter Art ableiten, und dasselbe güt von der Xkosaeder- 
gruppe. Man muss, um diese Schlussweise anzuwenden, die 
Ikosaedergruppe so transformiren, dass eme der darin enthaltenen 
Vierergruppen dia einfachste Gestalt amiiTnmt, was etwas weit- 
läufig, aber durchaus nicht schwierig ist, und hier nicht weiter 
ausgefiihrt werden soll. 

Wir erhalten also noch folgende Gruppen zweiter Art: 

IV. 1) T = T+ Tj, 2) r = 

V. ’ 0' = 0 + Oj. 

VI. 

Hierm siad die 32 Symmetriesysteme der Krystallographen 
enthalten. Es sind die Gruppen 


öx, 

CU 

Ci' 


Dj, 

DU 

D\ 

Oa, 

CU 

CU 

Ci" 

Ug, 

D„ 

Di 


Cb, 

CU 

Ci" 

I>4, 

Di 


Oi-i 

CU 

CU 


Ur, 

Di 


Ce, 

c;, 

CU 


T, 

r, 

r 





0, 

c. 



Die übrigen Polyedergruppen sind in der Krystallographie 
durch das krystallographische Gesetz der rationalen Indices aus- 
geschlossen 1). 

Der Erste, der dieee 32 Symmetrieflysteme eriannt hat, ist J. F. C. 
HeBsel, deaseu Sohnffc „Krystallometrie“ (1880) in Ostwald’ b Sammlang 
von OleLSBikem der exaoten Wissensohaften von Hese neu heransgegeben 
ist (Leipzig 1897). Em neuereB anflfabrhoheB Werk darüber ist: Sobön- 
fliöBB, Krystallsystem und KrystaJlstructnr (Leipzig 1891). 


« 
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§. 79 . 

Functionen-Congruenzen. 

Ana den linearen Snbatitiitionen, deren Bildung und Zu- 
sammenaetzung wir in den früheren Abschnitten kennen gelernt 
haben, lasst sich noch eine ganz andere Art endlicher Gruppen 
ableiten, die Congruenzgruppen. 

Diese Congruenzgruppen haben ein mannigfaches Interesse. 
Sie stammen aus der Theorie der elliptischen Functionen, wo sie 
sich als Galois’sche Gruppen der Modalargleichungen einstellen. 
Sie sind aber auch für die allgemeine Gruppentheorie von Wichtig- 
keit, weil sie uns ein Mittel geben, ganze Reihen von einfachen 
Gruppen zu bilden. Dies ist um so bemerkenswerther, als, wie 
wir im vierten Abschnitte gesehen haben, die einfachen Gruppen, 
wenigstens unter den niedrigeren Gradzahlen, sehr selten sind. 

Die Theorie dieser Congruenzgruppen wird nicht nur ausser- 
ordentlich verallgemeinert, sondern die herrschenden Gesetze 
treten weit scharfer hervor, wenn man sich auf eine von Gauss 
herruhrende Erweiterong des Congruenzbegriffes stützt, die äeit- 
dem mehrfach für die Probleme der Gruppentheorie, besonders 
von Galois, ausgebildet und angewandt worden ist^). 

Q’alois, jjSnr la th6orie des nombreß“. BolletiiL dea soienoeB Tnat-li, 
de Ferußeao. 1880. (VergL die Note zu. §. 166 des ersten Bandes) — 
Sohönemann, Gmndzüge einer allgemeinen Theorie der höheren Oon- 
gmenzen, deren Modnlnfl eine reelle Pnmzahl ist (Opelle’s Journ. f. 
Mathematik, Bd. 81, 1846.) — Dedefcind, AbnsB emer Theorie der höheren 
Oongmenaen in Bezog auf einen reellen PrimzahlmodoluB. (Orelle’s 
Jonm. f. Mathematik, Bd. 54, 1866 ) 
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Funotionen-Co ugruenzeiL 

Um eine Grundlage für diese Theorie zu gewinnen, betrachten 
wir eine ganze Function einer veränderlichen Grosse t: 

(^) /(O = "f“ • • ■ 4" + + On, 

deren Couflicienten ganze Zahlen sein sollen. Wir wählen ausser- 
dem eine Primzahl p als Modulus, und nehmen an, sei durch 
p nicht thoilboi*. 

Zwei ganze Functionen von i, in denen die Coefficienten 
gleicher Potenzen von t nach dem Modul j) congruent smd, sollen 
selbst nach dem Modul p congruent genannt werden. 

Die Function /(i) heisst nach dem Modul reducibol, 
wenn es zwei ganze ganzzahlige Functionen (p{t)^ giebt, in 
deren jeder wenigstens ein von t abhängiges Gbed einen durch 
2> nicht theilbaren Coeflicienten hat, so dstss 

f(t) = cp (t) Tjj (t) (mod p) 

ist In g)(t) und kann man alle GHeder, deren Coefficienten 
durch p theilbar sind, weglasaen, und dann muss der Grad von 
mit dem Grade von f(t) übereinstimmen. Es müssen 
also die Grade von g)(t) und medriger als n sein. Giebt 

08 keine solche Functionen so heisst /(i) nach dem 

Modul p irreducibeL 

Eine nach dem Modul p irreducible Function ist gewiss 
immer im Körper der rationalen Zahlen absolut irreducibel. Das 
Umgekehrte ist aber nicht nothwendig. 

So ist z. B. die Function 2*®“ Grades — H reducibel nach^, 
wenn ü quadratischer Best von p ist; denn ist (mod _p), 

so ist 

— jB = (i — a) (< 4“ P)- 

Dagegen ist P — Jf, wenn N Nichtrest von p ist, irreducibel, 
weil sonst P — N für ein rationales t durch p theübar werden 
müsste. 

Ein anderes Beispiel bieten die Functionen 
P t -j— 1, P — l"' 

die flir den Modul 2 irreducibel sind. Denn wären sie reducibel, 
so müsste einer der Factoren Imear sein, und es müsste eine 
ganze Zahl geben, die, für ^ eingesetzt, diese Functionen zu 
geraden Zahlen macht. Das aber ist offenbar unmöglich, da beide 
Functionen für ^ = 0 und t = 1 ungerade Zahlen sind. 
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Bedeutet 

(3) P = ^ + JPn 

eine nach, dem Modul ^ irreducible Function Grades, in 
der wir der Einfachheit halber den Coef&cienten der höchsten 
Potenz gleich 1 annehmen, so lasst sich aus jeder anderen 
ganzen Function F{i) mit ganzzahligen Coefficienten ein Rest 
Oif) ableiten, dessen Grad niedriger als n ist, indem man (nach 
§. 3 des ersten Bandes) 

(4) F{t)= QF-^dKt) 

setzt. hat hierin ganzzahlige Coefficienten, und wir be- 

zeichnen ihre Beziehung zur Function F{t) als eine Congruenz 
nach dem Modul P. 

Es heissen also z^vei Functionen P(Ä), Pi(Q, die densnlben 
Rest haben, congruent nach dem Modul P, was durch 
die Formel 

F{t) = Pi (Q (mod P) 

ausgedrückt wird. Damit ist gleichbedeutend, dass F{i) — Fi{t) 
durch P theilbar ist 

Wenn zwei Functionen F(f) und Pi(Q nicht gleichen Rest 
geben, sondern zwei Reste, die nach dem Modul p congruent 
sind, so heissen die Functionen P, F^ congruent nach dem Doppel- 
modul P, jp, und man drückt dies durch eme Formel so aus : 

(5) P(0 = Pi(^)(modP,p). 

Für diese Art der Congruenz gilt der Satz: 

1. Das Product zweier Functionen P(i), Fi{t) kann 
nicht mit Null congruent sein, wenn nicht der 
eine Factor mit Null congruent ist 
Der Beweis ergiebt sich aus dem Algorithmus des grössten 
gemeinschaftlichen Theilers. Ist nämlich Pi eine ganze Function 
von modrigerem Grade als P, die nicht nach dem Modul jp mit 
Null congruent ist, so kann man eme Reihe von eben solchen 
Functionen Pj, Pg, ... von abnehmendem Grade, und die Quo- 
tienten ^ 2 } • ■ • gleichfalls als ganze Functionen so be- 
stimmen, dass 

(6) +p„ P, = <^,P,4-P3 

Pv— J §y — iPy—l Py (mod Jl) 

Wird, und die Reihe dieser Gleichxingen bricht ab, wenn P^ eine 
Constante (ganze Zahl) geworden ist Diese Constante P» Irftn-n 



Congruenzkörper. 


305 


§. 80 . 

aber nicht ^ o (mod p) sein; denn sonst liesse sieb aus (6) eine 
Congruenz ableiten: 

P = PPr_i (mod^), 

in der T eine nicht constante Function von t ißt, und P wäre 
nicht irreducibel nach dem Modul p. 

Ist mm Q irgend eme ganze Function von t, die der Be- 
dingung 

QPi = 0 (mod P, p) 

genügt, so folgt aus (6) durch Multiplication mit Q. 

=0, QPj = 0, . . QIP^ = 0 (mod P, p), 
also Q = 0. Und wenn wir also für P^, Q die Reste der Func- 
tionen P(i), Fi(t) setzen, so ist hiermit der Satz 1. bewiesen. 

Die Reste aller Functionen F{t) nach dem Modul P sind 
von der Form 

( 7 ) . X=X{t) = x^^x^t-] 

und wenn man nur die nach dem Modul p incongruenten unter 
ihnen haben will, so genügt es, die Coefücienten Xq^ ^ x^-i 
die Reihe der Zahlen 0, 1, 2, . . _p — 1 durchlaufen zu lassen. 

Es giebt also jp" und nicht mehr nach den Moduln 
P, jp incongruente Functionen. 

§. 80. 

Congruenzkörper. 

Die im vorigen Paragraphen durchgefiihrten Betrachtungen 
gewinnen an Emfachheit, wenn man irrationale Zahlen zu Hülfe 
nimmt. Es sei s irgend eme Wurzel der Gleichung 

(1) P(s) = 0. 

Es gebt dann jede Function F(t) durch die Substitution 
^ = e in eine Zahl der Form über: 

(2) o6 = ao-faie + chifi®H h an-i6”"S 

und zwar kann P(s), da P(t) irreducibel ist, nur auf eine Weise 
in diese Form gebracht werden. Die Cpef&cienten Oq, Oi, . . 
sind hier ganze Zahlen. 

Zwei Zahlen a, in denen die entsprechenden Coefficienten 
nach dem Modul p congruent sind, soUeu hier congruent 
heissen, and da der Modul p immer featgehalten wird, so wollen 

Weber, Algeba. IL 20 
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wir ywei congruente Zahlen geradezu als gleich bezeichnen. 
Object der Kechnung sind dann nicht eigentlich die Zahlen 
selbst, sondern die aus allen unter einander congruenten Zahlen 
bestehenden Zahlclassen. 

Diese Zahlen a ^verden die Galois’schen Imaginären 
genannt 1). Das zu einem bestiininten s gehörige System solcher 
Zahlen bezeichnen wir der Abkürzung wegen mit G. 

Wir haben dann zunächst den Satz: 

2. Es giebt ^ und nicht mehr verschiedene Zahlen 
in 6. 

Aus dem Satze 1. aber folgt noch: 

3. Das Product von zwei oder mehr Zahlen aus @ 
ist dann und nur dann gleich Null, wenn wenig- 
stens einer der Factoren gleich Null ist 

Wir erhalten das vollständige Zahlensystem wenn man 
die rationalen Zahlen Uoi (2) je ein volles Rest- 

system nach dem Modul p durchlaufen lässt Jedes System 6 
enthalt die Reste der natürlichen Zahlen 0, 1, . . ß — 1, und 
für n = 1 ist @ mit diesem Systeme identisch. 

Ist a eine feste von Null verschiedene Zahl in so durch- 
läuft a| zugleich mit J das voUe System 6. Denn aus 3. folgt, 
dass «I nur dann gleich ag' sein kann, wenn | ist Daraus 

folgt: 

4. Sind 06 , ß zwei gegebene Zahlen in @ und a von 
Null verschieden, so giebt es eine und nur eine 
Zahl Y in die der Bedingung 

ay = ß 

genügt 

Damit ist auch die Operation der Division in dem Systeme @ 
als erlaubt nachgewiesen. Wir bezeichnen die Zahl y, deren 
Existenz m 4. ausgesprochen ist, mit 

ß : 06 oder - • 

06 

Man kann das System G einen endlichen Körper nennen, 
da es nur eine endliche Anzahl von Zahlen enthält, die das 

Galois tenntzt statt einer Wurzel der Gleiohnng (1) eme Art 
imaginärer Zahlen, die dnroh die in reellen ganzen Zahlen nnmÖgliohe 
Gongitienz P(fl) = 0 (mod p) definirt ist. Dass die Wurzeln der Gleiohnng 
P=: 0 dieselben Dienste thun, verdanke ich einer MittheiJnng von D edekind. 
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charakteristische Merkmal eines Körpers, nämlich die unbe- 
Bchränkte Ausführbarkeit der Rechenoperationen, ausgenommen 
die Division durch Null, aufweisen (Bd. I, §. 146) i). Wir wollen 
S einen Congruenzkörper nennem 

Es soll n der Grad und p der Modul des Körpers @ 
heissen. 

Ist a eine von Null verschiedene Zahl in so durchlauft 
das Product = ri zugleich mit g das volle Zahlensystem 6. 
Schliessen wir | = 0 aus, so kommt auch = 0 nicht vor, und 
das Product JZ aller ^ stimmt mit dem Producte aller überem 
und ist von Null verschieden. Durch Multiplication aller Glei- 
chungen = 7} folgt aber: 

a^"-'iT= J7, 

und nach Abwerfung des gemeinsamen Factors 11 ergiebt sich 
5. der Fermat’sche Satz: 

(3) = 1. 

Multiplicirt man mit cc, so erhalt man diesen Satz in der 
Form 

(4) = «1 

in der. er auch noch für a = 0 besteht. Ist « von Null ver- 
schieden, so giebt es wegen (3) einen kleinsten positiven 
Exponenten e, für den 

(5) «' = 1 

ist, und für den folglich die Potenzen 1, a, * von 

einander verschieden sind. Man ssigt dann, a gehört zum 
Exponenten e. Dieser Exponent e muss ein Theiler von 

p» 1 sein. Denn ist a“ = 1 für irgend einen Exponenten w», 

so setzen wir w» = ge -|- e*, worin g eine ganze Zahl und e'<e 
ist Dann ist auch «•' = 1, und folglich muss c' = 0, d. h. m 
durch e theilbar sein. Unter diesen Exponenten w findet sich 
auch p" — 1. Setzen vrir also 

p» — 1 = e/, 

so wird immer dann zum Exponenten e gehören, wenn h 
relativ prim zu e ist Denn dann und nur dann ist Äe das 
kleinste positive, durch e theilbare Vielfache von h. 

*) Man Behe des VerfasBerB Abhandlung: Die allgemeinen Qi^jUagen 
der GaloiB’Bohen Gleiohungatheone Mathematisohe Annalen, 

20 * 
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Griebt GB also überhaupt eine zum Exponenten e gehörige 
Zahl a, 80 giett es bo viele wie relative Primzahlen zu e, die 
positiv und kleiner als e sind, eine Zahl, die wir schon früher 
mit (p{e) bezeichnet haben, und die, wenn e alle Divisoren von 
— I durchläuft, der Relation 

( 6 ) 2:9(6) =p«—l 
genügt [Bd. 1, §. 141, (4)]. 

Ist die Anzahl der Zahlen a, die zum Exponenten e 
gehören, so ist ip(e) = <p(e) oder = 0, und da die Anzahl aller 
Zahlen u gleich — 1 ist und jede Zahl a zu einem und nur 
zu einem Exponenten gehört, so ist auch 

(7) 

und aus ( 6 ) und (7) folgt, dass tf'(ß) immer gleich 9 ( 0 ) ist 
Es giebt also 9 (p" — 1 ) Zahlen y in 6 , die zum Exponenten 
pn — I geboren, und die folghch die Eigenschaft haben, dass 
die Potenzen 

(8) l,y,y>,...,/””“ 

alle von einander verschieden sind. Durch diese Reihe ist daher 
die Gesammtheit der von Null verschiedenen Zahlen in 6 er- 
schöpft 

Solche Zahlen y heissen primitive Wurzeln von 
Unter den Zahlen in ® giebt es solche, die als Quadrat 
einer anderen Zahl in 6 darstellbar sind, die wir Quadrate 
nennen, und andere, bei denen dies nicht zutrifft, die wir Nicht - 
quadrate nennen. 

Wenn p = 2 ist, so ist jede Zahl in @ ein Quadrat, wie die 
Formel (4) zeigt 

Wenn aber p ungerade ist, so besteht die eine Hälfte der 
von Null verschiedenen Zahlen in ® aus Quadraten, die tindere 
aus Nichtquadratem 

Denn zwei entgegengesetzte Zahlen, wie -j-a und — tas, sind 
bei ungeradem p von eina n der verschieden, und geben trotzdem 
dasselbe Quadrat Wenn man also die sämmtlichen Zahlen von 
® zum Quadrat erhebt, so erhält man höchstens VaCP" — 1) 
sohiedene Quadrate. Nun kann andererseits nur dann gleich 
a» sein, wenn /3 = + aiBt; denn aus — a^z=(ß — a) (/3-|^a) = 0 
folgt, dass ß — a oder ß verschwinden muss. Es giebt also 
wirklich i/j (p" — 1 ) Quadrate und ebenso viele Nichtquadrate. 
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Wenn man die Null mit zu den Quadraten zählt, so erhalt man 
den Satz: 

6. Wenn = 2 ist, so sind alle Zahlen in @ Qua- 
drate. Ist p ungerade, so gieht es VaCP”+l) 
Quadrate, VaCP" — 1) Nichtquadrate in 6, 

Bei ungeradem p muss eine prinutive Wurzel immer ein 
Nichtquadrat sein und in der Reihe (8) sind die Zahlen mit 
geraden Exponenten die Quadrate, die mit ungeraden Exponenten 
die Nichtquadrate. 

Das Product und der Quotient zweier Quadrate ist offenbar 
wieder ein Quadrat. 

Daraus folgt, dass das Product aus einem Nichtquadrat und 
einem von Null verschiedenen Quadrate ein Nichtquadrat ist. 
Denn ist das Product a /3 ein Quadrat und der eine Factor a ein 
Quadrat, so muss auch : a ein Quadrat sein. 

Weiter sohliesst man daraus, dass das Product von zwei 
Nichtquadraten ein Quadrat ist. Denn bedeutet ß irgend ein 
Nichtquadrat, so lasse man in dem Products den Factor | 
die sämmtlichen von Null verschiedenen Zahlen von S durch- 
laufen. Das Product durchlauft dann dieselbe Zahlenreihe, und 
da fiir alle quadratischen f daa Product ß^ Nichtquadrat ist, so 
muss es für die nichtquadratischen g Quadrat sein. 

Alles dies ergiebt sich auch sehr einfach aus der Dai' 
Stellung (8) der fahlen von 6 durch eine primitive Wurzel. 

Wir schKessen diese allgemeinen Betrachtungen mit dem 
Satze, den wir später brauchen werden: 

7. Jede nicht quadratische Zahl ist die Summe von 
zwei Quadraten. 

Hierbei ist p als ungerade vorauszusetzen, da es nur dann 
nichtquadratische Zahlen gieht. 

Es lasst sich dann zunächst jede Zahl ß als Differenz zweier 
Quadrate darstellen, wie die Identität 

(ß + Vi)® — V 4 )“ = ß 

zeigt. Ist nun — 1 ein Quadrat in (£, so setze man 

(ß + VO“ = - 03 - V 4 )® = 

und erhält 

^ 

Ist aber — 1 und also auch p — 1 Nichtquadrat, so suche 
man in der Reihe der natürlichen Zahlen 1, 2, . . ., p — 1, deren 
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erstes Glied ein Quadrat und deren letztes ein Nichtquadrat ist, 
ein quadratisches Ghed, auf welches ein Nichtquadrat folgt. 

Ist also a = S* ein Quadrat und + 1 ein Nicht- 

quadrat^ so ist, wenn ß ein Nichtquadrat ist, 

Quadrat, und daraus folgt: 

ß = ^^7}^ 4“ 

w. z. b. w. 


§■ 81. 

Congruenzgruppen im Körper 6. 


In jedem Congruenzkörper 6 kann man eine endhche Gruppe 
von linearen Substitutionen bilden, wenn man in 



die Elemente a, /3, y, 5 alle Zahlen von 6 durchlaufen lässt, 
deren Determinante ad — ßy von Null verschieden ist, und 
wenn man je zwei dieser Substitutionen nach der Vorschrift 


(2) 


/a, ß\ fa/, ß\ _ faa' + ßy\ aß' + ßS^ 

W, S) \y\ dO “ \ya^ + dy\ yß' + ÖS'J 


componirt. 

Darm ist aber eine Gruppe niedrigeren Grades enthalten. 
Nennen wir aS — ßy die Determinante der Substitution (1), so 
folgt aus (2), dass die Determinante der aus Ä und A' com- 
ponirten Substitution AA gleich dem Produote der Deter- 
minanten von A und A' ist. Wenn wir daher den Zahlen a, j3,y, ö 
die Bedingung auferlegen, dass 


(3) ad^ßy = l 

sein soll, so bilden auch diese Elemente A eine Gruppe. Der 
Grad dieser Gruppe ist gleich der Anzahl der liösungen von (3). 
Dm diese Anzahl zu finden, bemerken wir zunächst, dass wir für 
«, ß irgend zwei Zahlen aus @ setzen können, die nicht beide 
gleich Null sind. Denn ist etwa a von Null verschieden, so kann 
man y = 0, d = 1 : a setzen und hat so die Bedingung (3) 
erfüllt Die Anzahl der brauchbaren Zahlenpaare a, ß ist also 
1. Hat man aber zu einem Zahlenpaare «, ß eine Losung 
yo, Jo von (3) gefunden, so müssen alle übrigen der Bedingung 


“(J — So) = ß{y — n) 
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genügen, und wenn man also y — yo = “6 setzt (falls « von 
Null verschieden ist), so folgt fi — Äq = S'lso 

y = ^0 ~h fi = Äq 

und umgekehrt genügt auch jedes in dieser Form enthaltene 
Zahlenpaar y, S. Dies gilt offenbar auch noch in dem aus- 
genommenen Falle a = 0. Da wir nun p** verschiedene Zahlen 
für J setzen können, so ergiebt sich der Grad unserer Gruppe 
gleich 

(4) p" — 1). 

Ißt p ungerade, so können wir eine noch kleinere Gruppe 
ableiten: 

Ist nämlich p = 2^ so ist eine Zahl cc von — a nicht ver- 
schieden, es sind also auch die Elemente 


/«, /3\ /-a, -j3 

\y, sj' \—r, — s 


mit einander identisch. Wenn aber p ungerade ist, so smd die 
beiden Elemente (5) von einander verschieden, und das ganze 
System dieser Substitutionen zerfällt in Paare von der Form (5). 

Wenn wir zwei solche Paare nehmen und componiren je 
ein Element des einen Paares mit je einem Element des anderen 
nach der Regel (2), so erhalten wir nur zwei verschiedene Elemente, 
die wieder ein solches Paar bilden. Diese Paare können also 
selbst als Elemente einer neuen Gruppe vom Grade 

aufgefasst werden. Wir können uns auch so ausdrucken, dass 
zwei Elemente deren entsprechende Zahlen nur durch das Vor- 
zeichen unterschieden sind, als nicht verschieden anzusehen sind. 

Die so definirte Gruppe, deren Grad für p == 2 durch (4) 
und für ein ungerades p durch (6) ausgedruckt ist, wollen wir 
die zum Körper ® gehörige Congruenzgruppe nennen 
und mit E bezeichneru 

Für die genauere Untersuchung dieser Gruppe ist es von 
Wichtigkeit, ein System erzeugender Substitutionen zu kennen. 
Stellen wir nach §. 80, (2) die Zahlen von @ in der Form dar: 

\ 

worin die Xi rationale, nach dem Modul p genommene Zahlen 
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bedeuten, so erhalten wir ein System erzeugender Substitutionen 
in der Form: 

(8) A = = = „-1. 

Um dies nactzuweisen, bemerken ■wir, dass 
/l, OWl, 0\_/ 1, 0\ 

Vy, i) \y\ ij - W+y', V 

ist; und dnroh wiederholte Anwendung hiervon folgt, wenn 

y = Co-|-Cic4 \- 

mit ganzen rationalen Coeffioienten c eine beliebige Zahl in @ ist, 

C; 

Ferner folgt durch Zusammensetzung mit A^: 

Daraus geht hervor, dass man ans den Elementen (8) alle 
Substitutionen von der Form 

/ a, 1\ /1,/S\ /l, 0\ / 0, 1\ 

V-i,o/ Uv’ W, \-i.s) 

zusammensetzen kann, worin a, j3, y, d beliebige Zahlen in @ sind. 
Ferner ist 

Nimmt man ß von Null verschieden an, so kann man a 
und y BO wählen, dass -|- 1, — /3y •— 1 beliebige Zahlen 

werden, und nach (11) kann man also alle Snbstitutionen ^ 

worin d von Null verschieden ist, aus J.o, Bji zusammensetzen. 
Die Beschränkung, dass d von Null verschieden sei, kann aber 
nach der Formel 


ß\ _ /-A «\ /O, -1\ 

oj V 0, yj Vi, o; 


fallen gelassen werden. 
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Die Gruppe E enthält einen Theiler vom Index der 

ans allen Substitutionen der Form 

/«, A 
\ 0 , s) 

besteht, worin ß jede beliebige, a jede von Null verschiedene 
Zahl in 6 bedeutet, und d = or-i ist 

Diesem Theüer entspricht eine der Gruppe E isomorphe 
Permutationsgruppe von Ziffern, die man so bilden kann: 

Der lineare Ausdruck 


( 12 ) 




oder 


dtj — ß 

e — yi? + “ 


giebt für jede Zahl { aus (£ eine entsprechende Zahl rj^ aus- 
genommen, wenn yg -|- d = 0 ist Ebenso giebt es zu jedem t} 
ein bestimmtes g, ausgenommen fiir yTj — a = (h Um diese 
Ausnahme zu beseitigen, genügt es, das System @ durch Hinzu- 
fugung eines Elementes, das wir „Unendlich“ nennen und mit oo 
bezeichnen, zu erweitern. Mit diesem Zeichen wird nach den 
folgenden Regeln gerechnet, worin a irgend ein Element des 
erweiterten Systemes 6 bedeutet: 


“ + 

00 

= 

s 

1 

8 

= oo, ausser 

für 

a 

= 00 

a • 

00 

= 

00 

7i 

7? 

a 

= 0 

a : 

0 

= 

00 

J7 


a 

= 0 

tt : 

00 

= 

0 

V 

n 

oc, 

= 00 


Dann führt das Ergebniss jeder Rechnung mit den vier 
Specdes immer zu einer bestimmten Zahl des Systemes S und 
nur die Verbindungen oo +:Qo,0,ao,0-0, oo :oo bleiben ohne 
Bedeutung. 

Nach (12) entspricht dann der Zahl g = — ff : y die Zahl 
= 00 , und der Zahl g = oo die Zahl rj = a : und jeder 
Substitution A in E entspricht eine bestimmte Permutation der 
jp" -j- 1 Elemente des erweiterten Systemes ®. Man sieht leicht, 
dass nur die identische Substitution alle diese Elemente un- 
geändert lässt, und dass folglich auch zwei verschiedene Sub- 
stitutionen aus E immer verschiedene Permutationen hervorrufen. 
Der Isomorphismus ist also einstufig. 
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§■ 82. 

Einfachheit der Gruppe E, 


Die erste Frage bei einer eingehenderen Untersuchung der 
Gruppe E ist die nach einem etwa Yorhandenen Normaltheiler. 
Es lasst sich beweisen, dass ein solcher Normaltheiler, von zwei 
ganz einfachen Ausnahmen abgesehen, nicht vorhanden ist 

Nehmen wir an, es sei Q- ein Normaltheiler von jB, der 
wenigstens eine von der Identität verschiedene Substitution 



enthalt. Nach dem Begriffe des Nonnaltheilers ist dann, wenn T 
ein beliebiges Element m E ist, 

(2) TAl^^ 

auch in Q enthalten, und es ist zu zeigen, dass man auf diese 
Weise und durch Zusammensetzung solcher Substitutionen alle 
Elemente von E ableiten kann, woraus dann folgt, dass G mit 
E identisch sein muss. Es genügt aber dazu, das Vorkommen 
der erzeugenden Substitution Äq, JBh [§. 81, (8)] in G nach- 
zuweisen. 

Wir gehen dazu schnttweise vor. 

L In G kommt eine Substitution von der Form 



vor. Um dies nachzuweisen, setzen wir in (2) 

rp 

U (fJ ’ 

und haben dann die unbekannten Zahlen 1,, v, J so zu 
bestimmen, dass 


(3) 

(4) 


/A, A (<^ß\^( 0, IN /A, y,\ 
N»') (fJ Vyi \— 1 , 1/ \v, q) 
Dies giebt folgendes Gleichungssystem: 


1. Aa = V 

2. A/3 |Ltd = Q 

3. v« 4- py = — A + vg 

4. Vj 3 + pd = _ -f- ^1, 

A^ — ftv = 1. 
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Aus den beiden ersten der Gleichungen (3) erhalten wir 
wegen aS — ßy = i; 

( 5 ) l z=v6 ^ Qy, 

und wenn man dies in die beiden Gleichungen (3) 3., 4. einaetzt: 

+ ^ — S) = 0, 

q(u d — g) = 0, 

folglich, da v und q nicht beide verschwinden können. 

(6) J = 06 d; 
ferner ergiebt sicli aus 1. und 2.: 

(7) — 06) — (i^y = 1. 

Bestimmt man ^ ft irgendwie, so dass dieser Gleichung genügt 
wird, und dann v und q aus den beiden ersten Gleichungen (3), so 
sind alle Bedingungen befriedigt, und es kommt nur noch darauf 
an, nachzu weisen, ^ss die Gleichung (7) befriedigt werden kann. 

a) Wenn zunächst j3 = 0, y = 0 ist, so ist ö — o6 von Null 
verschieden (weü sonst ß die identische Substitution wäre), und 
man kann aus (7) bestimmen, und eine der beiden A, ft be- 
liebig wählen. 

b) Ist aber ß oder — y ein von Null verschiedenes Quadrat, 
so setze man in (7) 

ft = 0, A“ = ß~^ oder ft« = — A z= 0, 
wodurch (7) befriedigt ist. 

Damit ist der Fall p = 2 erledigt und wir nehmen jetzt p 
ungerade an. 

c) Wir behandeln jetzt zunächst den besonderen Fall 

(8) a d =’ 2, 

auf den auch durch Aenderung aller Vorzeichen in Ä der Fall 
06 -j- d = — 2 zurückgeftihrt wird. 

In diesem Falle findet man die durch vollständige Induction 
leicht zu beweisende, für jeden positiven Exponenten wi gültige 
Formel 

/06, ßy^_ /ma — m -|- 1, mß\ ^ 

\rj ~ Wy, wid — w» + 1/ 

Wenn es nun eine rationale Zahl vn giebt, die ein Nicht- 
quadrat ist, so sind, wenn ß oder — y Nichtquadrate sind, mß 
oder — wy Quadrate, und wir kommen auf den Fall b) zumck. 
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Dies trifft immer zu, wenn n = 1, also alle ZaKlen des Kör- 
pers rational sind. Ist aber n > 1, so kann der Fall eintreten, 
dass alle rationalen Zahlen Quadrate sind, und dauTi ist dieser 
Schluss nicht mehr richtig. 

Wahlen wir aber eine Substitution 


/ 0, (JX 

v-ö-^ o; 


und büden die in G vorkommende Substitution 

W', S')- ^ — \-uy-<s-tß8, + 

SO folgt, wenn die Gleichung (8) besteht: 

a'-f-S' = «3 -|- = (a-|- J)»-)-((yy — ß )^ — 2 

== 2-[-((Jy — 

Nun können hier ß und y nicht beide verschwinden, da 
sonst Ä die identische Substitution wäre. Lassen wir also 6 die 
ganze Eeihe der — 1 von Null verschiedenen Zahlen durch- 
laufen, BO kann a' -f* ^ Werth 2 höchstens zweimal und 
den Werth — 2 höchstens viermal erhalten; und wenn also 
^*>7 ist, so kann man über 6 so verfügen, dass nach dieser 
letzten Formel cd ä* nicht = + 2 wird. Dies findet immer 
statt, wenn n > 1 ist, da dann p** mindestens ’= 9 ist 

d) Demnach können wir für das Folgende annehmen, dass 
in der in ff vorausgesetzten Substitution (l) « -|- J nicht = i 2, 
und von den Zahlen /9, — wenigstens die eine ein Nichtquadrat 
sei. Ist dies ß^ so multiphciren wir (7) mit ß, und erhalten die 
Bedingung 

(8) + + 

Wenn jetzt 1 — -|- a)* ein Nichtquadrat ist, so be- 

stimmen wir fk aus 

»S fl _ _ fl 


und X aus 


'‘■[^-( 4^)1 


1 fl I ^ — « 

^ß -h — ö — — 


wodurch (9), und folghch auch (7), befriedigt ist Ist aber 
1 — ViC^ + a)^ ein Quadrat, so zerlegen wir ß nach §. 80, 7. 
in die Summe zweier Quadrate 
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jS = (J* + t«, 

und 'bestiinmen (jl, K aus den beiden Grleichungen 




X ß ^ 


= r. 


wodurch (7) gleichfaUs befriedigt ist Der andere Fall, dasB — y 
ein Nichtquadrat ist, der nur noch dann zu berücksichtigen ist, 
wenn j3 = 0 ist, wird auf diesen zurückgeführt durch die Be- 
merkung, dass auch 

/ 0, 1\ /«,|3\ d, -y\ 

V-1, oAr, dAi, oJ-\—ß, a) 


zugleich mit J. in ff Vorkommen muss, 
n. Die Gruppe ff enthält 

0 , 1 > 


Damit ist L bewiesen. 




mit alleiniger Ausnahme des Falles n = 1 , = 2. 

haben wir m ff die Substitutionen 


Zunächst 


also auch 


und mithin 


/0,-lW 0, IW 0, 1\_/ I, 1\ 

U, o; V- 1 , V v-1, 0/ \-i, 


Gi:?)( 


' M - 1 

r 0, 1 ' 

.-1. { ) - ' 

1, 3|. 

' M - 1 

f 0, 1 ' 

.-1, 3|j - * 

1. 51, 




für jede ungerade ganze Zahl m\ wenn also p ungerade ist, so 
können wir m = p annehmen und erhalten Aq. Ist aber = 2, 
so haben wir, wenn wir mit p eine noch zu bestimmende Zahl 
in @ bezeichnen, folgende Substitutionen in ff: 
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Da hier nun jede Zahl ein Quadrat ist, so kann man p» 
auch durch p ersetzen, und findet also, dass in G die Sub- 
stitution 

für jedes beliebige von Null verschiedene p, und folglich auch 
die entgegengesetzte Substitution 




Vorkommen muss. Bedeuten also p, zwei von Null verschiedene 
Zahlen, so haben wir in Q auch 

( 10 ) 


/ 0, p-^ö-^W 0, p\ 

\-pfl, £ A-tf, 0 


-(-Up (1 +'tf 4-(jp))‘ 

Wenn nun m grösser als 1 ist, so kann man p und 1 -j- p 
von Null verschieden annehmen und dann 6 = — 1 : (1 -|- p) 
setzen, wodurch die Substitution (10) in übergeht 

Ist aber w = 1 und ^ = 2, so tritt der erste Ausnahme- 
fall ein; denn dann ist immer eine der beiden Zahlen p und 
1 -|- p gleich NulL Dieser Fall fiihrt auf eine Gruppe 6*®^ Grades 

in der ein Normaltheiler 3^ Grades enthalten ist; 




Von diesem AusnahmefaJle sehen wir jetzt ab. Wir haben 
dann weiter: 

HL Die Gruppe G enthält jede Substitution von 
der Form 

( 11 ) 


Q.l)' 


worin ^ eine behebige Zahl in 6 ist, ausgenommen in dem Falle 
w = 1, = 3. 

Denn nach EL enthält G die Substitution 
/ 0, pW 0, lWO, -pW 0, 1\ /p»,0 \ 
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wenn q eine beliebige von Null verscbiedene Zabl in @ ist, 
DarauB folgt, dass auch 


/ 1, 0\ /«.-*, 0 \ /l, 0\ /(.*, 0 1 

V- A, V VO, pV V^, 1/ \0, p-V “ U(p*-1), 


?) 


für jedes beliebige A in tf yorkommi Kann man mm q von 
Null verschieden so annehmen, dass — 1 nicht verschwindet, 
BO kann man für jedes | die Zahl X aus — 1) z= g be- 
stiminen, und erhält also aus (12) jede Substitution der Form (11). 
Laasen wir aber q alle j)" — 1 Zahlen durchlaufen, so kann 
— 1 den Werth Null höchstens für vier Werthe von q an- 
nehmen. Wenn daher j)** > 5 ist, so können wir q dieser For- 
derung gemäss bestimmen , und es bleiben also nur noch die 
beiden FäUe n = 1, j) = 3 und w = 1, ^ = 5 zweifelhaft 

In dem Falle « = 1, ^ = 5 haben wir abef in Q nach (2) 
und IL die Substitution 


/l, IW 0, IW- 2, -IW 0, l\_/-2, 0\ 

U -2; V-1, 0; V-2, i) v-1, 0; - V 0, 2/ 

und folglich auch 


also, da ^ und folghch auch — 2| beliebig ist, wieder die Sub- 
stitutionen (11) und damit also alle Erzeugenden der Gruppe 
und also ist m allen diesen Fällen Q mit E identisch und 
folglich die Gruppe E einfach. 

Der Fall n = 1, p = 3 bietet aber die zweite wirkliche 
Ausnahme. In diesem Falle ist die Gruppe E vom 12*®*^ Grade 
und sie hat den Normaltheiler 4*®^ Grades 


Um sich davon zu überzeugen, braucht man nur die beiden 
Nebengruppen 

GG)<^= G:0'U; 

j). g;:) 

^ (1* 1)’ ^ ( 1^ 1) ^örgleichen. Diese Gruppe E ist 
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mit der altemirenden Permutationsgrnppe von vier Ziffern 
iaomorpli. 

Damit ist also allgemein bewiesen, dass, von den beiden 
Fallen n = 1, p = 2 und w= 1, p = 3 abgesehen, die Gruppe E 
einfach ist. Für die ersten Falle erhält man für die Grade g 
dieser einfachen Gruppen: 


P = 7, ^ = *168 
p = 11, g = 660 

jp == 13, p = 1092 


n = 2, p = 2, ^ = 60 

j) = 3, g = 360 
j) = 5, g = 7800 
w = 3, p) = 2, g = 504 
= 3, g = 9828 
w = 4, p = 2, g — 4080 1). 


§. 83. 

Congruenzkorper zweiten Grades. 

In jedem Congruenzkorper für den Modul p vom 
Grade ist der Congruenzkorper ersten Grades der aus den 
nach dem Modul p genommenen rationalen Zahlen besteht, als 
Theiler enthalten. Daher ist auch in der Gruppe der linearen 
Substitutionen En^p eine Gruppe als Theiler enthalten, die aus 
allen Substitutionen der Form 



besteht, worin d nach dem Modul p genommene ganze 

rationale Zahlen sind. 

Diese Gruppe, die als die Gruppe der Modulargleichungen 
in der Theorie der eUiptischen Functionen auftritt, ist das 
eigentliche Ziel unserer Betrachtungen. Es bietet aber für die 
Untersuchung dieser Gruppe, und besonders für die Aufsuchung 
ihrer Theüer, den grössten Vortheil, diese Gruppe nicht selbst- 
ständig für sich zu betrachten, sondern als Theiler einer 
Gruppe E^p. Bezeichnen wir nämlich mit N irgend einen fest- 
stehenden quadratischen Niohtrest von p, so ist, wie schon oben 
bemerkt, — N nach dem Modul p irreducibel, und wir erhalten 

Siehe Bufletin of the New York math. Society. Ootober 1893. In 
dem Belichte über den mathematiflchen CJongreafl in Chicago finden eioh 
awei Notizen über diese (Jmppen von Gole und Moore 
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einen Congmenzkörper 2*®^ Grades, wenn wir noch die Quadrat- 
wurzel 

(2) s = VN 
einfiihren. 

Es soll der Deutlichkeit wegen für die nächsten Betrach- 
tungen festgesetzt sein, dass die kleinen lateinischen Buchstaben 
ganze rationale Zahlen (nach dem Modul p genommen), die wir 
jhier auch reelle Zahlen nennen, die griechischen Buchstaben 
Zahlen des Körpers bedeuten sollen. 

Dieser Körper hat die für uns sehr wichtige Eigen- 
schaft, dajBs in ihm alle reellen Zahlen Quadrate sind. 

Wenn nämlich a quadratischer Rest von ist, so können 
wir a = X® setzen, und wenn b quadratischer Nichtrest ist, so 
kann = 1 N befriedigt werden, also b = (x 

Eine Zahl von der Form as soll eine rein imaginäre 
Zahl heissen, zwei Zahlen der Form a-^'bs^ a — bs con- 
jugirt imaginäre Zahlen. Die Uebertragung dieser Be- 
zeichnungen aus der Theorie der gewöhnlichen complexen Zahlen 
auf die Zahlen des Körpers rechtfertigt sich durch die 
Debereinstimmung der Rechenregeln und kann zu keinem Miss- 
verständniss fuhren, da in diesen Betrachtungen von den gewöhn- 
lichen complexen Zahlen nicht die Rede ist. Da N" nur nach 
dem Modul jp bestimmt ist, so kann s im gewöhnlichen Sinne 
reell oder imaginär angenommen werden. Nun ist noch (nach 
Bd. I, §. 146) 

und also folgt aus (2): 

(3) fiP = — fi. ‘ 

Wendet man den binomischen Satz auf die Potenz des 
Binoms a = a be an, und beachtet, dass alle Bmomial- 
coefficienten, mit Ausnahme des ersten und des letzten, durch p 
theilbar, also hier = 0 sind, dass ferner nach dem Fermat’- 
schen Satze = a, = 6 ist, so ergiebt sich nach (3): 

(4) a = a -j- & aP = a — 6 e, 
und folglich durch Multiplication: 

(6) «p+i = a® — jN&®, 

woraus folgt, dass ocp+^ immer eine reelle Zahl ist. 

Ist y eine primitive Wurzel des Körpers ^p [§. 80, (8)], 
flo ist dann und nur dann reell, wenn r -durch p + 1 

Weber, Algebrti. IL 21 
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theilbar ist, und ist eine primitive Wurzel der 

Primzahl p im gewöhnlichen Sinne. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass eine Zahl cc in reell ist, besteht in der 
Gleichung ccp = a. 

Jede reelle Zahl ist als (jp + 1)^ Potenz einer Zahl 
in 6ji,p darstellbar. 

Denn dass reell ist, wenn r durch jp -[- 1 theilbar ist, 
folgt aus (5). Dass es aber nicht anders reell sein kann, ergiebt 
sich daraus, dass nach dem Fermat’schen Satze jede reelle von 
Null verschiedene Zahl der Bedingung = 1 genügt, dass 
also, wenn f reell ist, = 1 sein muss, und es muss 

daher rQ) — 1) durch p^—1 und folglich r durch theilbar 

sein. Da ferner /-Cp+d nur dann = 1 ist, wenn r durch ^ — 1 
theilbar ist. so ist primitive Wurzel von p. 

Auch der Begriff der Einheitswurzeln lässt sich auf 
die Zahlen des Körpers übertragen. 

Ist m em Theiler von p^ — 1, und 

j>«-i 
P = y « , 

BO ist = 1, und es giebt kerne medrigere als die m*® Potenz 
von p, die gleich 1 wird. Daher nennen wir p eine primitive 
Einheitswurzel (in Säj,). Alle anderen m**“ Einheitswurzeln 
sind dann Potenzen p* von p, und unter diesen sind die und nur 
die primitiv, bei denen s relativ prim zu tn ist. 

Dies folgt daraus, dass jede von Null verschiedene Zahl ^ 
in der Form | — y*" darstellbar ist, und dass ='y»*« dann 
und nur dann = 1 ist, wenn rm durch p^ — 1 theilbar ist 

Jede von Null verschiedene Zahl in ist eme Einheits- 
wurzel vom Grade p^ — 1. 


§. 8A 

Die reelle lineare Congruenzgruppe Lp. 

Wir gehen nun, mit diesen Hiilfsmitteln ausgestattet, an die 
Untersuchung der reellen Congruenzgruppe Lp, die aus allen 
Substitutionen der Form 

’a, h\ 


Reelle Oongruenzgmppe 
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besteht, worin o, 6 , c, d reelle, nach dem Modul p genommene 
ganze Zahlen sind, die der Bedingung ad — bc = l genügen. 
Die Gruppe Lp ist nach der früheren Bezeichnung mit Ei^p zu. 
bezeichnen, und ihr Grad ist, wenn wir den Fall p = 2 aus- 
schliessen, 

p (p^ — 1 ) 

2 

Sind U irgend zwei Elemente aus einer Gruppe, so haben 
wir schon früher 

Tr^AU = A^ 

das durch JJ aus A transformirte Element genannt J.'®, J.'®, . . . 
sind transformirt aus J.®, . . . woraus folgt, dass alle aus 
einander durch Transformation gewonnenen Elemente denselben 
Grad haben. Entnehmen wir die Elemente A aus irgend einer 
Gruppe ö, so bilden die transformirten Elemente eine mit 0- 
isomorphe Gruppe 

JT^ G U= G\ 

die wir die transformirte Gruppe von G nennen. 

Es möge nun A irgend ein Element der Gruppe Lp sein, 

und U = ^ ein Element aus Es^p. Wir wollen aus A durch 

Transformation mit JJ eine gewisse Normalform ableiten. 

Es soll zunächst versucht werden, in die Normalform 



zu transformiren. Aus der Gleichung 


/a, b\ /A, _ /A, /(J, 0 \ 

Vc, d) Vi^, q) . \v, q) VO, 

erhalt man 

r2^ (a — ö) A + 6 V = 0, (a — (J-i) ft + & p = 0, 

^ ^ cA -|- (d — 6)v = 0, Oft + (d — ö-i) 9 = 0, 

und daraus ergiebt sich, dass 6 und <5-^ die Wurzeln der qua- 
dratischen Gleichung 

(a — ö) (d — tf) — ö c = 0 

oder 

(3) (ja _ (a + d) + 1 = 0 

sein müssen. Hat man 6 und (5”^ hieraus bestimmt, so findet 
man aus ( 2 ) die Verhältnisse A : v und ft : 9 . Die Grössen A, ft, 1 ;, 9 
selbst sind dann noch so zu bestimmen, dass A 9 — ftv = 1 wird, 

21 * 
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Dies ist immer möglich, ■wenn die ans (2) best imm ten Werthe 
nicht die Gleichung Xq = fiv erfüllen. Sind b und c beide = 0, 
so hat A schon die Form (1). Ist aber eine der beiden Zahlen 
J, c, etwa &, von Null verschieden, so ergiebt sich aus (2): 
v_ fo— fl) Q_ (o — tf-l) 
b ' II ~ b ' 

tmd ea kann nur dann Xq = iiv oder v : ^ ^ ^ sein, wenn 

fl = fl-i, also <} = + 1 ist, d. h. nach (3), wenn o-|-<i = + 2 ist. 

Die Gleichnng (3) ist aber im Körper immer lösbar, weil 
jede reelle Zahl in diesem Körper em Quadrat ist, und ergiebt 

® T-. = - y(i+iv 




Wir kommen also zu dem ersten Resultate: 


1. Eine Substitution A ist immer auf die Normal- 
form S transformirbar, wenn a + d nicht = + 2 
ist. 6 ist reell oder imaginär, je nachdem 
(a -|- d!)3 — 4 quadratischer Rest oder Nichtrest 
von p ist 

In dem noch übrigen Falle, wo a -|- fl! = i 2 ist, lässt sich 
die Normalform S nicht hersteUen; dagegen können wir A in 
diesem Falle auf eine andere Normalfonn, nämlich 



bringen, in der t reell ist 

Um dies zu beweisen, können wir zunächst 
(7) a d = 2 

annehmen, weil der andere Fall a + d = — 2 durch Aenderung 
aller Vorzeichen von a, &, c, d auf diesen zurückgeföhrt wird. 
Aus (7) aber folgt noch 

fS) a — 1 = - (d — 1), (a — 1 ) (d — 1 ) = Je. 

Wenn also zunächst b oder c = 0 ist, so ist a = d = 1, 
und wir haben entweder 



was schon die Normalform T hat, oder 
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^=C:?)=(-M)Gr9G: J> 

BO dass J. ^ die Nonnalform T hat. Sind aber 

6 und c von Null verschieden, so erhalten ■wir ans (8) die Trans- 
formation 


\ —1, («— 1) c“V \c, \ 


o, 6\ /(a — 


1 , 


{ß. 


0 , \ 

■1)5~V 


=(r9’ 

was die Form T hat Damit ißt also bewiesen: 


2. Eine Substitution A, in der a-^d = ± 2 ist, kann 
immer durch Transformation auf die Normal- 
form T gebracht werden. 

Hiernach lassen sich leicht die Grade der Elemente unserer 
Gruppe bestimmen. Wir haben dabei drei Falle zu unterscheiden. 

L a -f d = + 2. Jede Substitution dieser Art lässt sich 
in die Normalform T transformiren. Es ist aber für jeden 
Exponenten r 



und folglich ist der Grad dieser Substitution p, ausser 
wenn t = 0, also T die identische Substitution ist. 

Die Anzahl der Elemente dieser Art in der Gruppe ij, ist 
leicht zu bestiinmen. Nehmen wir zunächst c = 0, so können 
wir 6 beliebig wählen und fiir o, d erhalten wir aus a4-Ä = + 2, 
ad = 1 die beiden Bestimmungen a = d = i 1. Dies giebt 
2 p Formen, die identische Substitution eingesohlossen. Nehmen 
wir sodann a und c beliebig, jedoch c von Null yerschieden, was 
p(p — 1) Möglichkeiten giebt, so folgt aua ad — 6c=l- 

& = — adcr-^ 

und zu jedem a kann d aus a-j-d = i 2 auf zwei Arten bestimmt 
werden. Die Gesammtzahl 2p*, die wir so erhalten, ist noch 
zu halbiren, weil hier die Substitutionen als zwei verschiedene 
auftreten, in denen alle Zeichen entgegengesetzt sind, und wir 
erhalten also p* Substitutionen dieser Art (die identische ein- 
geschlossen). 
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IL (a -[- dy — 4 quadratischer Best von p. Eine solche 
Substitution lasst sich in die Normalform S transfomdren 
mit reellem 6. 


Verstehen wir unter y eine primitive Wurzel des Körpers 
so ist 

1 

y a = — 1, 

und wir können r so bestimmen, dass 

^ rCp + l) . 

wird (§. 83). Nach (6) erhalten wir dann 

(9) a -]- d = ^CU + l) y-r(p + l)^ 

und wejl nach (6) die beiden Werthe von der Keihen- 

folge abgesehen, durch a d bestimmt smd, so werden zwei 
Werthe des Ausdrucks (9) nur dann einander gleich, wenn die 
entsprechenden Werthe von r, mit positivem oder negativem 
Zeichen genommen, nach dem Modul — 1) congruent sind. 
Man erhalt daher alle von einander und von ± 2 verschiedenen 
Werthe dieses Ausdruckes, wenn man 

p-3 


( 10 ) 


r = 1, 2, 


setzt Zwei Werthe r und Ya(p ^ 1) — r geben gleiche und 
entgegengesetzte Werthe von a d. Da hier für jeden Expo- 
nenten 1c 



ist, so ist der Grad von S, und also auch von jeder Substitution 
der n*“ Art entweder Ya(P — 1) oin Theiler davon, je 
nachdem r relativ prim zu Yi (p — 1) ist oder nicht 

Um die Anzahl dieser Substitutionen zu bestimmen, ver- 
fahren wir wie oben. Ist zunächst c = 0, so ergiebt sich 
a = y^^(P + i)j d = y^^^ + D, 

und & kann p Werthe haben. Die Zahl r hat die Werthe (10), 
und also ergeben sich hiemanh p{p — 3) Substitutionen, Ist 
dann c von Null verschieden , so ist (p — 1) die An7Ah1 der 
verschiedenen Annahmen über a, c. Ist a angenommen, so können 
wir d aus (9) bestimmen und 

6 = — ö“! 
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setzen, woraus wir — 1) Bestimmungen erhalten, 

also mit den für c = 0 gezählten zusammen V^l^CP — Cp4“^)' 

Auch diese Zahl ist noch zu halbiren, so dass wir 

V4l>(p — 3) (l) + 1) 

Substitutionen der 11*®“ Art erhalten. 

HL (a -f- d)® — 4: quadratischer Nichtrest von jp. In diesem 
Falle ist 6 nicht reell, aber mit seinem reoiproken Werthe 
conjugirt- Also ist nach §. 83, (4) und folglich 

p±i 

(f 2 \- I 

Daraus ergiebt sich, dass der Grad einer solchen Substitu- 
tion i/g (p -|- 1) oder ein Theüer dieser Zahl ist. 

In diesem dritten Falle setzen wir 

(11) = a -f d = 

r = i, 2,..., y,o-i). 

Eher Vq-titi der Fall c = 0 oder b = 0 nicht verkommen, 
weil unter jeder dieser Annahmen ad = 1 und Tnithin 
(a + — 4 = (a - d)s 

quadratischer Best wate. Also nehmen wir für a und c, wie 
oben, die j>(jp — 1) verschiedenen Werthsysteme, und erhalten 
aus (11) jedes von ihnen VaCP — Bestimmungen von b 
und d] auch diese Zahl ist zu halbiren und es ergeben sich 

^Up(s — 1) (i> — 1) 

Substitutionen der DI*®“ Art. Die Gesammtzahl aller Substitu- 
tionen der Gruppe Lp ist hiernach, wie es sem muss, 

i>® + — CP + l) + Vii^CP-“l)® = Vai>(P® — 1)* 

§. 86 . 

Imaginäre Form der Gruppe Lp. 

Die Substitutionen der beiden ersten Arten der Gruppe Lp 
haben die Eigenschaft, dass die ihnen entsprechende Normalform 
T oder S gleichfalls in Lp enthalten ist, und dass man sie in diese 
Normalformen transformiren kann durch reelle Substitutionen, 
d. h- durch Substitutionen, die selbst in Lp verkommen. Beides 
trifft bei den Substitutionen der dritten Art nicht zu. 

Man kann aber, wie wir jetzt beweisen werden, die ganze 
Gruppe Lp in eine andere Gruppe Ap so transformiren, dass Ap 
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ein mit Lp ißomorpher Theiler der Gruppe L'ä,p ist, dass die 
Normalformen der Substitutionen dritter Art in jip enthalten 
sind und dass jede Substitution dritter Art in Jp in die Normal- 
form transformirt werden kann durch Substitutionen von uäp 
selbst 

Um eine solche Transformation von Lp zu finden, betrachten 
wir die Substitution 


(1) 




\ 0 . <r-^J 


unter der Vorausssetzung, dass 6 und 6-^ conjugirt imaginär 
sind, und suchen die Substitution 

(2) s=(i:j) 

BO ZU bestimmen, dass 

(3) B8ir^ 

reell wird. Es ergiebt sich aber nach (1) und (2) 

7? Qp-i— \ 

“ \qv{ö - (J-i) , —iiv<S + 

und dies wird reell, wenn xmd qv rem imaginär, Ap und 
— \Lv conjugirt imaginär sind. Diesen Bedingungen kann man 
auf mehrfache Art genügen: am einfachsten wohl, und zwar zu- 
gleich so, dass die Determinante R = 1 wird, wenn man 


(4) R 

setzt, lat andererseits 


=er-r') 


Ä 




eine beliebige reelle Substitution aus so ergiebt sich nach (4) 
■wegen = N: 

RT^ÄB = 


a + g 


(B) 




a — d 






a — d 


2 ■ ' “ 4 


J 


wofür -wir auch 

A = i—Nß', i) = (_ + ^ßß' = 1 

setzen, worin a, a' und ß' zwei conjugirt imaginäre Paare 
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sind, so dass nacli §. 83, (4) «' = 06 ^, ß' = ßp gesetzt werden 
kann. 


Wenn wir umgekehrt irgend eine Substitution A von der 
Form (6) nehmen, so ergiebt sich 

Ä = ItAR-^ = 

( « + 

2 2 ’ 4 4 


(7) 


+ 13 ') + «(«-«'), 


+ _^ß'-ß 


I 


als eine reelle Substitution aus Lp. 

Daraus geht hervor, dass, wenn A die ganze 
Gruppe Lp durchläuft, die durch (6) und (6) bestimmte 
Substitution A eine mit Lp isomorphe Gruppe durch- 
läuft, die wir mit Ap bezeichnen. 

In der Gruppe Ap ist die Nonnalform S für die Substitu- 
tionen dritter Art enthalten. 

Nehmen wie nun eine Substitution A von der dritten Art 
in der Gruppe Ap so können wir sie, wie jetzt noch nach- 
gewiesen werden soll, durch Transformation mit einer Sub- 
stitution ZJ, die selbst der Gruppe Ap angehbrt, m die Normal- 
form transformiren. Denn setzen wir 


(8) ^ ~ 5-/3', f') ’ ^ — (— Ö ’ 

(9) atx! -j- Nßß^ = 1, AA' -|- = 1, 

worin i, A' und ft, ft' conjugirte Paare sind, so erhalten die 
Gleichungen (3), (4), §. 84 die Form. 

(10) (ö — «) {6 — cx!)-\-Nßß* = tJ“ — ö (« + «') + 1 = 0, 


und die Gleichung (10) muss, da A von der dritten Art sein 
BoU, zwei zu einander reciproke, conjugirt imaginäre Wurzeln 
haben. 

Die Auflösung von (10) ergiebt 



und es muss daher 
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(“ ä“)’- w 

öin Nichtquadrat ßein. 

Aue der zweiten Gleichung (11) folgt aber durch Uebergang 
zu den conjugirt imaginären Zahlen 

X a! — (J 

7 ~~~ ß' ' 

und dies ist nach. (10) eine Folge der ersten Gleichung (11). 
Setzen wir also 


. . Ny.' = * (fit — 0), Ny = «f (fit' — tf-i), 

1 = x/S, i.' = *'ß', 

■worin yi zwei conjugirt imaginäre Zahlen sind, so sind die 
Gleichungen (11) befriedigt, und man kann dann «x' noch so 
bestimmen, dass AA'-]- = 1 wird. 

Hierfür findet sich nach (13) und (9) die Bedingung 
N = xx' (2 — — a'<J), 

was nach (12) in 

_ (“ + “)•_ “ 7 y(“ 7 “)■- sßß'i 


Übergeht, woraus zu ersehen ist, dass der Factor von 2xx' nur 
dann versch'winden kann, wenn a = a' = 1, also A die identische 
Substitution ist 

Daraus ergiebt sich noch ein wichtiges Resultat Bezeichnen 
wir mit y eine primitive Wurzel des Körpers so können 
wir für die zweite und dritte Art der Substitutionen in der 
Normalform die Ausdrücke annehmen (§. 84): 


_ /y(p + i)^ 
^ ~ \0, 


0 \ 

y— CP+I)*"^’ fl y^(p — l)r 


Ist nun Ä eine Substitution zweiter Art aus Lp und A eine 
Substitution dritter Art aus Ap^ so können -wir die Substitutionen 
JJ aus Lp und V aus Ap so bestimmen, dass 


A=VSlTr\ A = 7Sl 7-\ 
Setzen wir also, dem Werth r = 1 entsprechend, 

Ai = xjSi n-\ Al = VS, r-\ 

BO ergiebt sich 

'Ä = Äl A = Al, 
und Al kommt in Lp, Aj in Ap tot. 
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Die Cyklen der Gruppe Lp. 


Ist ferner B eine Substitution erster Art aus ip, so kann 


man wieder, wenn man 




setzt, U aus Lp so bestimmen, dass 

B = VT^TT^ = Bl 

wird. Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Man kann in der Gruppe Lp (oder Ap) die Sub- 
stitutionen der ersten, zweiten und dritten Art mit 

TT • Z? 1 P "4^ 1 

Hinzuziehung der Identität in Cyklen vonp, 2 — , ^ ~ 

Gliedern anordnen. 

Zwei solche Cyklen können ausser dem Einheitselemente 
kein Glied gemein haben. 

Dies ist zunächst evident bei den Substitutionen der ersten 
Art, deren Grad gleich p ist; denn bei diesen lässt sich der 
ganze Cyklus durch Potenzirung aus einem beliebigen von der 
Einheit verschiedenen Elemente ableiten. 

Wenn aber in zwei Cyklen der zweiten oder dritten Axt ein 
gemeinsames Element vorkommt, so kann die Gruppe so trans- 
formirt werden, dass die beiden Cyklen die Gestalt bekommen: 

1, U8U-\ ... 

1, 8, S-, 

worin jS = ^ die Normalform hat. 

VO, <J“V 

Ist nun für irgend zwei von Null verschiedene Expo- 
nenten r, t 

= US* ^7"^ 

ergiebt sich, wenn U = gesetzt wird, als Bedingung 

(TA = + = i 

== + 

wo überall dasselbe Zeichen gelten muss. Daraus folgt, dass 
entweder 

(T = ± 6^, v = 0, fi = 0, Xq 

oder 

(T = + ^ = 0, 9 = 0, fii; = — 1 

sein muss, und dann ergiebt sich 


so 
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ü8Tr^ = 8 oder = S“‘, 

und in beiden Fallen stimmen also die beiden Gyklen (12) yoU- 
ständig mit einander überein. 

Hiernacb ergiebt sich aus den Zahlen am Schluss des §. 84 
für die Anzahl der Cyklen erster, zweiter und dritter Art: 


i? + 1, 


p (i3 + 1) P (P — 1) 


Es ist zweckmässig, neben den Gruppen Lp und Ap noch 
eine dritte Gruppe in E^^p zu betrachten, die mit diesen isomorph 
ist, wenn sie sich auch nicht durch Transformation darauf zuruck- 
führen lässt 

Da N reell ist, so können wir nach §, 83 eine Zahl v in 
so bestimmen, dass N = + ^ ist Wir lassen nun der 

Substitution 

^ = {-Nß^, if) 

aus Ap eine Substitution B entsprechen, die so gebildet ist: 

TO “ = + = 

Setzen wir zwei Substitutionen B, Bi von der Form (lö) 
zusammen, so erhalten wir 

BB, = (^ 

V— vPßP, apj \—vPßl,KfJ 

cccc,-NßßP, v(aß,+'ßa^)\^ 
\—vP(ßPoii+aPßJO, aPoir^ — NßpßJ^ 

darin sind 

c^(^ — NßßP, aPcc^^Nßpßj^ und 06/3i + /3a{, ßPo^J^aPß^ 

zwei conjugirte Paare, und daher hat BBi auch die Form (16) 
und steht in derselben Beziehung zu AAi, me B zu A und 
zu Al- 

Daraus geht hervor, dass die Gesammtheit der Sub- 
stitutionen B eine mit Ap isomorphe Gruppe bildet, und 
diese Gruppe wollen wir mit JJ, bezeichnen. 

Setzen wir ß an Stelle von und bezeichnen mit a', ß' die 
za a, ß conjugirten Grössen , so können wir die Substitutionen 
der Gruppe JJ, auch in der einfacheren Foim annehmen: 

(16) B = (_“’^^, «cc' + ßß' = l. 


I 


DivLBoren der Gruppe Lp 
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Um von emer dieser Substitutionen B zu der entsprechenden 
reellen Substitution A uberzugehen, leitet man zunächst aus (16) 
die entsprechende Substitution A her: 



und bildet daraus nach (3) und (7): 


( 18 ) Ä = BMr\ 

Trotz des Isomorphismus lässt sich die Gruppe Vp nicht in 
Lp oder Ap transformiren, wenigstens nicht durch Substitutionen, 
deren Zahlen dem Körper Q^p angeboren. Man müsste, um die 
Transformation auszufiihren , in einen höheren Körper gehen, in 
dem alle Zahlen von Quadrate sind. 


§. 86 . 

Divisoren der Gruppe ip, deren Grad durch p 
theilbar ist. 

Es ist em Problem von grösstem Interesse, alle Divisoren 
der Gruppe Lp zu bestimmen. Von der Lösung dieses Problems 
hangt es ab, in welcher Weise man die Gruppe Lp durch Per- 
mutationen von ZiSem darstellen kann, bei welchen algebraischen 
Gleichungen also diese Gruppen auftreten können (§. 6, 2.). 

Die cykhflchen Gruppen, die in Lp enthalten sind, haben 
wir in den vorangehenden Paragraphen schon betrachtet. Wir 
haben gesehen, dass der Grad einer cykUschen Gruppe entweder 
gleich p oder ein Theüer von Vi {p — 1) oder von Vs (P + I) 
ist, und jeder Theüer dieser Zahlen tritt auch unter den Graden 
der cyklischen Gruppen auf. Der Inder eines cyküschen Theüers 
kann niemals kleiner sein als VbCP®— ’ l)j P(P — 1)* 

Wenn der Grad eines Theüers ö- von Lp durch p theübar 
ist, BO enthält er eine cyklische Gruppe vom Grade p, und wir 
können nach §. 84 die Gruppe ff so transformiren, dass diese 
cyklische Gruppe aus den Substitutionen 

.= 0 , 1,2 1,-1 

besteht. Wenn nun ff noch eine Substitution 
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enthält, in der c von Null verschieden ist, so kommt darin auch 

/l, — ac-i\ fa, h\ n, — dc-'\ _ /O, — c-i 
Vo, 1 J \c, dj \0, 1 / \c, 0 

Tor. DarauB folgt weiter, dass auch 

0 , A / 0 , 1 , 0 \ 

c, 0 / Vo, 1/ V— c, 0 J~ \—eH, ij 

und mithin jede Substitution 

^ = -G’l)’ « = |,_1 

vorkommt Setzt man J7 für w = — 1 an Stelle von J. in die 
Formel (1), so folgt, dass Q auch die Substitution ^ ent- 

hält, die mit ü zusammen ein System erzeugender Elemente 
von ip gieht (§. 81), so dass also G mit Lj, identisch ist Es 
folgt hieraus, dass ff, wenn es moht mit Lp identisch sein soll, 
nur SubatitutioneD von der Form 


Ä 



enthalten kann. Umgekehrt bilden alle diese Substitutionen 
eine Gruppe vom Grade VbJP (p — l)i also einen Theiler vom 
Index i? + 1. 

Es Bind darunter noch gewisse Theiler von grosserem Index 
enthalten, die man erhalt, wenn Tnan föf a nicht alle Werthe 
n imm t, sondern alle Werthe von der Form a*, wenn 8 ftin 
Theiler von Qp — 1) ist. Der Grad einer solchen Gruppe ist 
VbJPOp — l):f- 

Fassen wir die Gruppe Lp als Gruppe der linearen Sub- 
stitutionen '* 


> 1 + 


auf, und lassen darin nach § 81 die Zahlen oo, 0, 1, . . ., jp — 1 
durchlaufen, so gieht uns ff die Gruppe der ganzen linearen 
Substitutionen 

rj = -|- a6. 

Das sind die Substitutionen, die die Ziffer oo ungeändert 
lassen, und also eine Pei^utationsgruppe von nur p Ziffern 


Divifloren der Gruppe Lp. 
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liefern . Es sind dies dieselben speciellen metacyklischen Gruppen, 
die wir im §. 188 des ersten Bandes betrachtet haben. 

Die yerschiedenen ans Q transformirten Gruppen lassen 
irgend einen der übrigen p -j- 1 Indices ungeändert, und die 
Gesammtzahl dieser Gruppen ist p + 1. 


§. 87. 


Divisoren der Gruppe Lp^ deren Grad nicht durch p 

theilbar ist 


Um die übrigen Theüer von Lp zu finden, deren Grad nicht 
durch p theilbar ist, können wir Schritt für Schritt denselben 
Weg gehen, der uns im achten und neunten Abschnitte zu 
der Bestimmung der Polyedergmppen geführt hat Wir können 
uns hier dfiunit begnügen, die Hauptmomente der Ableitung 
hervorzuheben, und wegen der Beweise auf die genannte Stelle 
zu verweisen, wo gan^ dieselben Schlüsse zu machen waren. 

Es ist hierzu erforderlich, die Gruppe wie im §. 81 aus 
einander gesetzt, als Gruppe linearer gebrochener Substitutionen 

( 1 ) 

aufeufassen, und dann der Veränderlichen | alle p® + 1 Zahlen- 
werthe des Gongruenzkörpers 6a,pi emschliesslich oo , beizulegen. 
Dadurch gewinnen wir den Vortheil, dass die Gleichung 


( 2 ) 




immer zwei Wurzeln hat Diese beiden Wurzeln smd von ein- 
ander verschieden, wenn wir Substitutionen p^ Grades aus- 
schji essen, die ja in einer Gruppe, deren Grad nicht durch p 
theilbar ist nicht verkommen können, und die nach §. 84, 1., 2. 
die einzigen smd, für welche die beiden Wurzeln von (2) zusammen- 
fallen. 

Diese beiden Wurzeln nennen wir die Pole von 0. 

Wir untersuchen eine Gruppe G, deren Grad n nicht durch 
p theilbar ist die ein Theiler von Lp Sein soll Wenn m G die 
Substitutionen 
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@ä, . . 0r-l, 

aber keine anderen Vorkommen, die denselben Pol a haben, so 
nennen wir a einen v-zahligen Pol (§. 68). 

Ist nun S irgend eine Substitution der Gruppe so er- 
halten wir, wenn wir Lp durch transformiren , eine mit Lp 
isomorphe Gruppe SLpS~'^^ und G- geht durch dieselbe Trans- 
formation in eine isomorphe Gruppe SQ-S^^ über. 

Obwohl die Substitutionen dieser letzteren Gruppe keine 
reellen Coeffidenten haben, so hat doch jede von ihnen zwei 
Pole, die man erhalt, wenn man die Substitution 8 auf die Pole 
von 0 anwendet. Denn es ist, wenn a ein Pol von 0 ist: 

= S@(a) = S(a). 

Wir haben also, wie in §. 67, 2.: 

1. Die Gruppe Q lasst sich so transformiren, dass 
eine beliebige ihrer Substitutionen die Pole 0 
und 00 erhalt, dass also diese Substitution 
multiplicativ wird. 

Wir fuhren nun der Reihe nach die Satze des §, 68 auf, 
soweit sie hier m Frage kommen , und werden nur da, wo die 
veränderten Voraussetzungen es erfordern, eine Ausführung 
hinzufiigen: 

2. Ist a ein i^-zahliger Pol, so bilden die Substitu- 
tionen 1, 01 , @ 3 , . . 0„_i eine cyklische Gruppe. 

Ihre Substitutionen können alle (durch Trans- 
formation) in die Form gesetzt werden: 

(3) ®(|) = y ’ I, Ä = 0, 1, . . V — 1 (§. 68, 3.). 

— 1 

Hierin bedeutet y eine primitive Wurzel, also y ^ eine 
primitive Einheitswurzel des Congruenzkdrpers (§. 83). 

3. Beide Pole einer Substitution 0 sind gleich- 
zählig (§. 68, 4.). 

Ist ß die cyklische Gruppe Grades der Potenzen von 0 
und n = v[L^ so erhalt man 

worin i^^i, . . ^fi—i Substitutionen aus G sind, und 
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die Zahlen 

06 , ^i(a) = Ol, ^3(05) = 06 ,, . . = «/l-l 

bilden ein System gleichzähliger conjugirter 
Pole der Gruppe ff. 

Die sämmtliohen Pole der Gruppe ff lassen sich also in 
Systeme conjugirter Pole zusammenfassen, und wir bekommen so 
üe unbestimmte Gleichung 

^ 6 ) 2 n — 2 = (i(v — 1 ) -|- — 1 ) + — 1 ) + . . . 

= — — — . M 

wenn h die Anzahl der Systeme conjugirter Pole ist, und von 
dieser Gleichung haben wir in §. 68 gesehen, dass sie nur eine 
beschränkte Anzahl von Lösungen zulässt 

Um die diesen Lösungen entsprechenden Theiler der Con- 
gruenzgruppen zu finden, können wir geradezu in den Formeln 
der Polyedergruppen, die im neunten Abschnitte aufgestellt sind, 
für die dann vorkommenden Einheitswurzeln die in §. 83 defi- 
nirten Einheitswurzeln des Körpers @a,p setzen, mit denen ja 
nach denselben Regeln gerechnet wird. Dabei können natürlich 
nur solche Einheitswurzeln Vorkommen, deren Grad ein Theiler 
von — 1 ist Es ist schliesslich bei jeder solchen Gruppe 
noch zu untersuchen, ob ihre Substitutionen in Lp oder in einer 
damit isomorphen Gruppe enthalten sind. Wir haben dann 
folgende Fälle von Lösungen der Gleichung ( 6 ), wobei y stets 
eine primitive Wurzel des Körpers 64 ,^ bedeutet (§. 71). 

Ä = 2 ,v = i/ = n 

L Oyklische Gruppen vom Grade w, l 

\ 0 , Y *" / 

Diese Gruppe ist reell, wenn n ein Theiler von Vj(p 1) 
ist, weil dann und nur dann die Exponenten von y durch i) + l 
theilbar sind. Die Gruppe ist in Tp und zugleich m Jp (§. 85) 

enthalten, wenn y , y *" conjugixt sind, wenn also 


p« — 1 

an 


- an nrtflr v “»* = i 


y an _ y- »n oder y’ 

Ißt d h. wenn n ein Theiler von VaCP +S1) sti^t 

mit §* 84 überein, wonach andere cyklische Gruppen, als solche, 

■Wsber, Algebra. LL 22 
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deren Grad gleich p oder ein Theüer von Vi (p — 1) oder 
^/a (P “1“ 1) nicht Vorkommen. 

In den übrigen Polyedergruppen ist ä = 3, und •wir haben: 


n. Diedergruppen vom Grade 2»t, 



v" = m 

ft" = 2 





A=0,1, 


.,» 1 — 1 . 


Diese Gruppe ist in Lp enthalten, wenn p = 1 (mod 2»»), 
und in wenn p = — 1 (mod 2 m), wie im Falle L 

Hier ist die in §. 71 gegebene zweite Darstellung der Dieder- 
gruppe gewählt, in der die Unterscheidung der Fälle etwas ein- 
facher wird, als bei der erstem 


IIL 


Tetraedergruppe, 


V = 2, = 3, i/' = 3, w = 12 

^ = 6, /i' = 4, /i" = 4. 


Um diese Gruppe darzustellen, bemerken wir, dass im 

Körper (Ss,^ immer eine 8*® Einheitswurzel y ® existirt. Wir 
erhalten also nach §. 72 die drei erzeugenden Substitutionen 




^0, 


\-Y 


,0 


'=(-?: J) 


t = 


1 1 \ 

17=2»'“ 

1 r*-t 1 J»»-1 

\y=2»' “ ’ -v=2»' “ / 


1) Ist p = 1 (mod 4), so ist y t reell, und y b jgt reeU 

oder rein imaginär, je nachdem p = 1 oder = 6 (mod 8) ist. 
Uebereinstimmend damit ist auch V— 2 reell oder rein imaginär 
(Bd. I, §. 146, 4., 6.), und folglich ist in diesen Fällen 0, % 

und mithin die ganze Tetraedergruppe reell. 

J)*~l p* — 1 

2) Ist aber p = 3 (mod 4), so sind y ‘ , y ~ conjugirt 

imaginär, weil = 1 ist 



§. 87. 


Divisoren der Gruppe Lp. 


839 


j >» — 1 

Ist p = 3 (mod 8), 80 iat V— -2 reell und y ® ^ = — 1, 

p*-~i j>*-i 

also y ® und — y ® conjugirt imagiTiär, und ist =7 (mod 8), 

. . . . . 

so ist V — 2 rein imaginär, y ® und y ® conjugirt imaginär, 
und folglich gehört 0, % in diesen Fällen zur Gruppe Pp. Es 

gieht also in allen Fällen in der Gruppe Lp eine Tetraeder- 
gruppe. 

Für = 5 z. B. kann man, da — 2 quadratischer Nichtrest 
von 5 ist, 8 —V — 2, und, da ±2 die beiden primitiven Wurzeln 
von 5 sind, etwa 

yö 2, y® =: V^— 2, y = 1 ^—2 


setzen, dann folgt 

(6) 8 = S_5' * = = 




und daraus ergiebt sieb die gesuchte Tetraedergruppe für p — 5 
[§. 72, (3)]: 

(J; ;). ( o', J). ( D- i-tl> 

Gi-a)’ ( t-Ü’ ( 2)’ ( m)’ 

G;_J). rl: 2 ). ( 1:-D’ Cm)- 

Diese Gruppe ist ein Theiler von I, vom Index 6. 

IV. Ootaedergrnppe, 

In derOotaedergruppe ißt eine cyblische Gruppe vomQ^e 4 
enthalten, und eine solche Gruppe kann also nur exiatiren, 

v^enn V.O - 1) V.(P + D ^ ^ ^ 

« = ± 1 (mod 8) ist. 

Unter dieser Voraussetzung führen die Formeln §. 73 zur 

Aufstellung einer Octaeder^ppe. 

Die erzeugenden Substitutionen sind: 

22 * 
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( 8 ) 


^0, y 

/ 1 _£!=i 1 -t=l\ 

’ V2^ “ 

-1 ?Lzl 1 

\V2^ ' ^ V2^ ' 


Diese Gruppe ist reell, wenn p = 1 (mod 8) ist, und ima- 
ginär, aber in XJ, enthalten, wenn p = -— 1 (mod 8) ist 

Das erste Beispiel ist p = 7. Hier ist — 1 quadratischer 
Nichtrest, und man kann also e = V— 1 = i setzen. Nehmen 

wir y = 2 + 1, y» == 2 — 3i, y® = 2 (1 + Oi = 2 — i, 

y8 = 5, yi2 = i, so ist y eine primitive Wurzel, da y, y®, . . y^ 
von einander verschieden sind und Ö reelle primitive Wurzel von 
7 ist, BO dass jede nicht verschwindende Zahl des Körpers @s ,7 
in der Form 

5/iyr _ ySfii-V 


dargesteUt werden kann, wenn 

^ = 0, 1, 2, 3, 4, 6, 

V = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 

gesetzt wird- 

Es ist dann ferner Yi = 3, und folglich sind die Sub- 
stitutionen 0, 2- 


( 9 ) 


/2(l+i), 0 \ /O, i\ / 4(l-i), 4(l-i)\ 

V 0, 2(l-iV’ Uoy’ \,_4(l + t), 4(l + iV* 


Will man zur reellen Form übergehen, so muss man nach 
§.86 verfahren. Man geht von den Substitutionen B zu den A 
über, indem man N = — l = yw j; = y* = 2 — 3» setzt und 
erhalt aus (9) für 0, ^ in der Gruppe 



2 + 2t, 0 

0 , 2 ~ 



0, 3 

3 + 2i, 0 


2i\ /4 — 4i, 1 — 4i\ 

> 4 + 4iA 


Hier ist ferner 



zu setzen, woraus sich durch Büdung von die er- 

zeugenden Substitutionen der Octaedergruppe in reeller Form 
ergeben: 



Ikosaedergrnppe. 
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Nun ist es leicht, nach §. 73 die vollständige Gruppe zu 
bilden, was nicht nöthig ist, weiter auszufiihren. 

Die Octaedergruppe für p = 7 ist ein Theiler von 
Itj vom Index 7. 

V. Ikosaedergruppe. 

In dem Falle p = 5 ist ip selbst eine Ikosaedergruppe. Für 
andere Werthe vonp kann nur dann eine Ikosaedergruppe in ip 
enthalten sein, wenn p* — 1 durch 5 theübar, also p = ±l (mod 5) 
ist. Dann erhalten wir aus §. 74 die erzeugenden Substitutionen 
einer solchen Gruppe. 

Setzen wir zur Abkürzung 

j >*— 1 

y 10 = P, 


so haben wir 
erhalten 


( 12 ) 


(>3 für fi in die Formeln des §. 74 einzusetzen, und 



Ist p = 1 (mod 5), so ist p, und damit die ganze Gruppe 
reell Ist aber p = — 1 (mod 5), so sind q und oonjugirt, 
und folglich ist die gefandene Gruppe in Fp enthalten, und um 
die Ikosaedergruppe in ip zu erhalten, müssen wir erst nach 
§. 85 transformiren. 

Für p = 11 erhalten wir unmittelbar eine reeUe Ikosaeder- 
gruppe vom Index 11. 

Wir können für p = yi» eine behebige primitive Wurzel 
von 11, z. B. 8, wählen. Dann wird p-i = 7 und 

= p-» = 4, — ^-*=1, 



also 

(13) 
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Damit ist also festgestellt, welche Arten von Theilem in der 
Gruppe Lp Vorkommen können, xind es ist auch gezeigt, dass 
alle diese Theiler wirklich vorhanden sindL Die Frage, wie man 
für jeden Typus alle überhaupt möglichen Theiler erhält, haben 
wir hier bei Seite gelassen. Wir wollen darüber nur noch 
folgende Bemerkungen machen. 

Wenn man eine gefundene Gruppe Q durch irgend eine 
Substitution der Gruppe Lp transformirt, so erhält man einen 
conjugirten Theiler. Wenn man aber durch eine imagmäre Sub- 
stitution der Gruppe Ep transformirt, so kann es verkommen, 
dass die transformirte Gruppe von Q trotzdem reell wird und 
nicht mit Q innerhalb Lp conjugirt ist (wiewohl beide conjugirte 
Theiler von Ep sind). So erhält man allgemein aus der 
Octaeder- und der Ikosaedergruppe eine zweite nicht conjugirte, 

wenn man mit tranflfbrmirt Die zweite Gruppe ergiebt 

sich nach der Formel: 

Um diese VerhältnisBe an den Beispielen = 6, 7, 11 auf- 
zuweisen, ist es zweckmässig, die oben gefundene Gruppe (11) 
für j) = 7 BO zu tranaformiren, dass die Substitution <üe von 
der dritten Ordnung ist, die Normalfonn 8 erhält. Man findet 
diese Transformation leicht, und erhält für diesen Fall: 


f 1, 1\A 2' 

V-2, ~lj \B, 1, 

)(-A 

)=( 0=^’ 

f 1, 1W2, r 

V-2, —1 A3, 2, 

)(-A 

)=U:-D=-. 

/ 1, AVS. 2n 

V-2, ~lj Vl, -2, 

)(-A 



woraus man durch Zusammensetzung 

(16) = J) 

erhält. Wir können demnach in den drei Fällen folgende er- 
zeugende Substitutionen der Tetraeder-, Octaeder- und Ikosaeder- 
gmppe [(6), (13), (15)] annehmen: 
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Durch wiederholte ZTiRammeusetzuiig, die sich auf sehr ver- 
flchiedene Arten anordnen lässt, ergehen sich hieraus leicht die 
vollständigen Gruppen: 

p = 6. 

fx, 0 \ / 0, y \ « = 1, 2, 

VO, Ä-V’ o;’ VsjrS 3ar-i; y = ± 1, ± 2. 

p = 7. 

/x,0 \ / 0, x\ / X, —xg\/' xe, X \ 

\0,x-Y \—2x-^e-^, 3s-V’ 3ar-i, — 2»-i g-y 

a? = 1, 2, 3; 0 = 1^ 2, 4. 

(js quadratischer Rest von 7.) 


p = 11. 

/x^O \ / 0, x\ /X, X0 \ (—X0^ X \ 

\0,a:-V’ \ — ar-^O/’ 2a;-v’ \ — sir‘^0-^)' 

a; = 1, 2, 3, 4, 5; = ly 3, 4, 5, 

(0 quadratischer Rest von 11.) 

Die Anwendung der Transformation (14) fuhrt hei p = 5 zu 
keiner neuen Gruppe; bei p = 7, 11 erhält man je eine andere 
Gruppe, die aus diesen hervorgeht, wenn man für jer die Reihe 
der quadratischen Nichtreste statt der Reste setzte). 


Die ELgenBohaft der Oongmezugrappen, emiaoh zu. sein, liat Bohon 
G^loifl gekjEumt. Ebenso waren ihm die Theüer vom Index p för 
p = 6, 7, 11 bekannt Eingehender nnterenoht srnd diese Gruppen von 
Serret (Oonrs d’aJgöbre snpörienre) und von C. Jordan (Traitö de« Bnb- 
BidtntionB). VergL Weber, EUiptiflohe Functionen eta, §. 84 f. Die voll- 
ständige AnfsteUnng aller Theüer rührt von Gierster her (Math. Ann., 
Bd. XVlil). Auflführliohe Behandlung der Congruenzgruppen in „ Klein - 
Frioke, Vorlesungen über die Theorie der eUiptiflchen Modulfun otionen“, 
Bd. I, Leipzig 1890. 
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Constitution der Gruppe Lj vom Grade 168. 


Unter den hier gefundenen einfachen Gruppen ißt die nächste 
nach der Ikosaedergruppe, die hier als wiederkehrt, die 
Gruppe Lf vom Grade 168, die^ wie wir gesehen haben, eine 
Octaedergruppe als Theiler enthält. Da uns diese merkwürdige 
Gruppe spater noch mehrfach begegnen wird, so wollen wir hier 
noch etwas näher auf ihren Bau eingehen. 

Im §. 73 ist die Octaedergruppe durch drei Elemente 
in der Form dargestellt: 

(1) ;, = 0, 1, 2; fl = 0,1, v = 0, 1, 2, 3, 

Zwischen diesen Elementen bestehen die Relationen: 


(2) COX = = X^^®\ ®^X = Z®®®, 

und diese Bedingungen haben wir, wenn noch die Grade 3, 2, 4 
der Elemente %, ©, ® hinzukommen, als ausreichend nachgewiesen, 
um das System (1) als Octaedergruppe zu charaktensiren. 

Aus (2) haben wir im §. 73 als Folgerungen die Formeln 
abgeleitet : 


(3) ®x = X^(o®\ ®^x = ®^X = 

@03 = G)®>, ®Sm = 03 ®*, @»0) = CD®, ®x^ = 

die wir später mehrfach benutzen werden. 

Im §. 87 haben wir die Octaedergruppe auch als Oongruenz- 
gruppe nach dem Modul 7 dargestellt und haben in den dortigen 
Formeln (11): 





gefunden. Für das Folgende ist es aber, im Interesse einer ein- 
facheren Bechnung, zweckmässig, diese Gruppe noch zu trans- 
formiren. Es hat sich nämlich früher schon gezeigt, dass in 
der Gruppe Lj Theiler vom Grade 21 enthalten sind, deren 
Index = 8 ist, und die gerade für unseren Zweck von besonderer 
Wichtigkeit smd. Unter den conjugirten Theilem des Index 8 
ist aber der einfachste und für die Rechnung bequemste der aus 
allen Substitutiönen 


(b) 


fa,l> \ 
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bestehende, und wir wollen die Transformation also so ein- 
richten, dass X in dieser Form anftrith Dies erreichen wir durch 

Transformation der Substitutionen (4) mittelst 
dadurch ergiebt sich aus (4) 




Wir stellen hiernach noch zur besseren Üebersicht die ganze 
Octaedergruppe in einer Tafel zusammen, deren sechs Zeilen die 
Elemente co®^, für A = 0, 1, 2, 3 

enthalten: 


( 7 ) 



?)■ 

3W 2, 5 

2> 1,-5 

( r?> 

=?)■ ( 

3N /-l, ] 
Oj' V-2, 1 

:)• (-1: -a)‘ 

1 

CO r-T 

co"^ 

1 

-2\ / 0, 5 

V’ \ 3, 1 

:)• ( 

-S’ (-i: 

;)• ( 1: ; 

J\ /— 3, 0\ 

jj’ V 2, 2;> 

-D- (=1’ 


D’ ra:-^> 

D- n 

2\ / 2, ] 

oj’ V 3, 5 

;)■ (-?: -O- 


Um die ganze Gruppe L'j zu erhalten, müssen wir noch ein 
Element 7*^ Grades hinzufügen, und dafür wählen wir 



Dann ist die gesainmte Gruppe Lj so dargestellt: 

p = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6; 

(9) rOx^co!^®*, A, z= 0, 1, 2; (t = 0, 1; 

V = 0, 1, 2, 3. 

Dass alle diese Elemente (9) von einander verschieden sind, 
ergiebt sich einfach daraus, dass keine Potenz von r, deren 
Exponent nicht durch 7 theühar ist, in der Octaedergruppe ent- 
halten sein kann, weil die Ootaädergruppe kein Element vom 
7**“ Grade hat 

Die in der Gruppe Lj enthaltene Gruppe (6) vom 21 Grade 
ist dHTiTi in der Form dargestellt. 
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Um die Composition der Elemente (9) zu charakterisiren, 
genügt es offenbar, wenn für jedes q die Elemente 
(10) @1^, ot«, xz^ 

in der Fonn (9) dargestellt sind, weil dadurch, zus amm en mit 
den Compositionen in der Octaedergruppe, das symbolische Pro- 
duct je zweier Elemente der Form (9) wieder in der Form (9) 
dargestellt werden kann. 


Da nun 



ist, so erhalt man zunächst sehr einfach aus (6)* 

( 12 ) 

und daraus: 

(13) X^^ = 

und man sieht leicht, dass diese sechs Relationen eine Folge 
von der einen sind: 

(14) X^ = ‘^X’ 

Die übrigen CJompoaitionen (10) erhalt man aber nur durch 
wirkliche Ausrechnung in den einzelnen Fallen, wobei die 
Tabelle (7) gute Dienste leistet Man wendet sie m der Weise 
an, dass man für jeden Werth p die Elemente 


bildet, und p' so bestimmt, dass sich diese Elemente in der Ta- 
belle finden, was immer nur auf eme Art möglich ist. 


Man findet so durch leichte, wenn auch etwas umständliche 

Rechnung 


®T z=t8£D®, 


(DT* = 

®T® = TX^®\ 

(16) 

(DT* = V^X®^^ 

©T* = rSj'CD, 

(dt* = r^x^®i 

©T^ ir®(D@*, 


(DT* = T*%®(D@, 

®T® = T*0*, 


(DT® = T«ÖJ®®, 

®T® = T^^*®*. 


Diese zwölf Relationen lassen sich aber aUe aus yieren von 
ihnen, die man auf Tna-nTiigfaltige Art auswähleü kann, als Folge- 
rungen ableiten. Man kann z. B. für diese vier fundamentalen 
Relationen die folgenden wählen: 

(16) (Dir = cor^ = T^x®^^ 

&t = r*(D®, 
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aus denen mit Benutzung der Formeln (3), (12), (13) alle anderen 
leioht folgen, z. B.: 

(DX^ = X^%^0X = T*%^T>£O0 = r*%*£D@, 

und BO die übrigen. 

Wie wir früher gesehen haben, dass wir als erzeugende 
Elemente der Octaedergruppe % und @ betrachten können, so 
können wir jetzt als Erzeugende der Gruppe die zwei Ele- 
mente cö^ X ansehen, denn es ergiebt sich aus (16): 

(17) 0* = oroirfl, % = tS@'i;8cd. 

Fassen wir zusammen, so ergiebt sich folgendes Resultat: 

L Sind vier Elemente r, 0 der Grade 7, 3, 2, 4 
gegeben, bei deren Zusammensetzung die Rela- 
tionen bestehen: 

0)% = @£ 0 = 10 ) 08 , ©i = 

®^X = (ox = 

cox^ = r*%®0, 0T = t8o0^ 

so bilden die 168 Elemente 

wenn p, ft, v volle Restsysteme nach den Mo- 
duln 7, 3, 2, 4 durchlaufen, eine einfache Gruppe 
lögrten Grades, und o und x können als er- 
zeugende Elemente dieser Gruppe angesehen 
werden. 

Unter den Theilem dieser Gruppe sind hervorzuheben die 
Octaedergruppe 

^^0)^*0’' 

vom Index 7, sodann die Elemente 

die nach den Relationen (12) und (13) eine Gruppe 21 Grades, 
also einen Theiler der Gesammtgruppe vom Index 8 bilden; 
ferner die Gruppe 8*®“ Grades ß)^@\ Die gesammte Gruppe 
lässt sich auch in anderer Reihenfolge so darsteUen: 

^^a)^0’'T^, 'r^co^©^^^. 
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Allgemeine Theorie der metaoykllsolien 
Gleichungen. 


§. 89. 

Die Kesolventen der Oompositionsreihe. 

Aus den Sätzen der allgemeinen OTuppentheoriö, die im 
ersten Buche dieses Bandes behandelt sind, ergeben sich wichtige 
algebraische Folgerungen, wenn man sie auf die Galois’sche 
Gruppe einer Gleichung anwendet 

Es wird jetzt ein beliebiger Körper ß als RationaUtäts- 
bereioh angenommen, f{x) = 0 sei eine Gleichung in diesem 
Körper ohne mehrfache Wurzeln und P ihre Galois’sohe Gruppe, 
Diese Gruppe F habe einen Normaltheiler Q» Wir bezeichnen 
mit n den Grad von P und mit j den Index (P, $), so dass 
n : j der Grad von Q ist 

Wir haben im ersten Bande (§. 163) gesehen, dass die Gruppe 
von f{pc) durch die Adjunotion einer Wurzel einer irreduoiblen 
Norm^gleichung Grades auf Q reducirt wird, und diese Hülfs- 
gleichung Grades haben wir als Partialre solvente be- 
zeichnet. 

Die Galois*sohe Gruppe dieser Partialresolvente haben wir 
so erhalten: Bedeutet i) eme zu der Gruppe Q gehörige Func- 
tion der Wurzeln von / (x\ und ist P in die Nebengruppen 
P = Q Qa Qh Qo -f • ■ • 
zerlegt, wo also a, c, . . . gewisse Pennutationen aus P sind, 
so geht ^ durch die ganze Nebengruppe in ein und dieselbe 
Function über, und die Galois’sche Gruppe der Resolvente 
besteht aus den Substitutionen 

(i>, (■<(>, ’/'»)> ■ • ' 
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Setzt man zwei dieser Substitutioiien zusammen, so ist zu 
beachten, dass 

(t, = (^a, 

ist, BO dass man 

^a) = (t, ^ab) 

hat Es setzen sich also diese Substitutionen ganz in derselben 
Weise zusammen, wie nach §. 4 dieses Bandes die Nebengruppen, 
und es ergiebt sich daraus: 

1. Die Galois’sche Gruppe der zu Q gehörigen 
Partialresolvente ist isomorph mit der zu Q 
complementären Gruppe F/Q. 

Nehmen wir jetzt irgend eme Compositionsreüie von P mit 
der zugehörigen Indexreitie (§. 8): 

(1) P, Pi, Pg, . . ., P^_i, 1 

• • *1 ,7/A — 1? 

SO wird nach dem soeben Gesagten die Gruppe der Gleichung 
/ = 0 7on P auf Pi reducirt durch Adjunction einer Wurzel 
einer Normalgleiohung vom Grade j,. Dann wird sie auf Pa 
reducirt durch eine Wurzel einer Normalgleichung vom Grade 
Ja u. 8, f., und endlich wird die Gleichung vollständig gelost durch 
eine Wurzel einer Normalgleichung vom Grade 

Auf dies Auflösungsverfahren fällt nun von dem Satze über 
die Dnveränderlichkeit der Indeireüie (§. 8, L) ein neues Licht, 

2. die Gleichung / =0 zu lösen, hat man nach 
einander je eine Wurzel einer Normalgleichung 
der Grade ji, Ja, . • ., j;* zu adjungiren. Die Grade 
dieser Resolventen können zwar in der Reihen- 
folge, nicht aber in der Gesammtheit abgeändert 
werden. 

Die Zahlen ji, ja, . . hängen also weit tiefer mit der 
Natur einer Gleichung oder allgememer mit den durch die Glei- 
chung definirten Körpern zusammen, als etwa der Grad der 
Gleichung; denn während der Grad durch Transformation auf 
mannigfache Weise verändert werden kann, wenn Tna-n Functionen 
der Wurzeln als neue Unbekannte einführt, bleiben die Zahlen 
• • •) jV immer erhalten und siud als wahre Invarianten 
des durch die Gleichung definirten Normalkorpers zu betrachten. 
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Zu diesen Invarianten gehört auch der Grad n der Gruppe P 
selbst, der durch die j so bestimmt ist: 

( 2 ) n == jiji . . . 

Denn nach der Bedeutung der Indices ist n : ji der Grad 
von Pi, n ijiji der Grad von P, u s. f., und da der letzte der 
Grade gleich 1 ist, so ergiebt sich die Formel (2). 

Im Allgemeinen ist in einer Gompositionsreihe von P jedes 
Glied Normaltheiler nur des nächst vorangehenden. Es können 
aber auch einzelne Glieder verkommen, die auch noch von weiter 
vorangehenden Gliedern Normaltheiler sind. Besonders wichtig 
sind solche Glieder, die Nonnaltheiler von P selbst und also 
auch von allen ihnen vorangehenden Gliedern der Compositions- 
reihe sind. Wir wollen sehen, welche algebraische Consequenzen 
aus diesem Umstande zu ziehen sind. 

Es sei Pv ein Glied der Reihe (1), welches zugleich Nonnal- 
theiler von P ist. Der Index von P» in. Bezug auf P ist 
jiji ■ • "OJid dies Product ist der Grad der Partialresolvente, 
durch die die Gruppe P auf Py reducirt wird, die wir mit 

= 0 bezeichnen wollen. Die Gruppe dieser Resolvente, die 
eine Normalgleichung ist, erhalten wir nach dem Satze 1. in der 
Form P/Py. 

Wir können nun leicht eine Gompositionsreihe für diese 
Gruppe nebst der zugehörigen Indexreihe finden, nämlich: 

(3) P/Py, Pi/Py, P,/Py, . . P.-l/Pv, 1 

Jij i"*' 

Denn nach dem Satze 1-, §. 8 ist Pi/Pr ein Nonnaltheiler 
von P/Py vom Index nnd es ist em grösster Normaltheiler, 
weil nach 2., §. 8 über Pi/Pt kein Nonnaltheiler von P/Py stehen 
kann, wenn über Pi kein Normaltheiler von P steht Und 
ebenso kann man in Bezug auf die folgenden Glieder von (3) 
schliessen. 

Daraus ziehen wir noch eine wichtige Folgerung. Wir haben 
schon im §. 9 gezeigt, dass sich, wenn Q irgend ein Normal- 
theüer von P ist, eine Compositionareihe von P finden lässt, in 
der Q vorkommt Ist nun P ein anderer Nonnaltheüer von P 
und zugleich ein Theiler von Q, so kann man die Gompoaitiona- 
reihe von P so einrichten, dass Q und R dann Vorkommen. 

Wir denken ithr eine solche Gompositionsreihe bes timm t 

(4) P, Q', Q!\ . . Ö, . . P. 
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Nach (3) können wir die CompoBitionsreihen der beiden 
Gruppen FjQ und P/J2 daraus herleiten, die wir so andeuten 
wollen : 

(6) FIQ. Q^IQ. 1 

(6) P/P, Q'/B, g^/B , . , Q/B , . . . 

Nun ist der Index (P/Ö, g/Q) gleich (P, ö^), also auch 
gleich (P/P, Ö7P) (§■ 8, 1.), ™d Gleiches gilt von den folgen- 
den Gliedern. Wir sprechen also den Satz aus: 

3. Sind Q und P Normaltheiler von P, und ist P 
ein Theiler von so ist die Indexreihe von P/Q 
ein Theil der Indexreihe von P/P. 

Sind die Indices in Js, . . jv lauter Primzahlen, so ist die 
Lösung der Besolvente x{y) = 0 auf die Lösung einer Kette 
von cyklißohen Gleichungen der Grade ia, • • it reducirbar; 
diese Resolvente ist also metacyklisoh in dem Sinne, wie wir 
diesen Begriff im §. 184 des ersten Bandes festgestellt haben, 
wonach die metacyklischen Gleichungen mit den sonst algebraisch 
lösbar genannten identisch sind 

Eine irreducible Gleichung f(x) = 0 ist metacyklisoh, wenn 
die Indexreihe ihrer Gruppe aus lauter Primzahlen besteht. Wir 
haben an der erwähnten Stelle die Bedingungen für metacyklische 
Gleichungen von Primzahlgrad untersucht, und müssen jetzt diese 
Betrachtungen für den aUgemeiuen Fall durchfuhren, dass der 
Grad der Gleichung beliebig zusammengesetzt ist. 

§. 90. 

Metacyklische Gleichungen. 

Wenn f(x) = 0 eine irreducible Gleichung m*® Grades und 
P ihre Galois’sohe Gruppe ist, so ist P als Permutationsgruppe 
der m Wurzeln von f(x) transitiv. Eine Compoaitions- und Index- 
reihe für P sei 

(1) P, Pu Pu . • P,-x, 1 

iij h-i • ‘ >1 jfi- 

Es wird, da die letzte Gruppe 1 intransitiv ist, in der Oom- 
positionsreihe einmal eine intransitive Gruppe auftreten, und es 
sei also Pi die erste intransitive Gruppe der Reihe (1). Dann 
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sind anch alle folgenden Gruppen Px+i^ ■Pi+ 2 j . . ja alle 
Theiler von Px sind, intransitiv. 

Es ist nun an die Satze 1., 2., 3. im §. 165 des ersten Bandes 
zu erinnern. Da Px ein Normaltheiler von Px—i ist, so folgt 
aus jenen Sätzen, dass Px-i imprimitiv ist, und wenn durch 
die nöthigen Adjunctionen die Gruppe von f(x) = 0 auf Px-i 
reducirt ist, so wird durch weitere Adjunction einer Wurzel einer 
Normal gleichung vom Grade jx die Function f(x) in mehrere 
irreducible Factoren 

( 2 ) f(x) = fl (x) fi (x)... /, (x) 

zerfallen, die alle von gleichem Grade sind. 

Bezeichnen wir mit m den Grad von/(fl;), mit r den Grad 
von (a;), so ist 

(3) m = rs. 

Nach dem angeführten Satze 1. im §. 165, Bd. I haben die 
Gleichungen /^ = 0, /j = 0, . . = 0 alle dieselbe Gruppe, 

die wir mit Q bezeichnen wollen. Sind a, «i, Og, , . die 

Wurzeln von fj = 0, so erhalten wir die Gruppe (J, wenn wir 
die Permutationen der oc sammeln, die durch Px hervorgerufen 
werden. Es handelt sich zunächst um das Verhältniss der Grade 
Px und g der beiden Gruppen Px und Q. 

Es kann mehrere verschiedene Pennutationen in Px geben, 
die dasselbe Element in Q erzeugen, die also dieselbe Permu- 
tation der a enthalten. Sind jCi, zwei verschiedene Permu- 
tationen aus Pi, die unter den a dieselbe Permutation hervor- 
rufen, so wird = äq eine Permutation sein, die die « in 

Ruhe lässt, und es ist also Wenn umgekehrt tCq 

irgend eine Permutation aus Px ist, die die Wurzeln a nicht 
permutirt, so wird die Pennutation äj = äoTTi dieselbe Aende- 
rung unter den a bedingen, wie Jti. 

Es folgt hieraus, dass jede Permutation der a gleich oft 
durch die Permutationen von Px erzeugt wird, nämlich ebenso 
oft, als die a durch Permutationen aus Px ungeändert bleiben. 
Bezeichnen wir diese Zahl mit poi 

( 4 ) Px = Poü, 

oder der Grad der Gruppe ist ein Vielfaches des 
Grades g vön Q, 
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Wir haben nun im §. 169 des ersten Bandes den Satz 
bewiesen, dass der Grad einer transitiven Permutationsgmppe 
immer durcb die Anzahl der permntirten Ziffern theübar ist. 
Hier ist aber fi (x) irreducibel und demnach die Gruppe Q 
transitiv. Es ist also g durch den Grad von /i(a;), d. h. durch 
r theübar, und folglich ißt nach (4) auch durch r theübar. 

Ebenso ist (nach Bd. I, § 165) die Gruppe der Gleichung, 
durch die die Zerfallung (2) bewirkt wird, also die Gruppe 
als transitive Permutationsgrappe von s Elementen 
darstellbar, und folglich ist durch s theübar. 

Den Grad Pi_^ von erhalten wir nach der Bedeutung 
von in der Eorm: 

(5) Pi-i = JiPx- 

Nun ist pj^ ein Vielfaches von r, ein Vielfaches von s, 
und rs = m gleich dem Grade von f(x). Demnach ist 

(6) = ÄOT 

ein Vielfaches von m. 

Aua der Bedeutung der j ergieht sich aber [§. 89, (2)] 
Pj^_^ = ^ 2 ^ 2+1 ■ - • folglich haben wir die Relation 

( 7 ) = 

woraus sich eine sehr merkwürdige Folgerung ziehen lässt 

Angenom^men, es werde die irreducible Function f(x) durch 
successive Adjunction von Wurzeln cyklischer Gleichungen redu- 
cibel, dann lasst sich nach §. 184, HL, Bd. I die Compositions- 
reihe (1) so geordnet annehmen, dass die Indices yi, • • •tjx 
Primzahlen sind. Es ist also, da s ein Theüer von ist, = s, 
und jj^ ist nach (3) eine in m aufgehende PrimzahL 

Wenn nun in m ausser noch eine zweite Primzahl p auf- 
geht, so muss nach (7) einer der Factoren 
durch p theübar sein, und sie können also gewiss nicht alle 
gleich beio. 

Daraus aber folgt nach dem Satze III., §. 9, dass mfl.-n eine 
CompositionBreihe von Px: 

(ß) Pi, Pj+i, . . p^_i, 1 

80 finden kann, dass nnter den Gruppen Px, P 2 + 1 , . . P,n_i 

eine, etwa P„ ein Normaltheiler von P ist 

Dieses P. ist aber als Theüer der intransitiTen Gruppe Pi 
selbst intransitiT, und daher muss P selbst imprimitiv sein 
(Bd. I, §. 166, 2.). 



§. 90 Metaoyklisolie Gleiohung^en. 357 

Wir sprechen dies in folgender Form als Satz aus: 

1. Wenn im Grade einer irreduciblen Gleichung 
mehrere verschiedene Primzahlen anfgehen, so 
kann diese Gleichung nur dann durch auccessive 
Adjunction von Wurzeln cyklischer Gleichungen 
reducibel werden, wenn sie imprimitiv ist. 

Wir können über die Art und Weise der Eeduction, ihre 
Möglichkeit vorausgesetzt, noch einiges Nähere anfiihren. Ist 
Py die erste Gruppe der Reihe (8), die Nonnaltheiler von P ist, 
so ist nach dem eben angeführten Satze EDL, §. 9 bei richtiger 
Anordnung der OompositionBreihe : 

‘ * * 

also aUe gleich derselben Primzahl, und die Resolvente 0, 
durch die die Gruppe P auf Py reduort wird, hat folglich eine 
metacyklLsche Gruppe. 

Bezeichnen wir mit -A, P, . S die Systeme der Intransitivität 
der Gruppe Py^ deren Anzahl s sei, und setzen 
(10) fn = rs, 

so wird durch Adjunction einer Wurzel von = 0 die Function 
f(x)m3 Factoren Grades zerfallen. 

Die A., P, . . ., S sind Systeme der Imprimitivität von P 
(Bd. I, §. 165, 2.). 

Bezeichnen 'wir mit Q die Gesammtheit aller Permutationen 
von P, die die einzelnen Systeme A, P, . . S an ihrer Stelle 
lassen und nur die Elemente der Systeme unter sich vertauschen, 
so ist wie wir im §. 165 des ersten Bandes gesehen haben, 
ein Nonnaltheiler von P, und durch Adjunction der Wurzeln 
einer Hülfagleichung Grades g?(j/) = 0 zerfallt f(x) in. 8 Fac- 
toren Grades, denen die einzelnen Systeme A., P, . . ., S als 
Wurzeln angeboren: 

/(a:) = f(ß>^yr) '■ • ■ 

Da dtirch die Hülfigleichuiig g)(y) = 0 die Gruppe P auf Q 
reducirt wird, so ist die Gruppe von ^(y) = 0 isomorph mit 
P/Q, Andererseits ist aber auch die intransitive Gruppe Py ein 
Theiler von da die Systeme A, P, . . ., S durch Py nicht ver- 
schoben werden, und wir können also den Satz §. 89, 3, auf die 
drei Gruppen P, Q, Py anwenden. Da die Indexreihe von P/P, 
nach Voraussetzung aus lauter Primzahlen besteht, so gilt nach 
jenem, Satze dasselbe von P/Q- Diese Gruppe ist metacyklisch, 
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und also ist auch die Hülfigleichnng g)(y) = 0 metacyklisch. Es 
folgt also der Satz: 

2. Wenn eine irreducible Gleichung, in deren 
Grad mehr als eine Primzahl aufgeht, durch suc- 
ceasive Adjunction von Kadicalen in Factoren 
zerfällt, so wird eine Zerfällung in s Factoren 
Grades herbeigeführt durch Adjunction 
der Wurzeln einer metacykliachen Gleichung 
gt«a Grades. 

Dieser Satz enthält als speciellen Fall den von Abel her- 
rührenden Satz, dass eine irreducible Gleichung, deren Grad m 
nicht die Potenz einer Primzahl ist, nur dann durch Radicale 
lösbar sein kann, wenn sie durch Adjunction der Wurzeln einer 
lösbaren Gleichung niedrigeren Grades, deren Grad ein Theiler 
von m ist, in Factoren zerfällt i). Damit ist die Frage nach der 
Auflösung einer Gleichung durch Radicale oder auch nur der 
Rednotion einer Gleichung durch Radicale ausserordentlich ver- 
einfacht. Man kann in der That die fernere Untersuchung auf 
Gleichungen beschränken, deren Grad eine Primzahl oder eine 
Primzahlpotenz ist, weil darauf alle anderen Fälle durch wieder- 
holte Anwendung des Satzes 2. zurüokgeführt sind. 

So gestattet z B. die Frage nach allen durch Radicale lösbaren 
irreduciblen Gleichungen 6^ Grades eine geradezu triviale Antwort: 

Um alle metacykliachen Gleichungen 6*®“ Grades in 
irgend einem Körper Q, zu erhalten, adjungire man 
dem Körper eine Quadratwurzel und bilde in dem 
erweiterten Körper alle cubisohen Gleichungen, oder 
man adjungire die Wurzel einer oubischen Gleichung 
und bilde in dem erweiterten Körper alle quadratischen 
Gleichungen. 

Als Beispiel einer solchen Gleichung führen wir die von 
Hesse behandelte an, von der die Kreisschnitte einer nicht auf 
die Hanptaxen bezogenen Flache 2*®" Grades abhangen. Dies 
Problem wird durch Quadratwurzeln gelöst, wenn vorher durch die 
Lösung emer cubischen Gleichung die Hanptaxen bestimmt sind^). 

Abel giebt den Satz ohne Beweis in der Abliandlimg „Snr la rös. 
alg6br. des ögnationa“. Oeuvrefl oomplöteB 1881, Bd. U, S. 217. YgL anoh 
die Abhandlung von Galoifl in Liouville’e Jourijial, Bd. 11. 

“) Hesee, „TJeber die Auflösung deijenigen Gleichungen Grades etc.“ 

Grellere Journal, Bd.41 (1851)' (Gesaminelte Werke, München 1897, S. 247.) 


Metaoykliaohe G-leiohnngen. 


359 


§. 91 . 


§. 91 . 


Metacyklisclie Gleichungen, deren Grad eine Primzahl- 
potenz ist, 

\ 

Nach den letzten Sätzen concentrirt sich das Interesse 
weiterer Untersuchungen über metacyklische Gleichungen haupt- 
sächlich auf den Fall, dass der Grad der Gleichung eine Potenz 
einer Primzahl p ist Wir setzen die Gleichung als irreducibel 
voraus und beschränten uns auf die Betrachtung primitiver 
Gleichungen; denn die Auflösung der imprimitiven reducirt 
sich auf die successive Lösung zweier (oder mehrerer) primitiver 
Gleichungen, deren Grade gleiohfalls Potenzen von p sind, und 
die, wenn die ursprüngliche Gleichung metacyklisch ist, auch 
metacykliflch sein müssen. 

Wir nehmen also jetzt an, es sei P die Gruppe einer irre- 
duciblen primitiven metacykhschen Gleichung /(o;) = 0 vom 
Grade Nach Bi I, §. 165, 2. muss nicht nur P selbst, 
sondern alle seine Normaltheiler (mit Ausnahme der Einheits- 
gruppe) noch transitiv sein. Nun wenden wir den in §. 10 all- 
gemein bewiesenen Satz IV. an, nach dem P einen Normaltheiler 
Q mit lauter vertauschbaren Elementen besitzt, und wenn mehrere 
solche Theder vorhanden sind, so verstehen wir unter Q einen 
von ihnen, dessen Grad möglichst niedrig, aber noch grösser als 
1 ist Diese Gruppe Q ist also gleichfalls noch transitiv, Q kann 
aber keinen von der Einheit verschiedenen echten Theüer mehr 
haben, der zugleich Normaltheüer von P ist, weil sonst dieser 
an die Stelle von Q treten wurde. 

Wenn durch die gehörigen Adjunctionen die Gruppe unserer 
Gleichung von P auf Q reducirt ist, so ist f(x) = 0 in dem 
erweiterten Rationahtätsbereiche zu einer Abel’schen Gleichung 
geworden, und da sie noch irreducibel geblieben ist, so ist nach 
BdL I, §. 169 der Grad der Gleichung gleich dem Grade der 
Gruppe, d. h. Ö ist eine AbePsohe Gruppe vom Grade Die 
Grade aller Elemente von Q sind also Potenzen von p. Wir 
wollen nachweisen, dass ausser dem Einheitselemente in ^ nur 
Elemente vom Grade p selbst Vorkommen. 

Nehmen wir an, es sei p^ der höchste Grad, der unter den 
Elementen von Q vorkommt, und es sei ^ > 1. Dann bilden 
alle Elemente von deren Grad ein Theüer von p^~~^ ist, einen 
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Theiler Q von der sowohl von Q selbst als von der Emheits- 
gmppe verschieden ist. Dieser Theüer ^ muss aber ein Normal- 
theiler von P sein, weü, wenn ä in y in P enthalten ist, 
was vom selben Grade wie ä ist, gleichfalls in Q ent- 
halten sein miLsa, und also zu Q' gehört, wenn tc za Q' gehört. 
Da nun aber, wie oben bemerkt, Q keinen echten Theüer haben 
kann, der grosser als die Einheitsgruppe und zugleich Nonnal- 
theiler von P ist, so muss A = 1 sein. 

§. 92. 

Darstellung der Aberschen Gruppe Q, 

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen haben gezeigt, 
dass in einer metaoyklischen Gruppe P, die als Galois’sche 
Gruppe emer irreduciblen primitiven Gleichung f(x)==0 des 
Grades n = auftreten kann, eine AbeTsche Gruppe Q als 
Normaltheüer enthalten sein muss, deren Grad ist, und die 
ausser dem Einheitselemente nur Elemente vom Grade p enthalt. 

Nach §.11 lässt sich diese Gruppe Q durch eine Basis dar- 
stellen, die aus Tc Elementen jAj, A,, . . ., -4»; vom Grade p be- 
steht, so dass jedes Element von Q die Form erhalt: 

(1) A? . . . 

und hierin durchlaufen jefj, . . ., jsj, von einander unabhängig 
je ein volles Reatsystem nach dem Modul Wir gehen nun, 
um die entspredhende Permutationsgmppe zu finden, von einer 
beliebigen Wurzel x von f(x) aus, bezeichnen die Wurzel, in 
die X durch die Permutation (1) übergeht, mi t 

[iri, «j, . . 

und setzen fest, dass dies Zeichen seine Bedeutung nicht ändern 
soll, wenn die Zahlen £fi, 0 ^^ • • -j behebig um Vielfache von p 
verändert werden. Der Wurzel a;, von der wir ausgingen, kommt 
dann das Zeichen [0, 0, . . ., 0] zu, und durch das Zeichen (2) 
ist jede Wurzel von f(x) ein und nur einmal dargestellt. 

Wenn x durch eine Permutation Ä* ia 3 / und a/ durch 
in a/' übergeht, so geht x durch die Permutation J." in a/' 
über. Daraus folgt aber, dass 0 ^^ . . ., durch die Per- 
mutation 

( 3 ) 
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+ 0^85 • • o + “jJ übergeht Demnach können 
wir die Pennutation A auch so bezeichnen: 

/^n ^ai ■ • •» \ 

^ Vi + «1, jer, -f- Äk + aj’ 

und man erhält die ganze Gruppe wenn man «i, «a, . . «ä 
je ein volles Restsystem nach dem Modul p durchlaufen lässt 
Die Gruppe deren Bildungs weise jetzt festgestellt ist, 
muss ein Nonnaltheüer von P sein, und daraus lässt sich eme 
allgemeine Form herleiten, in der alle Permutationen von P 
enthalten sein müssen. 

Dazu bedürfen wir eines Hulfssatzes über die analytische 
Darstellung der Permutationen, den wir zunächst ableiten. 


§. 93. 

Analytische Darstellung der Permutationen. 

Hülfasatz. Wenn bei irgend einer Permuta- 
tion der Grössen (2), §. 92, 0 i in jefi, fij in Äfk 

in 4 übergeht, so kann man immer 

jBi = <Pi (%, 0i, . . «i) 

(1) = 9>i («1. ■ •> 

0i,= <Pl, (« 1 , 0h) 

setzen, worin q>i, <pi, . . ganze rationale 

Functionen der Variablen ifg? • • •» ganz- 

zahligen Coefficienten bedeuten, die in Bezug auf 
keine der Variablen den Grad p — 1 übersteigen. 

Der Satz ist eine Verallgememerung des entsprechenden 
Satzes im §. 188 des ersten Bandes. Dort ist der Satz für Ä = 1 
bewiesen. Dem allgemeinen Beweise, der auf der vollständigen 
Induction beruht, schicken wir folgende Erwägungen voraus. 

Da wir in (1) für die Argumente 0 i alle Oombinationen von 
h Zahlen nach dem Modul p zu setzen haben, so ergeben sich 
aus (1) p* solcher Gleichungssysteme. Jede der Functionen (p 
hat p^ unbestimmte Coefficienten, und wenn also die gegeben 
sind, so erhalten wir Tcp^ lineare Oongmenzen für ebenso viele 
unbekannte Zahlen, nämhch die Coefficienten der Es ist nur 
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noch nachzu weisen, dass diese CongrueiLzen von einander unab- 
hängig sind Hierbei können wir jede der Functionen cp für sich 
betrachten. Setzen wir also 

(2) e’ =<p {01, 0a, . . 0 i) (mod jj), 

SO haben wir, wenn wir für jede Combination der 0i den zu- 
gehörigen Werth von 0^ kennen, lineare Congruenzen zur 
Bestiminung der Coefficienten von q). Es ist zu beweisen, dass 
diese Congruenzen immer lösbar sind, wobei wir voraussetzen 
können, dass diese Möglichkeit für Functionen von weniger 
Variablen schon erwiesen sei. 

Wenn wir nun cp nach Potenzen der Variablen 0^ ordnen, 
so erhalten wir 

(3) H 1 - (mod p), 

worin die Coef&cienten ebensolche Functionen 

sind wie 9, nur dass sie von einer Variablen weniger abhangen. 

Halten wir irgend eine der Combinationen der jefj, . . jef* 
fest, und setzen = 0, 1, . . ^ — 1, so erhalten wir aus (3) 

ein System von p hnearen Congruenzen, dessen Determinante 
nicht durch p theilbar ist, und wir können daraus, wie im §. 188 
des ersten Bandes, die Werthe von fiir diese 

Combination der bestiinmen, und daher smd für jede 

Combination der Variablen die Werthe der Functionen Xi (i^ach 
dem Modul p) bekannt Der Voraussetzung nach können wir 
aber die Coef&cienten der Functionen die ja nur von & — 1 
Variablen abhängen, daraus bestimmen, und damit ist der Hülfs- 
satz bewiesen. 

Hiernach können wir jede Permutation der Wurzeln [^i, ..^ 0 -h\ 
so darstellen: 

( 4 ) • • *\ 

V^I («n • • Ol 9 % (^) • • 0> • • 

oder in noch abgekürzterer Schreibweise; 



In dem Symbol (4) können wir, ohne seine Bedeutung zu 
ändern, äTj, , . , durch irgend eine andere Combination ^erl, . 
ersetzen, und wenn also nach dem Hulfssatze 

^ = q>i {0^^ xfa, . . .) 
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ist, BO können wir (4) oder (6) auok so daxstellen: 

('6') ^ •••))•• A _ Z’/' («) \ . 

^ ^ V^i (^n ‘^3, • . 0. 9a (^1, fa, Vqp (g)]J ' 

Dies fuhrt zur ZuBammenBetzuiig der Permutationen: 

Uw) C w) ^ C[^W])’ 

§. 94. 

Darstellung der metacyklischen Gruppe P. 

Nun soll die Gruppe Q ein Normaltheiler der Gruppe P 
sein, d. L wenn A eine Permutation aus Q, B eine Permutation 
aus P ist, so soll sich eine zweite Permutation A aus Q so 
bestimmen lassen, dass 

(1) AB = BA 

ist. Setzen wir in der abgekürzten Bezeichnung des vorigen 
Paragraphen 

^ = G+«> ^ 

80 wird 

oder 

9)(^f-l-o6) = g? W + «'- 

Diese Congruenz aber ist nur ein abgekürztes Symbol für 
das System der Congruenzen nach dem Modul p: 

(pi (^4. — f” isfj — |- 0%, - . *) = (^n • ' 0 "f“ ^ 

(2) q>i (gl -j- «n + “ii • • •) — W) • * ■) + 

Hierin kann das System der Zailen C6i, Ut, • • • nach^ dem 
Modul p beüebig gegeben sein, o4, «i, . . . ßmd dad^cb bestü^t. . 

Setzen wir in der ersten der Formeln (2) je eine der Zahlen 
« 1 , . gleich 1 , die übrigen gleich 0 , so mag sich ergeben: 

9i W + 1, «»...) = 9>i W) • • •) + «^1 

(3) gji W, • • •) = 91 W) • • •) + *1.« 

Wenn man die erste dieser Formeln ocimal, die zweite a,mal 
nach einander anwendet n. s. £, so folgt: 
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9>i K + «n ■ • ■) = 9^1 •.•) + “! 

<Pi (j»ii + «si • • 0 = ^’i (^u ^ai • • ) + “s “itä 



und wenn man in der ersten j in + «3 verwandelt, und die 
zweite anwendet und so fortföhrt, so ergiebt sicli scliliesslich : 

(4) 9i (^1 0^ 9 “h • 0 — 

(£^19 ^a9 • ■ •) + «1 OJi,! 4" “9 «1,2 + ■ ■ • 

Hierin setzen wir nun jsfj, • • • = 0 and schreiben dann 
an Stelle von « 1 ,( 363 ,.., wieder jeti, ... Ferner bezeichnen 
wir (pi (0, 0, . . .) durch 0 ^ und erhalten so aus (4): 

( 5 ) (^fi, j?a, . . .) = 061 4 “ ^1 «1,2 + * • *9 

d h. g?! muss eine lineare Function sein. 

Genau auf dieselbe Weise verfahren wir mit sämmtlichen 
Congruenzen (2) und gelangen so zu folgendem Endresultate: 

L Alle Permutationen der Galois’schen Gruppe P 
einer primitiven irreduciblen metaoyklischen 
Gleichung vom Grade 

/^19 Äfg, . . ., ^Tc\ 

. . .9 

sind von der Form 

J£l = ai,l3E^l + 06i.9^2H + 

(6) = 052,1^^1 4- +05a,fc^ji + a3 (jnoA p). 

Das System der Congruenzen ( 6 ) stellt immer dann und nur 
dann eine Permutation dar, wenn die Determinante 

('<') 2 ± «1,1 aa,a . . . «k,» 

* nicht durch p theilbar ist, weil dann und nur dann auch um- 
gekehrt zu jedem Systeme der ef ein bestimmtes System der 0 
(nach dem Modul p) gehört 

Der InbegrifF aller Permutationen ( 6 ) ist in der That eine 
Gruppe, die die allgemeine lineare Oongruenzgruppe 
heisst, und in ihr müssen die metaoyklischen Gruppen P ent- 
halten sein. Es sind aber nicht alle linearen Oongruenzgruppen 
auch umgekehrt metacyklisch, und diese daraus auszusondem, 



§. 94. Lineare Congrnenzgrnppe. 365 

iflt noch ein weiteres Problem, daa bis jetzt nur in besonderen 
Fällen gelöst isti). 

Um aber das Problem wenigstens genauer zu formuliren 
fügen wir noch folgende Betrachtungen beL 

Wir bezeichnen die vollständige Imeare Congruenzgruppe 
(6) mit iJ, und sondern daraus die darin enthaltene Gruppe der 
linearen homogenen Substitutionen 

= 0 ^ 1 , 1 4“ 4“ ■ ■ ■ “h 

(8) H h 

= 0^,1 ^1 “4 c^k,a^s ■ 4" 

mit nicht verschwindender Determinante ab, die lineare 
homogene Congruenzgruppe genannt , die wir mit S be- 
zeichnen wollen. Ferner ist in (6) die ifcfach cyklische Gruppe Q 
enthalten, die aus den Substitutionen 

(9) gf'i = ^ = ^s4"®^» •••’ 

besteht. 

Bedeutet nun <5 em Element aus S und y ein Element 
aus Q, BO ergiebt sich aus der CompositionBregel §. 93, (7) ohne 
Schwierigkeit, dass sich jede Substitution ä aus der Gruppe B 
auf eine und nur auf eine Weise in jeder der beiden Formen 

( 10 ) 7t = yö = 

darstellen lässt, worin, wenn ö, y durch (8), (9) bestimmt sind, 
y' die Substitution 

(11) ^ ai, ffg = ffg 4" • • *1 “4 

bedeutet, wenn die ocj aus den durch die Substitution <S ab- 
geleitet sind. 

Als Permutationsgruppe unter den Grössen [jeri, 

[§. 92, (2)] betrachtet, ist die Gruppe 8 intransitiv; denn sie 
lässt das eine Element [0, 0, . . 0] ungeändert Dagegen sind 

die übrigen jp* — 1 Elemente [/?!, 0ii\ durch 8 transitiv 

verbunden. Um dies nstchzuweisen, genügt es, zu zeigen, dass 
eines dieser Elemente, etwa [1, 0, . . 0], durch Substitutionen 

aus 8 in jedes andere, [«»i, ocj, ..., 06 ^], in dem nicht alle a durch 
p thedbar sind, ubergefbhrt werden kann. Dies aber ergiebt 
sich aus (8), wenn man die Coefficienten der ersten Verticalreihe, 
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01 , 1 , « 2 , 1 , . . «k,i, gleich der gegebenen «i, setzt, und 

dann die übrigen Coefficienten ov,# irgendwie so annimmt, dass 
die Determinante (7) nicht durch p theilbar wird. Um dies zu 
erreichen, kann man z. B., wenn «i nicht durch p theilbar ist, 
die Elemente der Diagonalreihe durch p untheilbar, und alle 
Elemente über der Diagonalreihe gleich Null annehmen. 

Hieraus ergiebt sich, dass man, wenn y, y' irgend zwei von 
der Einheit verschiedene Elemente der Gruppe Q sind, ein Element 
tf aus S immer so bestimmen kann, dass 

( 12 ) / = 

wird, oder der Satz (§. 32) 

n Alle von der Einheit verschiedenen Elemente 
der Gruppe Q sind innerhalb B mit einander 
conjugirt, 

^ ist ein Normaltheiler von JJ; denn ist ein beliebiges 
Element aus so ist bei mehrmaliger Anwendung von (10): 

6yyi = '/'/id = y^y'idy^^y = 

also, wenn 

6y = it, yVi/-! = y" 

gesetzt wird, 
und folghcl, 

(13) Tr-^Q7ü=Q. 

Wenn nun tc irgend emen Theiler Bi von B durchläuft, der 
seinerseits die Gruppe Q enthält, so ist § Normaltheüer von B^ 
und die in (10) vorkommende Snhstitution 6 muss einen Theüer 
8i von 8 durchlaufen. Man kann setzen: 

B, = 8^Q=Q8^, 

und da die in der Form 6y oder y6 enthaltenen Substitutionen 
alle von einander verschieden smd^ so ist der Grad von üj gleioh 
dem Products der Grade von Si und Ist 229 öin Nomaal- 
theiler von 22i, der gleichfalls noch Q enthält, so ist ebenso 

22^ = 5a 

und 5a ist ein Normaltheiler von Si- 

Denn nach Voraussetzung ist für jedes Element aus 22i 

= 5a 


also nach (13): 
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31^1 ö = Sg Q, 

und folglich ißt ein Theil von Sg Q. 

Setzt man hierin fiir irgend ein Element aus S], so 
folgt, dass auch ein Theil von SgQ ist, und weil Q 

ausser dem Einheitaelement kein Element mit S gemein hat, 
so ist 

d. lu 8g ist Normaltheiler von Si. 

Umgekehrt ist, wenn Sg ein Normaltheiler von Si ist, Sg Q 
Normaltheiler von SiQ. Denn wenn Sgöi = 6^Sg ist, so folgt 

5*2 Q = 8i Q ^11 

und daraus: 

y<5iSgQ =:z y SgQ6^ = Sgy' Q(Si = Sg ^(Ji 

= SgQy-^yöi = SgQyö, 

(weil y Q = Qy~‘'^ = Q ist), also, wenn yöj = ist: 

^iSgQ = Sg QtCi, 

w. z. b. w. Hieraus aber ergiebt sich Folgendes: 

in, lat P die Galois’sche Gruppe einer primitiven 
irreduciblen metacyklischen Gleichung vom 
Grade p*, so ist P in der Form darstellbar: 

JP = TQ, 

worin T eine in der Congruenzgruppe 8 ent- 
haltene metaoyklisohe Gruppe ist 

Denn eine solche Gruppe muss zunächst nach §. 91 die 
ganze Gruppe Q enthalten. 

Eichten wir ihre Compositionsreihe so ein, dass Q darin 
vorkommt (§. 9, IL), so muss der dem Q vorangehende Theü der 
Compositionsreihe von der Form 

(14) ^ Qi 8i SgQ-, . * * 

sein, und hieraus ergiebt sich nach dem eben Bewiesenen, dass 

(16) P, 1 

eine Compositionsreihe von T ist, deren Indexreihe dieselbe ist 
wie die der Reihe (14), die nach Voraussetzung aus lauter Prim- 
aahlen besteht. 
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Die Anfgabe der Anffindung aller dieser metacyklischen 
Gleichungen ist also darauf zurückgefahrt, alle metacyklischen 
Theiler der homogenen Congruenzgmppe 8 zu finden. 

Nehmen wir als Beispiel den Fall = 3, ä = 2, fragen 
also nach den metacykhschen Gleichungen 9*®^ Grades, so handelt 
es sich nach diesem Satze um die Gruppe 8 der nach dem 
Modul 3 genommenen linearen Substitutionen 



mit denen wir uns, unter etwas anderem Gesichtspunkte, im 
§. 82 (S. 319) beschäftigt haben. 

Wir haben dort zunächst einen Theüer E von 8 betrachtet, 
der aus allen Substitutionen 6 mit der Bedingung ad — bc = l 
(mod 3) besteht, und haben ausserdem zwei Substitutionen 

zu einem einzigen Elemente zusammengefasst. Die so speciali- 
sirte Gruppe war vom Grade 12 und hatte einen Normaltheiler 
vom Index 3: 


aus dem E so zusammengesetzt war: 


^=®+G:0®+(-m)®- 


In der Gruppe 8 gelten aber die beiden Substitutionen (17) 
als verschieden, und ausserdem müssen noch die Substitutionen tf, 
deren Determinante ad ^ hc = — 1 (mod 3) ist, dazu ge- 
nommen werden, wodurch sich der Grad der Gruppe auf 48 
erhöht. Q- erweitert sich durch die Aenderung der Vorzeichen 
aller Elemente zu einer Gruppe 8*®^ Grades und E zu einer 
Gruppe 24**®“ Grades, von der das erweiterte Q Normaltheiler 
ist. Hier ist nun die ganze Gruppe 8 metacyklisch, wie man 
aus folgender Zusammensetzung sieht, in der die erweiterte 
Gruppe Q- durch 8^ und die erweiterte Gruppe E durch 8i be- 
zeichnet ist: 

o /l, 0\ /— 1, 0\ 
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£!,_«. + ( J’ J) S„ 

S, = S. + (_ J J) 5., 

® = «■ + (“m) ®‘- 

Wir haben hiernach die Compositions- und Indexreihe von S: 


5, 5i, Sa, Sbi 
2, 3, 2, 2, 


und wir kommen also hier zu dem Ergebnisse dass alle Glei- 
chungen 9^ Grades mit linearer Oongruenzgruppe 
metacykhsch sind. 

Hier ist 5^ Normaltheiler von S, und die Gruppe S/S^ ist 
vom Grade 24. Man erhält diese Gruppe aus S, wenn man die 
beiden Substitutionen (17) als nicht verschieden betrachtet; und 
wenn man die Substitutionen §. 81, (12) anwendet, so ergiebt 
sich, dass S/S* mit der symmetrischen Permutationsgmppe von 
vier Ziffern, also mit der Galois^sohen Gruppe der affectfreien 
biquadratischen Gleichung isomorph ist. 


g, 96. 

Ternäre lineare Oongruenzgruppe für den Modul 2. 

Mannigfache interessante Beziehungen ergeben sich, wenn 
wir die ternäre lineare Oongruenzgruppe JZ für den Modul 2 
betrachten, die als transitive Pennutationsgruppe von acht 
Elementen aufgefasst werden kann, und die Gruppe der meta- 
oyklischen Gleichungen 8*®^ Grades enthalten muss. Nach dem 
oben Bewiesenen kommt es vor Allem darauf an, die homogene 
Oongruenzgruppe S zu betrachten, die aus den Elementen 

/a , h , c\ 

T) = I Ol, &i, Ci I 

yos, 6j, c^J 

lesteht, worin die Ziffern a, 6, c, nach dem Modul 2, also = 0 
)der = 1, anzunehmen smd, und die nach der im §. 41 gegebenen 

Weber, Algebra» ÜX 24 
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Vorschrift compomrt werden. Es kommen dabei nur solche 
Systeme der Zalden o, . in Betracht, deren Determinante 

= 1, d. h. ungerade ist. 

Um den Grad der Gruppe S zu ermitteln, beachte man, dass 
die erste Zeile von 6 sieben verschiedene Formen haben kann: 

( 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ), ( 0 , 0 , 1 ), ( 0 , 1 , 1 ), ( 1 , 0 , 1 ), ( 1 , 1 , 0 ), ( 1 , 1 , 1 ). 

Flir die erste Annahme (a, A, c) = (1, 0, 0) wird die Deter- 
minante von ö gleich AjCj — CjA,, was auf sechs verschiedene 
Arten = 1 werden kann, nämhch- 

n,Q\ /O, 1\ /O, 1\ /l, 1\ /l, 1\ 

(ü ~ \o, VI, v’ \i, o;’ U, V’ u, o;’ U v* 

Dann können noch Oj, auf vier verschiedene Arten an- 
genommen werden. Also hat man, wenn die erste Zeile (1, 0, 0) 
ist, 24 verschiedene Formen von ö. Dieselbe Zahl ergiebt sicE 
für die Annahme der ersten Zeile in den Formen (0,1,0), (0,0,1). 
Das Gleiche erhält man aber auch für die anderen Annahmen 
über die erste Zeüe. Denn ist diese z. B. (0, 1, 1), so muss 

Ol (Aj — Cj) — 0 , (Al — Ci) = 1 (mod 2) 
sein, was wieder sechs Möglichkeiten für Oj, Ai — Ci, o^, A^ — Cj 
ergiebt, und da man Ci, Cg auf vier Arten annehmen kann, so 
erhalt man wieder 24 Möglichkeiten. Endhoh muss, wenn die 
erste Zeile (1, 1, 1) ist, 

(»1 — <a) (Ag — Cj) — (Ua — öa) (Al — Ci) = 1 (mod 2) 
sein, was zu derselben Zahl fuhrt. 

Die Gesammtzahl aller verschiedenen Substitutionen d. h. 
der Grad von 8, ist also 168. Die Zahl 168 als Gradzahl emer 
Gruppe ist uns schon einmal begegnet, nämlich bei der Gruppe 
L^ (§§. 82, 88), und es liegt daher die Vermuthung nahe, dass 
die Gruppen 8 und isomorph sem möchten. Wenn sich diese 
Vermuthung bestätigt, so würde die Untersuchung der Gruppe 8 
dadurch wesentlich erleichtert sein, dass wir die Divisoren der 
Gruppe Lj schon kennen. 

Diese Vermuthung zu prüfen, dient aber das Theorem L in 

§. 88 . ^ 

Wir suchen zu diesem Zweck erzeugende Elemente m, ®, t 
der Gruppe 8 so auszuwahlen, dass sie den charakteristiBohen 
Bedingungen des Theorems I., §. 88 genügen. Dies kann auf 
mehrfache Weise geschehen. Es fehlt freilich an einem all- 
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gemeinen Verfahren dazu, gelingt aber leicht dnrch einige 
Versuche. 

wählt zunächst ein Element 7*®“ Grades beliebig aus 
und bildet daraus die Periode, etwa 


( 2 ) 


T* = 



r» = 



T» = 



rB = 1, 0 , T0 = 0, 0, 1 


^0, 1, 1, 


Vl, 1, 0, 


Hierauf sucht man unter den Elementen 2*®^ Grades, deren 
es 21 giebt, ein passendes für cd aus; es eignet sich ;s. B. dieses: 


( 3 ) 


/l, 0, 0^ 
CD = I 0, 1, 0 
VO, 1, Ij 


und dann sind nach den Formeln §. 88, (17) die Elemente 0 
und % bestimmt: 


(4) 

/l, 1. 

0 = 0, 1, 0 
\0, 1, 1; 

|, 0« = 

/l, 1, 0 
0, 1, 0 
\0, 0. 1 

(5) 

z = l 

0, 0\ 
0, 0, 1 

, z‘ = 



vO, 1, 1/ 

Hierauf ist es Sache einer einfachen Rechnung, die Formeln 
des Theoreme L, §. 88 zu bestätigen, wodurch die Ueberein- 
stimmung der Gruppen 8 und Lj nachgewieeen ist. 

Es folgt daraus, dass die Gruppe 8 ebenso wie 2^ ein- 
fach ist. 

Es ist schon in §. 88 bemerkt, dass r und cd als erzeugende 
Elemente der Gruppe 8 betrachtet werden können; fügt man 
dazu noch eine beliebige, nicht identische Substitution aua etwa 

BO folgt aus §. 94, n., dass man die drei Substitutionen 
(7) r, CD, y 
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als erzeugende Elemente der gesammten linearen Grupji. 
R = 8Q betrachten kann. 

Bezeichnet man die Symbole [^i, ^Tji] 

[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1], [0, 1, 1], [1, 0, 1], [1, 1, 0], [1, 1, 1], [0, 1), h 

der Reihe nach mit 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 8, 

so entspricht den Substitutionen der Gruppe ü eine Permn 
tationsgruppe dieser acht Ziffern, und man erhält, wenn nwui 
die Permutationen durch ihre Cyklen darstellt, für die erzeugfir 
den Substitutionen dieser Gruppe: 

y = (1, 8) (2, 6) (3, 5) (4, 7), 
r = (1, 6, 7, 4, 5, 2, 8), 

(D = (2, 4) (6, 7), 

und da diese Permutationen alle zur ersten Art gehören, so folgt, 
dass die Permutationsgruppe B in der alternirenden Grupp» 
von acht Ziffern enthalten ist. 

Der Grad der Gruppe B ist 

. 8 i= 1344, 

und ihr Index ist in der symmetrischen Gruppe 30, in der alt»T- 
nirenden Gruppe 15. 

In diesem Falle, wo p = 2 und fc = 3 ist, lässt sich dem 
Theorem §. 94, IL noch eme wesentliche Erweiterung geben. Siiitl 
nämlich «i, «s, o, und /5i, /3s, zwei Reihen nach dem Modul 2 
genommener, unter einander und von 0, 0, 0 verschiedener Zahlön, 

so kann man aus der Matrix ( ^ ) immer eine von 

\Pij Pfl? Pb/ 

Null verschiedene Determinante bilden, und daraus folgt, wn* 
aus §. 94, dass man die Substitution in S so bestimmen kann, 
dass durch gleichzeitig [1, 0, 0] in [»i, ocj, ocj] und [0, 1, OJ in 
[ßu Al A] übergeht, oder^ wie hieraus wieder geschlossen wird, 
so, dass durch 6 zwei beliebige der von [0, 0, OJ verschiedenoii 
[^11 ^s) ^ siwei beliebige andere ubergehen (die sieben Grösscui 

[^ii ^ai ^3] süid durch die Gruppe 8 zweifach transitiv verbunden 
Hiernach läset sich der Satz §. 94, ü. für diesen Fall so er- 
weitern- 

IV. Sind yi, yj, y^, yj^ vier gegebene Elemente zweiten 
Grades der Gruppe y^ verschieden von yj, und 
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y[ verschieden von so lässt sich ein Element 6 
in S so bestimmen, dass 

(8) yi = Yi ö, Y'i = Ö “V» 

Hierin kann z. B. auch = y^ sein^ und yj, yj, irgend zwei 
davon verschiedene (nicht identische) Elemente aus Q. 


§. 96. 


Reduction der allgemeinen Gleichung achten Grades 
auf ein Fotmenproblem. 


Die durch die Betrachtungen des vorigen Paragraphen ge- 
wonnene Einsicht in die (Konstitution der Permutationsgmppen 
von acht Ziffern gestattet nun mit Zuziehung der in §.41, 42 
abgeleiteten Satze über lineare Substitutionsgruppen einen ein- 
fachen Beweis des schon in §. 60 erwähnten Satzes von Wim an, 
dass die altemirende Gruppe der Permutationen von acht Ziffern 
nicht mit einer CoUineationsgruppe von sechs oder weniger 
Dimensionen isomorph sein kann. 

Da man nach der Schlussbemerkung des §. 41 Substitutionen 
von weniger Dimensionen als specielle Fälle von solchen mit 
mehr Dimensionen betrachten kann, so genügt es, wenn wir die 
Substitutionen von sechs Dimensionen untersuchen. 

In der altemirenden Gruppe von acht Ziffern ist, wie im 
vorigen Paragraphen gezeigt ist, eine AbeTsche Gruppe 
gten Grades, enthalten, in der ausser dem Hauptelement nur 
Elemente 2^ Grades verkommen, und die daher durch eine Basis 
a, y in der Weise dargestellt werden kann: 

(1) § = 1, a, /3, y, «|J, «y, /Jy, a/3y. 

Wenn nun die altemirende Gruppe mit einer CoUineations- 
gruppe sechster Dimension einstufig isomorph wäre, so müsste 
die Gmppe Q mit emer Gmppe linearer Substitutionen £, viel- 
leicht mehrstufig, isomorph sein. Die OoUineationBgmppe , mit 
der Q einstufig isomorph ist, soll selbst durch und ihre 
Elemente wie in (1) bezeichnet sein, so dass unter 1 eine Gmppe 
von Aehnlichkeits-Substitutionen, unter a, /3, y, . . . CoUineationen 
zu verstehen sind. Ist Ä eine reprasentirende Substitution aus 
06 , so ist, da die Elemente von Q vom zweiten Grade sind, 
in 1 enthalten. Wir bezeichnen jetzt mit M, Jf', ... Aehn- 
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lichkeita-Substitutionen , und msiclien von dem Satze Gebrauch, 
dass eine Aehnlichkeits - Substitution mit jeder anderen linearen 
Substitution vertauschbar ist (§. 41, 4.). Sind C Repräöen- 

tanten von irgend drei verschiedenen Colhneationen aus so 
existixt nach dem Satze IV., §. 95, eine lineare Substitution i, so dass 

(2) L'-^AL = M^A 

L-^BL = M”G, 

und daraus: 

L-^ABL = WW^AG, 

L-^BAL = M^M^^GA. 

Da nun Q eine Ab ersehe Gruppe ist, so ist auch 
(4) AB = MBA, 

und folglich nach (3) ' 

L'-^ABL = MM'M'^GA = M^M^^AC. 

also: 

(B) AG = MG± 

Aus (4) folgt noch durch Zusammensetzung mit A“ 

ABA = MA^B, 

A^B = mj^B. 

Es ist also die identische Substitution, und folglich nach (4) : 

(6) . BA = MAB. 

Hieraus und aus (5) folgt aber, dass in (4) die Substitution 
M ungeändert bleibt, wenn A, B beliebige Repräsentanten aus 
irgend zwei von einander und von 1 verschiedenen Elementen 
von Q sind. 

Hiernach ist auch 

A.BC=MBG.A, 

andererseits aber auch 

ABG = MBAG = M'BGA, 

folglich muss M die identiscjiö Substitution sein , und es er- 
giebt sich: 

Je zwei lineare Substitutionen aus S sind 
mit einander vertauschbar. 

Nach §, 42, und §. 45 lässt sich eine nicht in 1 enthaltene 
Substitution der Gruppe S, etwa A, in eine Multiplioation trans- 
fonniren : 

( 7 ) 


^ fh: (hi f*6)i 
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ind dann müssen, da eine Aehnlichkeits-Substitntion ist, die 
iuadrate der /ij, . . alle einander gleich, also die Multi- 
)licatoren selbst nur im Vorzeichen von einander verschieden 
ein. Ist nun 

8) JB = (aW) 

'ine zweite Substitution aus der Gruppe S, so ergiebt sich aus 
ler Vertauschbarkeit mit 

9 ) 

md es muss also, so oft puji von verschieden ist, = 0 
;ein. Wenn wir daher die fi so anordnen, dass die ersten r, 
lämlich fij, fis, . . fir unter einander gleich, und die folgenden 
5 — r wieder unter einander gleich sind, so hat J5 die Form, 
lass nur die in den beiden Ecken stehenden Quadrate von 
md (6 — ry Elementen von Null verschieden sind, und dann 
aasen sich nach §, 46, 1,, 2. die beiden Substitutionen A^ B 
gleichzeitig in Multiplicationen transformiren. Ebenso sieht man, 
lass auch eine dritte Substitutiou G aus S gleichzeitig mit A 
md B in eine Multi plication transfonnirbar ist: 

Wir können also annehmen, dass alle Sub- 
stitutionen von ß Multiplioationen sind. 

Wenn wir unter diesen Multiplicationen drei Typen 1, 2, 3 
mterscheiden, je nachdem unter den Multiplicatoren je 1 und 6 
Dder je 2 und 4 oder je 3 und 3 emander gleich sind, so folgt 
sunächst, da die aämmthohen von 1 verschiedenen Elemente der 
Gruppe Q e^us einem von ihnen duroh Transformation entstehen, 
imd da zwei aus einander durch Transformation abgeleitete 
dneare Substitutionen nach §. 42, 4. dieselben Multiplicatoren 
haben, dass alle nicht in 1 enthaltenen Substitutionen von ß 
vom gleichen Typus sein müssen. Dies kann nur der Typus 2 
äein, da nur dieser die Gruppeneigenschaft hat, dass durch 
Oompoaition zweier seiner Elemente wieder ein Element desselben 
Typus entsteht 

Nehmen wir demnach an, in der Substitution A seien die 
beiden ersten MultipUpatoren einander gleich und von den übrigen 
verschieden, und deuten dies durch das Symbol 
A = ( f- ”1 — h +) 

an, so muss es noch eine zweite Substitution in ß geben, in der 
die beiden ersten Multiplicatoren gleich sind; denn nehmen wir 
an, sie seien in zwei der übrigen Substitutionen von ß, etwa in 
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B, C, entgegengesetzt, so wurde durcli Composition von diesen 
eine Substitution BC entstehen, in der die beiden ersten Multa- 
plicatoren gleich sind. Wir können demnach unbeschadet der 
Allgemeinheit 

^ = (--++--) 

setzen. 

Betrachten wir nun die Transformation (2): 

L-^^ÄL = M'A, 

so folgt zunächst, durch Zusammensetzung beider Seiten mit sich 
selbst, dass Jf'® die identische Substitution sein muss, und 
folglich, wenn wir die Elemente von L mit bezeichnen, wie 
in (9): 

( 10 ) = 

WO das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem 
= (1, 1, . . 1) oder = (- 1, - 1, . . _ 1 ) ist Wenn 

aber die unteren Zeichen gelten, so ist immer dann = 0, 
wenn ft?, = ^ ist Dann aber würden alle Elemente von i, 
die in einem Eck-Quadrat von 4 und einem von 16 Elementen 
stehen, gleich Null sein, und die Determinante von L wurde 
verschwinden, was nicht sem kann. Demnach gelten in (10) die 
oberen Zeichen; M' ist die identische Substitution und L zerfällt 
in zwei Theümatnces von 4 und 16 Elementen. 

Nun können wir L nach dem Satze §. 9ö, IV, immer so 
annehmen, dass in der Form L^^BL = Af'O jede von 1 ver- 
schiedene CoUineation der Gruppe Q repräsentirt ist, und daraus 
ergiebt sich, dass in allen diesen Substitutionen die beiden 
ersten Multiplicatoren gleich sein müssen. Laasen wir aber B 
an Stelle von A treten, so können wir mit demselben Rechte 
sohliessen, dass in allen Substitutionen von 2 der dritte und 
vierte Multiplicator einander gleich sein müssen. Dann aber 
bleiben ofifenbar nicht genug Möglichkeiten übrig, um eine Gruppe 
Stmi Grades zu büden. 

Es giebt also keine lineare Substitutionsgruppe von 
weniger als sieben Variablen, die mit der alternirenden 
Gruppe (oder auch nur mit der linearen Gruppe) von 
acht Ziffern isomorph ist Die Gleichung 8*®“ Grades 
ohne Affect lässt sich also sicher nicht auf ein Formen- 
problem von weniger als siebenter Dimension reduciren. 
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§. 97. 

Eesolventen der Gleichung achten Grades. 

Wir gehen jetzt zur Betrachtung solcher Gleichungen 
8 tan Grades über, deren Gruppe in der linearen Gruppe H 
enthalten ist. Durch Adjunction der Quadratwurzel aus der 
Discriminante und einer Wurzel einer Resolvente 16^ Grades 
wird die allgemeine Gleichung 8*«^ Grades auf diese specielle 
Art zurückgefuhrt 

Wir bezeichnen wie früher mit Q die cyklische Gruppe 
8 tan Grades: 

(“odS), 

Vl + Äj, ^3 -|- Äj, Bl -|- Ä,/ 

oder kurzer 

(ßi^ + Ä<), 

und mit jS die im §. 96 betrachtete ternäre Congruenzgruppe, 
und setzen 

B = 8Q, 

so dass B die gesammte ternäre lineare Congruenzgruppe für 
den Modul 2 ist. 

Wir betrachten ein System von acht unabhängigen Ver- 
änderlichen worin die Indices dem Modul 2 

zu nehmen sind. 

Hieraus büden wir die sieben Functionen (Lagrange’sohe 
Eesolventen, Bd. I, §. 171); 

(1) 2 ( 1)“'^ 

worin zur Abkürzung 

S ^ f = ^1 £2 “}“ ^8 Ss 

gesetzt ist, und |i, ^a, S 3 jö eiü volles Eestsystem nach dem 
Modul 2, jedoch mit AusbcÜusb der Combination 0, 0, 0 durch- 
laufen. 

Wenden wir auf die Indices ßt der Grögsen X die Substitu- 
tionen der Gruppe ß an, so erleiden die X die Perüititätionen 
einer Gruppe, die wir gleichfalls mit Q bezeichnen. Die Aende- 
rungen der die diesen Permutationen entsprechen, ergeben 
sich aus (1), wenn wir auf die Indices der X die Substitutionen 
(^<1 + Äi) anwenden: 
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(2) 2 = 2 (- 

1. Die Functionen W ändern also durch die Per- 
mutationen von Q nur ihr Zeichen, und die Qua- 
drate der 5*“ bleiben durch Q ungeändert 

Es ist ferner der Einfluss einer Substitution tf aus 8 auf 
die Functionen ?** festzustellen. 

Bezeichnen wir zu diesem Zwecke mit q die transponirte 
Substitution zu tf und setzen 


(s) s' = <s(g), i = (fn i' = p-HS), 

80 ist (§. 41, 10.); 

(4) = 

Machen wir die Substitutionen <5 der Ghruppe 8 in den 
Indices von X, so erhalten wir eine mit 8 zu bezeichnende * 
Permutationsgruppe der X, und aus (4) ergiebt sich : 


2 (- i)-^'£ X.'„ '„i = 2 (- 


und da das System der £fi dieselbe Werthreihe durchläuft, wie 
das System der 5*, so ist diese Summe gleich und wir 

erhalten : 


2. Die Anwendung der Permutation auf die X in 
den Functionen W ist gleichbedeutend mit der 
Anwendung von auf die Indices gj, gg, gg. 


§. 98. 

Die T ripelsysteme der Resolventem 

Wir bezeichnen jetzt die Resolvente kürzer durch 

und bemerken, dass nach der Formel (2) §, 97 ausser den 
Quadraten dieser Functionen auch noch gewisse Products die 
Permutationen der Gruppe Q gestatten, ^u diesen gehört 'Zu- 
nächst das Product aller Grössen däs wir mit Ä bezeichnen 
wollen : 

w ^ = n5^£, 


I 
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sodann aber die Producte von dreien und folglich 

auch ihre reciproken Werthe 


( 2 ) 


V = 


1 


wenn die Indices den Bedingungen genügen: 


-f- 4“ Si = 0 

(3) fa "i“ 4" £* = ö (mod 2). 

Sa 4“ 4“ ^ 

Ein solches System von drei Functionen ^ nennen wir ein 
Trip eh Ebenso wollen wir drei IndexBysteme (g), (??), (g), die 
den Bedingungen (3) genügen, ein Tripel nennen. 

Es glebt im Ganzen sieben und nicht mehr solcher Tripel; 
denn unter den drei Systemen (g), (ij), (f) können nicht zwei 
einander gleich sein, und durch zwei ist das dritte emdeutig 
bestimmt. Man kann also für (|), (ij) jedes Paar aus äßn sieben 
möglichen Systemen (g) nehmen, erhalt aber dann jedes Tnpel 
sechsmal. Die Gesammtanzahl ist also 7.6:6 = 7. 

Um die einzelnen Tripelsysteme zu charakterisiren, führen wir 
drei nach depa Modul 2 zu nehmende Zahlen oti, Oj, ocj ein, die 
nicht alle drei verschwinden, und bemerken, dass die Cöngruenz 


(4:) «1 4- Oala + «agg = 0 (mod 2) 

für drei und nur für drei Systeme der Unbekannten fa, lg 
befriedigt wird, und dass diese drei ein Tripel bilden, so dass 
das Tripel durch die drei Oongruenzen 

(ö) 2 = 0, 2 = 0, 2 «S = 0 (mod 2) 

bestimmt ist. Man erkennt dies ohne weitläufige allgemeine 
Betrachtungen, wenn man die Fälle, in denen nur ein oc oder 
zwei oder alle drei cc, rz: 1 (mod 2) sind, einzeln betrachtet. 

Da es sieben verschiedene Zahlensysteme «i, Oj, Oj giebt, so 
ist durch die Relationen (5) aus jedem solchen Systeme der u 
ein Tripel völlig bestimmt, und wir können die Function v ein- 
deutig durch oder kürzer durch Va bezeichnen: 


( 6 ) 


_ 1 

«« — grj gF.j grj ' . 

8. Die Functionen Va, als Functionen der X auf- 
gefasst, gestatten die Permutationen der 
Gruppe Q. 
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Wenn wir suf diö 0 eiii 0 Substitiitioii ö ftiiß S anwsDdöD, 
SO erleiden nach 2. (§. 97) die £ gleichzeitig die Snb- 

atitution darauß aber ergiebt sich nach (5), dass die « die 

Substitution <f erleiden, und wir haben also : 

4. Die Anwendung der Substitution 6 ans S auf die 
Indices 0 von X hat die Anwendung derselben 
Substitution auf die Indices a von Va zur Folge. 

Setzen wir in den Summen ( 6 ), in denen (|), ( 9^)0 (£) das zu 
(«) gehonge Tripel ist, für (a) ein anderes System (ß), so ist 
wegen (3) 

Ißt nun ß von a verschieden, so können diese drei Summen 
nicht alle drei congruent mit 0 sein, weil sonst zwei verschiedene 
Systeme (a), (ß) zu demselben Tripel führen würden; folglich 
müssen von diesen Summen zwei ungerade und eine 
gerade sein. Wir haben daher den Satz: 

5. Durchläuft (|) das zu (a; gehörige Tripel, und 
ist {ß) ein von (a) verschiedenes System, so sind 
unter den Summen Sßi zwei ungerade und eine 
gerade. ^ 

Wenn wir in der Summe 2 «1 für das System (|) aUe 
sieben möglichen Annahmen machen, so erhält man dreimal den 
Werth 0 und folglich viermal den Werth 1. 

Die Congruenz 

(7) 2«! = 1 (niod 2) 

hat also vier und nur vier verschiedene Lösungen für Die 
Gresammtheit dieser vier Lösungen wollen wir ein Quadrupel 
^nennen. Jedes Tripel bestimmt eindeutig ein Quadrupel und 
umgekehrt, und es giebt also auch sieben verschiedene Quadrupel, 
die nach (7) durch das Zahlensystem (a) vollständig bestimmt 
sind. Wir beweisen nun den Satz: 

6. Durchläuft (f) das zu («) gehörige Quadrupel und 
ist (ß) ein von («) verschiedenes System, so sind 
unter den vier Summen 2?| zwei gerade und 
zwei ungerade. 

Denn wenn (i) die Gesammtheit aller siebeü Systeme durch- 
läuft, so finden sich unter den Summen 2 /3 g drei gerade und 
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vier ungerade; von diesen liefert das zu (a) gehörige Tripel nach 
5. zwei ungerade und eine gerade; es bleiben also für das 
Quadrupel zwei gerade und zwei ungerade. 

Wir ändern nun die Bezeichnung bei den Quadrupeln und 
nehmen für das System (a) ein anderes Zeichen (Äi,Äa,Äj) = (Ä). 
Das zu (Ä) gehörige Quadrupel bezeichnen wir mit (cc), (/3), (y), (d), 
so dass die vier Congruenzen: 

(8) = 1, 2Ä/3 = 1, SÄy = 1, SÄd = 1 (mod 2) 
bestehen. 

Im Nenner des Productes der vier Functionen 

Va, Vß, Vy, Vi 

kommen nach (6) im Ganzen 12 Factoren vor, und zwar 
kommt jeder Factor so oft darunter vor, als die Anzahl der 
geraden Zahlen unter den Summen 

beträgt, d. h. Wh kommt gar nicht vor, wahrend jedes andere 
3*’^ zweimal vorkommt (nach 6.). 

Wenn wir also noch die Relation (1) benutzen, so er- 
giebt sich: 

(9) ^1 = -4.* Va Vß Vy Vi. 

Wir Btellen für die Anwendung die sieben Tripel zusaniTnen, 
aus denen man die Quadrupel als die Ergänzung zu dem vollen 
Systeme ablesen kann. In der ersten Oolumne steht das Zeichen 
(es), zu dem das Tripel gehört; 
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Bezeichnen wir die Symbole («) in der Reihenfolge, in der sie 
in der ersten Columne dieser TabeUe stehen, mit 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
so können wir die TabeUe für die Tripel und Quadrupel em- 
facher so darstellen: 
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1 

2 

3 

4 

5 

6 
7 


2 3 4 

1 3 6 

1 2 6 

14 7 

2 5 7 

3 6 7 

4 5 6 


15 6 7 

2 4 6 7 

3 4 5 7 

2 3 6 6 

13 4 6 

12 4 5 

12 3 7 
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Anwendung auf Gleichungen achten Grades. 


In den abgeleiteten Formeln setzen wir nun fiir die Variablen 
Wurzeln einer Gleichung 8*®“ Grades, von der wir 
annehmen, dass ihre Galois’sche Gruppe T = TQ m dem fest- 
gesetzten Rationalitätsbereiche Ä in der linearen Congruenz- 
gruppe B = SQ enthalten sei, so dass T ein Theiler von S ist. 
AUe Functionen, die die Permutationen dieser Gruppe gestatten, 
sind rational. 

Dazu gehört zunächst die Summe der X: 

( 1 ) = 

ferner die durch (1) dös vongen Paragraphen definirte Grösse -4, 
sodann aber auch die symmetrisohen Functionen der sieben 
Grössen 3**“, und ferner, wenn wir nun der Einfachheit halber 
die Annahme hinzufügen, auf die wir noch zurückkommen, dass 
von den Grossen W keine verschwinde, die symmetrischen Func- 
tionen der Grössen v\ aber nicht nur die symmetrischen Func- 
tionen der V, sondern alle Functionen der u, die die Permu- 
tationen der Gruppe T gestatten. 

Die sieben Grossen 


Vit '*^ 0 , 1, 0 '*^*1 ^ 0 , 0,1 '*^81 

sind alsdann die Wurzeln einer rationalen Gleichung 7*®“^ Grades 
mit der Gruppe T, und durch Addition der Gleichung (1) und 
der Gleichungen [§. 97, (1)]: 

ergiebt sich mit Rücksicht auf (9) des vorigen Paragraphen: 
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( 3 ) 8 Xo,o,o = ^{VviYv^Yv^Yvi '\/^yv^yv^yvJ 

+ y^y^y^y^ + y^y^y^y^ 

+ y^y^y^y^ -yy^y^v^yv^ 

+ V^V^l/ü7]/ü7}+Ä 

Eö giebt 16 Yorzeichenändemngen der sieben Quadrat- 
wurzeln yt;, bei denen dieser Ausdruck ungeändert bleibt, 
nämlich, wenn alle sieben Vorzeichen gleichzeitig geändert werden 
oder wenn die Vorzeichen eines Tripels oder eines Quadrupels 
geändert werden. Folglich erhalt der Ausdruck (3) nur 
acht verschiedene Werthe, wie man auch die sieben 
darin vorkommenden Quadratwurzeln bestimmen mag. 


§. 100 , 

Metacy klische Gleichungen achten Grades. 

Um nun nach diesen Vorbereitungen die primitiven meta- 
cyklischen Gleichungen 8^ Grades zu finden, haben wir zunächst 
die metacykbschen Theiler der Gruppe S zu ermitteln. Die 
Gruppe 8 selbst ist, da sie einfach ist, nicht metacy kliflch. Ihre 
Theiler haben wir schon betrachtet (§. 86 bis 88), und alle 
echten Theüer von 8 sind metacyklisch. Darunter sind Theiler 
vom 21“*®“ und 7*®“ Grade, die wir mit T’j bezeichnen wollen, 
ferner Theiler vom 24®*®“ Grade, und noch andere Theüer, deren 
Gradzahlen in 24 aufgehen, die wir hier alle in dem Zeichen Tu 
zusammenfassen wollen. 

Diese Gruppen Tu können nicht die sieben Grossen 
(g) = (gj, gj, gj) transitiv mit einander verbinden, weil der Grad 
einer transitiven Permutationsgruppe von sieben Elementen dui'ch 
7 theübar sein muss (Bd. I, §. 169), Wir wollen naohweisen, 
dass die den Gruppen TuQ entsprechenden Permutationsgruppen 
der X imprimitiv sind, und dass diese Gruppen daher von unserer 
Betrachtung 'ausscheiden 

Da alle Permutationen die zwei der sieben Elemente (g)' 

^) Ana der Literatur über die Gleiohnugen 8^ Grades lat zu er- 
w&lmen; Nöther, Mathem. Aunalen, Bd, XV "Wils haus, üeber die 
algebraische Auflösbarkeit de^ Gleiohuugeii Ghrades. Dissertatioii. 
Marburg 1888. 
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ungeändert lassen, oder nnr nnter einander permutiren, ein drittes 
Element, nämlich die Ergänzung zum Tripel, ungeändert lassen, 
so sind zwei Falle möglich: 

1) die Gruppe lässt ein Element in Ruhe, oder 

2) die sieben Elemente werden in zwei Theile von drei und 
vier Elementen zerlegt, von denen jeder Theil nur unter 
Bich permutirt wird. 

Im letzten Falle können wir die drei Elemente als einem 
Tripel, und demnach die vier Elemente als einem Quadrupel un- 
gehörig betrachten Denn werden drei Elemente, die nicht einem 
Tripel angeboren, unter sich permutirt, so werden auch die drei 
Ergänzungen je zweier Elemente zum Tripel unter sich per- 
mutirt, und das eine übrig bleibende Element bleibt ungeändert. 
Wir kommen also auf den Fall 1) zurück 

Wir fügen nun zu den sieben Systemen (g) noch das achte 
(0, 0, 0) = (0) hinzu und bezeichnen die acht Grossen mit 

(1) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6^ 7. 

Im Falle 1) bleiben dann durch die Substitutionen von 
zwei dieser acht Elemente, etwa 0, 1, ungeändert Es giebt ferner 
in Q eine und nur eine Substitution yo? durch die 0 mit 1 ver- 
tauscht wird. 

Die beiden Substitutionen 1, yo bilden eine Gruppe ^o- 
Irgend eine Substitution von Q, die mcht in Qq vorkommt, 
führt 0, 1 m zwei davon verschiedene Elemente, etwa 2, 3, über, 
und durch die zwei Substitutionen geht 0, 1 in 2, 3 oder 
in 3, 2 über. Wenn ferner durch ya das Paar 0, 1 in ein drittes 
Paar 4, Ö übergeht, so ist 4, 6 sowohl von 0, 1 als von 2, 3 ver- 
schieden, und so können wir <3 Nebengruppen zerlegen: 

Q = Qo-\- Qo'yi + + öoT'si 

wodurch die acht Elemente (1) in vier Paare 

(2) 0, 1; 2, 3; 4, ö; 6, 7 

zerlegt sind, so dass durch die beiden Substitutionen einer der 
Nebengmppen ß^y^ das Paar 0, 1 in eines dieser vier Paare 
übergeht 

Ist nun Je irgend eine Substitution aus der Gruppe 

so lassen sich die Elemente iTq, Ti, t,, rg aus T^i. yii yii yi 

aus Q so bestimmen, dass 
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ic = Toyi, yifc = = ^ari 

oder 

Je = toyo = rr^^iyi = yr^^ayi = yr^^sys, 
und diese Darstellung zeigt, dass durch Je irgend eines der 
Paare (2) in ein Paar desselben Systems ubergefiihrt \rird; denn 
z. B. durch wird 2, 3 in 0, 1 übergefuhrt, durch tj bleibt 0, 1 
ungeändert und durch yl, was zu Q gehört, wird 0, 1 m eines 
der Paare (2) übergefuhrt 

Die Gruppe 2 s4 Q ist also imprimitiv, und zwar so, dass wir 
vier Syateme der Imprimitivitat haben. Die Wurzeln 0, 1 ge- 
nügen einer quadratischen Gleichung, deren Coefficienten von 
den Wurzeln einer biquadratisohen Gleichung abhängen. 

Gehen wir nun zu dem Falle 2) über, in dem die Elemente 
je eines Tnpels 1, 2, 3 und eines Quadrupels 4, 6, 6, 7 durch T,, 
transitiv unter einander verbunden sind. Die acht Grössen (1) 
zerfallen hier in zwei Quadrupel* 

(3) 0, 1, 2, 3; 4, 5, 6, 7, 

und durch die Substitutionen yon Q werden die Grössen eines 
dieser Quadrupel entweder nur unter sich vertauscht, oder sie 
werden in die Grössen des anderen Quadrupels übergefuhrt 
Um dies einzusehen, bezeichnen wir in der früheren Be- 
zeichnungsweise 1, 2, 3 mit (J), (t^), (g), da diese drei Grossen 
ein Tripel büden, so giebt es [nach §. 98, (5)] ein System (a), 
so dass 

(4) 2 af = 0, ^ari = 0, 2 «£ = 0 (mod 2) 
ist. Wenden wir nun eine Substitution aus Q an: 

vsi, r2, ray'’ 

worin sein mag, so folgt aus (4)’ 

i h, die (|'), (tjOi (SO bilden das zu (a) gehörige Tripel, wenn 
(h) selbst zu diesem Tripel gehört, oder im anderen Falle ist 
(A), (SO, (£')^ ^ zu (a) gehörige Quadrupel 

Bezeichnet also nun wieder Je irgend eine Substitution aus 
P und y eine Substitution aus durch die das Quadrupel 
0, 1, 2, 3 in 4, 5, 6, 7 übergeht, so können wir die Elemente t*' 
aus und y', y' aus Q so bestimmen, dass 
Ä = r"/ = y-V'y", 
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wodurch, wie oben, bewiesen wird, dass die beiden Systeme (3) 
durch h unprimitiv yerbunden smi 

Nach Adjunction einer Quadratwurzel zum Rationalitäts- 
bereiche smd dann die Grossen 0, 1, 2, 3 die Wurzeln einer 
biquadratischen Gleichung. 

Durch diese Betrachtungen wird für primitive Gleichungen 
8*®^ Grades auch die Möglichkeit ausgeschlossen, dass eine der 
sieben Grössen [§. 97, (1)] verschwinde. Diese Func- 

tionen sind nämlich rationale Functionen der Wurzeln X; wenn 
also eme von ihnen verschwindet, so kann auf die rationale 
Gleichung 3** = 0 jede Pennutation der Gruppe der Gleichung 
angewandt werden. Daraus ergiebt sich nach dem Theorem 
§. 97, 2., dass entweder alle sieben Functionen W verschwinden 
müssen, in welchem Falle die Wurzeln rational wären, oder 
dass die Substitutionen ^^^‘auf die (f) angewandt, eine intran- 
sitive Gruppe bilden müssen. Der Grad der Gruppe konnte dann 
nicht durch 7 theübar sein. Nun ist die Gruppe der isomorph 
mit der Gruppe T der 6 (§. 41, 9.), und daher ist auch der Grad 
von T nicht durch 7 theilbar, und folglich ist auch T intransitiv. 
Daraus folgt, wie oben gezeigt, dass TQ impnmitiv ist 

Als Gruppe für primitive metacyklisohe Gleichungen 8^ Grades 
bleiben also nur die beiden Typen 

^7 Qi ^nQ 

übrig. Im ersten Falle sind die in der Formel §. 99, (3) vor- 
kommenden Grossen v die Wurzeln einer cyklischen Gleichung 
7 tan Grades mit der Gruppe (j 9 , b im zweiten einer meta- 

cyklischen mit der Gruppe (jer, (§. 86, Bd. I, §. 188), 

worin £r, a, h nach dem Modul 7 genommen sind und a die 
Werthe 1, 2, 4 durchläuft. 

Um eine Zuordnung der wie sie in der Formel (3), §. 99 

Vorkommen, zu den u,, worin 0 der in den Gruppen ( 0 ^ 0 i) 
oder { 0 ^ a 0 4“ vorkommende Index ist, zu erhalten, können 
wir von einer beliebigen Substitution siebenter Ordnung aus- 
ffehen, etwa von 

/l. 0, 1\ 

r= 1, 0, 0 [§.95,(2)]. 

\ 0 , 1 , Oj 

Nehmen wir dann für Uq, so findet man durch wieder- 
holte Anwendung von r auf 1, 0, 0 folgende Anordnung: 
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(1,0,0) = 0, (1.1,0) = 1, (1,1,1)= 2, (0,1,1) = 3, (1,0,1) =4, 
(0,1,0) = 5, (0,0,1) = 6, 

nnd nach §. 99, (2) hat man daher 


durch 


Vl, V,, Vj, Vi, Uj, tlj, v^ 


Vo, Vi, Uj, Uj, 1)4, Dl, 1), 

zu ersetzen. Dadurch ergiebt sich aus §. 99, (3): 

8 Z = .4 2 Vv, Vvt+i V'v,+% Vu,+ 4 + .B, 

0,6 

wonn -4., B rationale Grossen und Vg die Wurzeln einer cykli- 
Bchen oder einer metaoyklischen Gleichung von der Gruppe 
(ß, a0 h) vom Grade 7 sind 

Umgekehrt ißt es auch nicht schwer, nachzuweisen, dass die 
acht durch Wechsel der Vorzeichen hieraus abgeleiteten Grössen 
immer die Wurzeln einer primitiven metacyklischen Gleichung 
8*®“ Grades sind, worauf hier nicht naher eingegangen werden 
soll (vgl. Bd. I, §. 193\ 


§. 101 . 

Biquadratische Gleichungen 


Wir haben uns auf die Betrachtung der primitiven meta- 
oyklischen Gleichungen 8*®^ Grades beschrankt, weil die im- 
pnmitiven auf Gleichungen 4*®^ Grades zurückkommen. Um 
also auch die Wurzeln der letzteren m der Weise des vorigen 
Paragraphen darstellen zu können, haben wir noch eine analoge 
Darstellung der Wurzeln biquadratisoher Gleichungen zu suchen. 
Hierbei sind dieselben Betrachtungen, wie im §. 99, nur in 
wesentlich einfacherer Gestalt anwendbar. 

Wir bezeichnen die Wurzeln der biquadratißchen Gleichung mit 

(1) -^0, Ol -^1,01 2o, li ^l.ll 

und können dann die ganze Permutation sgruppe 24“^ Grades 
als binäre lineare Gongrueuzgruppe für den Modul 2 darstellen: 

(2) P=8Q. 

Die darin enthaltene homogene Gruppe 8 ist vom 6*®^ Grade 
und besteht aus den Substitutionen 


•=(;:?)■ G:?)’ G:5)- €!)■ CG)' CG)- 


2Ö* 
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und man kann 

(4) 



als die erzeugenden Substitutionen der Gruppe 8 ansehen. 
Wir definiren nun wie im §. 97 die drei Grössen: 


= .XojO -XijO “f“ ^,1 — -^1,1 

(5) ?^0,1 = 2o,o + ^1,0 2^0,1 ^1,1 

^ 1,1 = ^,0 Xl ,0 — ^ 0,1 + ^ 1 , 1 , 

so dass 3^1%, aber auch das Product 3^*i,o 3*’o,i 

durch die Substitutionen der cyklischen Gruppe Q ungeändert 
bleiben. 

Wendet man auf die Indioes rj der X die Substitution 6 
an, so erleiden die Indices der W (wie im §. 97, 2.) die Sub- 
stitution wenn p die transponirte Substitution yon <s ist. 

Es ist aber, den Substitutionen (4) entsprechend, 



Indem wir nun der Einfachheit halber voraussetzen, dass die 
drei Grössen (5) von NuU verschieden smd, setzen wir 


( 7 ) 


5^0,13^1.1 

^5fo,i 

5^1.0 


5^1.0 






5^1.0 


5^0.1 




5^1,0 3^0.1 

^5^0.1 

5^1.0 

5^1,1 

5^1.1 


^1*1 



Die Grössen v^rj bleiben durch die Substitutionen von Q 
ungeändert und erleiden durch tfj, tfj die durch (6) bestimmten 
Permutationen: 

'^ 1,0 1 ' 1 ^ 0,11 '*^ 1,11 
^1 ^ 0 , 1 » '*^ 1,11 
'*^0,11 '*^1,0' 

Daraus ergiebt sich, dass die symmetrischen Functionen der 
drei Grossen ^ 0,11 Vi,i durch die Permutationen P ungeändert 
bleiben, und folglich in dem Bationalitätsbereiohe der sym- 
metiisohen Functionen der X enthalten sind. Die drei Grossen v 
smd also die Wurzeln emer cubisohen Gleichung, und es würde 
keine Schwierigkeit haben, diese oubische Resolvente der all- 
gemeinen biquadratißchen Gleichung zu bildern 
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Atis (7) folgt aber ferner 
'*^ 1 , 0 ^ 0 ,! = ^* 1 , = ^(? 1 , 

und demnach ergiebt sich aus (5), wenn wir noch die rationale 
Grösse 

Zo,o + Xi,o + ^0,1 + ^1,1 = a 

setzen, 

(8) 4 Xo,o = a -|- Vvi^o Vvq^i -j- V'^ui “H V^o,i 

Der Ausdruck (8) giebt nur vier verschiedene Werthe, wenn 
wir die Vorzeichen der drei darin vor kommenden Quadratwurzeln 
auf alle möglichen Arten bestimmen, und man Irfl-nn auch um- 
gekehrt leicht zeigen, dass die vier in der Form (8) enthaltenen 
Grössen X, wenn die Vi^oi '*^ 0 , 1 , 'Ui.i die Wurzeln irgend einer 
cubischen Gleichung sind, einer biquadratischen Gleichung mit 
rationalen Ooef&cienten genügen 1 ). 

') Diese Form der Lösung der biquadratisohen Gleichimg ist das 
Analogon zu der Oayley’ sehen Form der Car dänischen Formel (Bd- I, 
§. 89). 

Die Lösung findet sioh nach einer Mittheüung von H. J. Baker wohl 
zuerst in „The Theory of Equaüona“ von G. W. J. Burnside und 
A. W. Pan ton (seoond edition 1886). 
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§. 102 . 

Ternäre Formen und algebraische Gurven. 

Dm im weiteren Verlaufe unserer Darstellitag dem Leser 
einige von den mannigfaltigen und interessanten. Anwendungen 
der Algebra auf geometrische Probleme Vorfahren zu können, 
ohne Dm auf andere Hülfemittel zu verweisen, sollen hier die 
nothwendigen geometrischen Grundlagen für diese Anwendungen 
in der Kürze abgeleitet werden. Wir beschränken uns dabei 
auf die Geometrie der Ebene und lassen auch da Alles bei Seite, 
was für unsere Anwendungen nicht direct erforderlich isti). 

Wir wenden die homogenen Dreieckscoordinaten an, die 
dadurch erklärt sind, dass die Lage emes Punktes x durch seine 
Abstände von den drei Seiten des Coordinatendreiecks, in drei 
beliebigen Maassemheiten gemessen (oder mit drei beliebigen 
constanten Factoren multipHcirt), bestimmt sind. Diese drei 
Grossen heissen die Goordinaten des Punktes a?, und werden 
meist mit x^ oder mit yi, yj, etc. bezeichnet 

Zwischen diesen drei Goordinaten des Punktes x besteht 
eine lineare, nicht homogene Relation, die man erhält, wenn man 
den Flächeninhalt des Coordinatendreiecks (1, 2, 3) gleich der 
Summe der Inhalte der drei Dreiecke {x, 2, 3), (rr, 3, 1), (a;, 1, 2) 
setzt Eme Goordinate und also auch der Ausdruck für den 
Flächeninhalt des entsprechenden der drei letztgenannten Drei- 

AofifahrhohereB findet man m den Lehrhäohem der analytiBOhen 
Geometrie, nnter denen das Werk yon George Salmon, „Higher plane 
ourves“, dentsoh von Fiedler, hervorznheben ist. 
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ecke andern ihr Vorzeichen, so oft der Punkt x durch eine Seite 
des Coordmatendreiecks hindurchgeht. 

Mit Hülfe dieser nicht homogenen Relation kann die Einheit 
linear und homogen durch dargestellt und dadurch 

jede nicht homogene Function m eine homogene verwandelt 
werden. 

Die Coordinaten x^^ Xg^ sind nach diesen Bestimmungen 
zunächst nicht unabhängige Variable, sondern an die erwähnte 
Relation gebunden. Wir erweitern ihre Bedeutung aber jetzt so, 
dass wir sie als unabhängige Variable betrachten können, wenn 
wir festsetzen, dass wir sie nur in homogenen Formen oder 
Gleichungen benutzen wollen, und dass nicht x^^ x^^ x^ selbst, 
sondern nur die Verhältnisse x^\ x^'. x% die Lage des Punktes x 
bestimmen sollen- Dann können wir von der erwähnten Relation 
zwischen den Xi^ x^ ganz absehen, und die x^^ Xg als 
unabhängige Variable betrachten, für die nur die einzige Werth- 
combmation = 0, x^ = 0, x^ = 0 ausgeschlossen ist Die 
Werthe hx^j hx^, hx^ bestimmen dann für jedes von Null ver- 
schiedene A einen und denselben Punkt x. Genau gesagt, sind 
dann die Coordinaten Xi, x^, Xs des Punktes x nicht die oben 
beschriebenen Abstände von den Coordinatenaxen selbst, son- 
dern irgend welche Grössen, die mit diesen Abstanden propor- 
tional sind. 

Jede lineare Substitution 

ic, = 

(1) aJa = 


deren Determinante 

(2) r — S ± 

von Null verschieden ist, kann in doppelter Weise geometrisch 
gedeutet werden, einmal als eineAbbildung, indem wir x,,x, 
nnd « 1 , ya, y, als Ooordüiaten zweier Punkte x y in demselben 
Coordinätensystem anseben, so dass jedem Ponite y ein m 
entspricht und umgekehrt, sodann auch als 
transformation, wenn wir Xi, x^, ®8 an^ S^ii y») ü» ■u'öJb,,«, 
naten eines und desselben Punktes, bezogen 

Coordinateneysteme, betrachten. Für die nächst^ Betrachtungen 
werden wir an der letzteren Interpretation festhalten. 
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Irgend eine ternäre Form Grades stellt, 

gleioh Null gesetzt, eine Gurve n*® Ordnung dar, die mit einer 
geraden Linie n Schnittpunkte hat Diese Cnrve bezeichnen wir 
kurz als die Curve /. 

Durch die Substitution (1) geht / in eine andere Form des- 
selben Grades in den Variablen yi, j/a über: 

(3) /(aa, x^) = 9(yi, y,, ya), 

und g? = 0 stellt dieselbe Curve dar, wie / = 0, bezogen auf 
das Coordinatensystem yi, ya, y^. 

Bilden wir die Ableitungen der Identität (3) nach den 
Variablen yi, ya, ya, so folgt mit Rücksicht auf (1): 

<p'(yx) = 4 - 

(4) <p' (y.) = a«/' (iO + (X.) + a( V' (^s) 

9 ' (y.) = aff ix,) + «»)/' (X.) + aff (x«). 

§. 103. 

Singuläre Punkte. Wendepunkte. Doppeltangenten. 

Wenn für einen Punkt x die drei Gleichungen 

(1) /'(*i) = 0, /'(^) = 0, fix,) = 0 

zugleich erfiiUt sind, so liegt nach dem Euler’schen Theorem: 

(2) nf = Xi/'(Xi) -1- xg/'(x,) + x,/'(x,), 

(Bd. I, §. 19) dieser Punkt auf der Curve /. Die Gleichungen §. 102, (4) 
zeigen, dass in demselben Punkte auch ^'(yi), ^'(ya)? 
verschwinden müssen, dass also die durch die Gleichungen (1) 
charakterisirte' Eigenschaft eines Punktes bei linearer Trans- 
formation erhalten bleibt, also, wie wir uns auch ausdrüoken, zu 
den invarianten Eigenschaften gehört. 

Nicht auf jeder Curve n*® Ordnung kommen Punkte vor, die 
den Bedingungen (1) genügen, wie z. R die Annahme / (Xi^ x^^ x^) 
— x^ XI x^ zeigt. Es wird vielmehr, wenn auch nur ein 
solcher Punkt existiren eoU, eine Gleichung zwischen den Ooefd- 
cienten, von f erfüllt sein müssen, die man durch Elimination 
von £Ci, Xj^ x^ aus den drei Gleichungen (1) erhält (Bd. I, §. 56). 
Man kann diese Relation in der Form darstellen, dass eine 
gewisse ganze rationale und homogene Function der sämmtlicheü 
Coeffidenten von f gleich Null sein muss, und diese Function 
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heisst die Discriminaiite von /. Sie ist durch die Definition 
nur bis auf einen nnmenschen Factor bestiinmt, und kann bis 
jetzt nur in den einfachsten Fällen berechnet werden. 

Der Grad der Discriminante lässt sich nach Bd. I, §. 57, ü. 
bestimmen und ergiebt sich gleich 3 (n — 1)*. Dass die Dis- 
criminante, als Function der Coefficienten von /, irreducibel ist, 
kann man auf folgendem Wege aus einem speciellen Falle be- 
weisen. 

Man nehme an, es habe /(iCj, x^) die specielle Form 
(3) / (^ii = dl -j-Oja;? — ^)" 

Dann ergiebt sich 

W = OaV-i — (a?! + a?a + ^ 

“/'(%) = — (iCi + 

Setzen wir noch 

(6) 0^1=«" aa = oßj \ Oj ä aj 

BO werden die drei Functionen (4) nur dann zugleich ver- 
schwinden, wenn 

Xi -|- Xf “l“ flJs 

ist, und daraus ergiebt sich, wenn wir 

(6) A — — OjOta — otjOi — 

= tet«j«9(l *- — kT^ — «T^) 

setzen, die Bedingung A = 0. Nun aber sind die Oj, «a, Og durch 
die Gleichungen (6) aus den ai, Oj, Og bestimmt, und jede dieser 
Grössen hat daher n — 1 verschiedene Werthe, die man aus 
einer erhält, wenn man die Vertauschungen 

(7) («1, 6l«l)) («S. «i“»). («D. «8«8) 

macht, in denen «i, «j, «j belielnge (n — !)*• Einheitswnrzeln sind. 
Die so gebildeten (n -- 1)3 verschiedenen Ausdrücke A^ sind alle 
von einander verschieden, und unterscheiden sich auch nicht 
bloss durch einen constanten Factor. Sie sind überdies als 
^Wctionen von Oj, ocj, Og unzerlegbar. Das Product aller dieser 
Functionen A^: 


D = nA. 
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ist aber eine rationale Function der «i, 03 vom Grade 3 (n — 1)*. 

Diese Function ist ausserdem unzerlegbar. Denn irgend ein 
rationaler Factor Dj von D musste durch A theilbar sein, und 
da in Z)i alle Vertauschungen ( 7 ) gestattet sind, so muss Di 
auch durch alle J.., und folglich durch D theilbar sein. D geht 
aber aus der Discriminante von / hervor, wenn man darin über 
die Coefficienten die Annahme ( 3 ) macht Da diese specielle 
Discnminante unzerlegbar ist, so gilt dasselbe auch von der 
allgemeinen. 

Die Punkte der Curve /, deren Coordinaten den Bedingungen 
(1) genügen, heissen singuläre Punkte. 

Man kann auch die Frage aufwerfen, unter welcher Bedingung 
es möglich ist, dass auf einer Gurve unendlich viele singuläre 
Punkte Vorkommen. Damit dies emtntt, muss zunächst das 
EüminationBresultat von einer der Unbekannten, etwa von 
aus den zwei Gleichungen f{Xi) = 0, = 0 identisch ver- 

schwinden, d. L die beiden Functionen f{x^ und/'(a;j) müssen, 
als Functionen von betrachtet, einen gemeinschaftlichen Theiler 
haben, und nach Bd. I, §. 20 müssen sie daher auch einen (nicht oon- 
stanten) gemeinsamen Theüer im Gebiete der Formen von x^^x^^x^ 
haben. Dieser Theiler muss dann wieder, wie aus denselben 
Erwägungen hervorgeht, einen gemeinschaftlichen Theiler mit /, 
oder, was dasselbe ist, mit f{x^) haben, und es ergiebt sich 
also, dass nur dann unendlich viele singulare Punkte vorhanden 
sein können, wenn die vier Formen /, /'(oq), /'(a?,), /'(arg) einen 
gemeinschaftlichen Theiler haben. 

Es sei nun u ein solcher gem_eiiiachaftlicher Theiler, den wir 
als irreducibel voraussetzen. 

Wir setzen 


/(^i 

/(*.)=. + . 5^ 

. dv , du 
^ “ 3^ + '57, 

und diese Gleichungen zeigen, da u irreducibel ist nnd daher 
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keinen gemeinsohaftlichen Theiler haben können, dass v durch u 
theilbar sein muss, d. ln es können nur dann unendlich viele 
singuläre Punkte Vorkommen, wenn /(a^i, ajg, x^) einen quadra- 
tischen Theiler hat In diesem Falle sagen wir, dass die 
Curve / einen doppelt zählenden Bestandtheil enthält. 

Um die geometrische Bedeutung der singulären Punkte zu 
erkennen, denken wir uns die Function / nach Potenzen der 
einen Variablen geordnet: 

(8) /(aJi, a:,) = a5/o + a^“Vi + aJ~V»H > 

worin /o, /i, /a, . . . binäre Formen der Variablen %, sind, 
deren Grad durch den Index angegeben ist, so dass /o eine Con- 
stante, fi eine lineare, /j eine quadratische Form ist u. s. f. 

Wenn nun ein singulärer Punkt vorhanden ist, so können 
wir wegen der Invarianz dieser Eigenschaft annehmen, dass 
dieser Punkt in die Ecke rcj = 0 , a:, = 0 des Coordinaten- 
dreiecks, die wir mit §3 bezeichnen wollen, falle.' Dann müssen 
/o und fl verschwinden, und wenn wir dann = 0 setzen, so 
erhält die Gleichung / = 0 den Factor Dies besagt, dajss 
zwei der Schnittpunkte der Lime rCi — 0 in dem singulären 
Punkte zusammenfallen. Die Linie x^ = 0 kann aber jede durch 
den singulären Punkt hindurchgehende Gerade sein, und so folgt, 
dass der singuläre Punkt die Eigenschaft hat, dass jede durch 
ihn hindurchgehende Gerade die Curve dort in zwei zusammen- 
fallenden Punkten schneidet. 

Aus diesem Grunde nennt man die singulären Punkte auch 
Doppelpunkte. Damit ist aber moht ausgeschlossen, dass auch 
mehr als zwei Schnittpunkte Zusammenfällen können, wodurch 
die höheren Singularitäten entstehen. 

An die Form der Gleichung (2) knüpfen wir noch einige in 
der Folge wichtige einfache Betrachtungen. 

Wenn der Punkt fa auf der Curve / Hegt, aber kein sin- 
gulärer Punkt ist, BO muss die Constante /o verschwinden, und 
fi = 0 ist die Gleichung der Tangente der Curve in diesem 
Punkte. Nehmen wir diese Tangönte für die Lime iCi = 0 , so 
lautet die Gleichung der Curve, wenn wir einen constanten Factor 
gleich 1 annehmen:. 

( 9 ) f = + + = 

Wenn die quadratische Form /a durch Xi theilbar ist, so 
erhält die Gleichung (3) für Xi 0 den Factor rCj, und der 
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Punkt Iß zählt als dreifacher Schnittpunkt von = 0 mit der 
Curve. Ein solcher Punkt heisst ein Wendepunkt oder In- 
flexionspunkt der Curve /, und = 0 heisst die Wende- 
tangente. Die Wendepunkte gehören nicht zu den singulären 
Punkten, 

Ist der Punkt ein Wendepunkt und iCi = 0 die Wende- 
tangente, so hat / die Gestalt 

(lOj / = g; -f a;* 

worin q> eine Form (n — 1)*®“, ^ eine Form (n — 3)^ Grades ist 
Umgekehrt ist, wenn f diese Form hat, der Punkt ein 
Wendepunkt, und = 0 die Wendetangente. 

Eine gerade Linie, die die Curve f in zwei getrennten 
Punkten berührt, heisst eine Doppeltangente. Nehmen wir 
eine solche Doppeltangente zur Linie a?8 = 0 ^nd die Berührungs- 
punkte als die auf = 0 gelegenen Ecken des Coordinaten- 
dreiecks, so muss, wenn iCß = 0 in / = 0 eingesetzt wird, eine 
Gleichung entstehen, die sowohl als zum quadratischen 
Factor hat Die Function / muss also die Gestalt haben : 

(11) f = 

worin q) eine Form (n — 1)^ Grades, tif eine Form (n — 4)*“ 
Grades ist 

Etwas allgemeiner können wir auch sagen: Wenn a;ß = 0 
eine Doppeltangente ist, so kann / so dargeatellt werden: 

(12) /= aig» 

worin % = 0 die Gleichung eiuea Kegelschnittes ist Die Be- 
rührungspunkte der Doppeltangente sind die Schnittpunkte von 
-Cg = 0 und z = 0. 


§. 104. 

Fundamentale Covarianten einer ternären Form. 

Im §. 66 des ersten Bandes haben wir den Begriff der 
Livarianten und Oovaiianten einer Form kennen gelernt. Auch 
in der Geometrie spielen diese Formen eine grosse Bolle, 

Wenn durch die lineare Substitution §. 102, (1) die ternäre 
Form /(^, Xf, Xg), die wir abgekürzt auch mit f(x) bezeichnen, 
in g; (y) übergeht, und wenn wir mit o die Coefficienten von /, 
mit J die Coefficienten von gj und mit r die Suhstitutions- 
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detemuiiaiite bezeichnen, so heisst eine Form a), die sowohl 
in Bezug anf die x wie in Bezng anf die a homogen ist, eine 
Covariante von f(x)^ wenn sie der Bedingung 

(1) ^(y,h) = r^9(x, a) 

genugt. Wenn insbesondere die Form von den Variablen x 
unabhängig und nur von den Coefdcienten a abhÄngig ist, so 
wird sie zur Invariante. Der Exponent A, der das Gewicht 
der Covariante heisst, ist eine ganze ZahL 

Wir haben im Bd. I, §.65 zwei bei allen Formen, deren 
Grad grösser als 1 ist, vorhandene Covariante kennen gelernt, 
nämlich die Hesse’sche Determinante 

/" /" (^, ®«). /" 

(2) ff(xi, Xt, Xg) = f" {xg, Xi\ f" (x„ xg), f"(xg, xg) , 

/" (358. ®l), f" (psg, Xg), f"(Xg, Xg) 

und die zweite Covariante 

/"(äi, «i), /"(«i, Xg), f"(xi, Xg), H'{x{) 

rfT n\— f" f" 

KP) VKX,a)- f"Kxg,Xg),r{xg,Xg\r{xg,Xg),H'{xg) ‘ 

W (a:i), H' (xg), H' (x,) , 0 

Endlich haben wir noch die in Bd. I, §. 66 betrachtete 
Covariante 

/'(Xg), S'(xj), G'(x,) 

(4) X(x,a)= f{Xg\H'(xg),G'ixg)- 

fixg), E' (Xg), C'ixg) 

Für diese drei Functionen drückt sich die Invarianteneigen- 
schaft in den Gleichungen aus: 

S(y, h) = r^H(x, a), 

(6) C(D,b) = reOix,a), 

■S'Cj/, i) = r»X(a;, a)^ 

SO dass wir, wenn wir das Gewicht mit A, den Grad in den 
Variablen mit v und den Grad in den Coefßcienten mit ^ be- 
zeichnen, die Zusammenstellung erhalten: 

V, (I, X 

f n, 1, 0 

3n— 6, 3, 2 

0 8n — 18, 8, 6 

E 12»— 27, 12, 9 
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§. 105. 

Die Hesse’sohe Curye. 

Die erste der emgefiihrten Oovananten H hat eine einfache 
geometrische Bedeutung, die wir jetzt kennen lernen wollen. 
Diese Untersuchung wird dadurch wesentlich erleichtert, dass 
wir, wegen der Invananteneigenschaft der Form S, nichts an 
Allgemeinheit verlieren, wenn wir dem Coordinatensysteme irgend 
eine specielle Lage gegen die Curve f geben. 

Legen wir die Ecke |a des Coordinatendreiecks m einen 
Punkt der Curve /, der nicht zu den singulären gehört, und 
wählen die Tangente in diesem Punkte zur iCi-Axe, so erhält 
nach §. 103, (8) die Form / den Ausdruck; 

( 1 ) /= (aa;>-|- 2 ftaj, 4- ca;iO-l- a:J "V b + •• - i 

worin Ä, fl, 6, ß Constanten sind, von denen ä von Null ver- 
schieden ist, und /s eine binare cuhische Form von x^. 

Wenn wir hiernach die nach absteigenden Potenzen von 
geordnete Function H berechnen : 

(2) H= + • • -1 

so findet sioh 

/Q\ J3^ == — 2 (fl — 

^ ^ — + l)(n^2)Ä(6»— aß)a:i. 

Die durch die Gleichung H= 0 dargestellte Curve heisst 
die Hesse’sche Curve der Curve /. Die Formeln (2) und (3) 
zeigen, dass die Hesse’sche Curve dann und nur dann durch den 
Punkt ga hindurohgeht, wenn Eq = Q, also c = 0, dL h. nach §. 103, 
wenn dieser Punkt ein Wendepunkt ist' Aus dem Ausdrucke für 
Hl kann man noch weiter sohliesaen, dass die Wendetangente 
Xi = 0 dann und nur dann zugleich Tangente der Curve J? = 0 
ist, wenn /i' (iCj, x^) und folglich auch /g selbst durch Xi theübar 
ist In diesem Falle wäre, wie aus (3) hervorgeht, Xi = 0 eine 
im Punkte vierpunktig berührende Tangente. Dieser 
Fall kann bei den Curven dritter Ordnung nur dann Vorkommen, 
venn / durch Xi theübar ist, also niemals hei einer irreduciblen 
lurve dritter Ordnung. 

Die Hesse’ache Curve geht ausser durch die Wendepunkte 
looh durch die singulären Punkte der Curve y, was hier nicht 
weiter untersucht werden soll. 
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Wenn wir also unaere Betrachtungen auf Curven f ohne 
singulären Punkt beschränken, so können wir sagen, dass jeder 
Schnittpunkt der Curve / mit ihrer Hesse’schen Curve einen 
Wendepunkt der Curve / giebt, und dass die Curve / keine 
anderen Wendepunkte hat. Wenn Punkte mit vierpunktig be- 
rührender Tangente Vorkommen, so berühren sich die Curven / 
und E, und wir können solche Punkte auffasaen als durch das 
Zusammenfällen von zwei Wendepunkten entstanden. Wenden 
wir noch das Theorem von Be z out (Bd. I, §. 57) an, so erhalten 
wir das Ergebniss: 

Eine Curve Ordnung ohne singulären Punkt 
hat 3w(n — 2) Inflexionspunkte; 
und speciell: 

Eine Curve dritter Ordnung ohne singulären 
Punkt hat neun getrennt liegende Inflexions- 
punkte. 

§. 106. 

Inflexionspunkte einer Curve dritter Ordnung. 

Es sei jetzt / = 0 die Gleichung einer Curve dritter Ord- 
lung ohne singulären Punkt Wir legen zwei der Ecken des 
loordinflrtendreiecka fi, m zwei von den neun Inflexionspunkten 
md nehmen die entsprechenden Inflexionstangenten für die 
Seiten x^. Dann muss sich /, wenn Xi = 0 oder x^ = 0 gesetzt 
rird, auf das Glied hx^ reduciren, worin }h eine Constante ist, 
ind folglich müssen alle Glieder, die in der oubischen Form 
men von Null verschiedenen Coefficienten haben, ausgenommen 
-iTg®, durch x^x^ theilbar sein. Demnach erhält / die Form 

/(iTi, iCj, rTa) = -j- Oj Ja + + ÄOJj®, 

miin fli, Oj, Os Oonstanten sind. Daraus aber geht hervor, dass 
le gerade Linie 

UiJi = 0 

leichfalls Inflexionstangente der Curve f ist, und dass ihr 
chnittpunkt mit der Linie x^ = 0 ein dritter Inflexionspunkt 
t. Dieser Punkt ist von den beiden ersten |a verschieden, 
eil weder Oi noch 0 sem kann, wenn die Curve keinen 

ngularen Punkt hat Wir wollen dieses wichtige Resultat in 
orm eines Satzes aussprechen: 
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1 . Wenn man irgend zwei Inflexionepunkte einer 
Curve dritter Ordnnng ohne singulären Punkt 
durch eine gerade Linie verbindet, so schneidet 
diese gerade Linie die Ourve in einem dritten 
Inflexionepunkte. 

Da es neun Inflexionepunkte giebt, so gehen von jedem dieser 
Punkte vier gerade Limen ans, deren jede noch zwei weitere 
Inflexionspunkte enthält Es giebt neun solcher Büschel von 
vier Geraden, und weü jede dieser Geraden in drei Büscheln 
verkommt, so ist die Anzahl der Geraden 9 . 4 • 3 == 12 . Wir 
können demnach den Satz 1 . so ergänzen: 

2 . Die neun Inflexionspunkte einer Curve dritter 
Ordnung liegen zu je dreien auf zwölf geraden 
Linien, und durch jeden Inflexionspunkt gehen 
vier von diesen Geradem 

Aus dem Ausdruck ( 1 ) können wir eine canonische Dar- 
stellung für die cubische Form / herleiten: 

Wir bezeichnen mit e eine imaginäre dritte Einheitswurzel 
und führen zwei Variable ein, die durch die Gleichungen 

^ (h^i = — yB<h^ 

definirt sind, woraus noch folgt: 

(3) (<*i ^ 4” ^ ^ "t" ^a — Vs ^ 

Die Variablen 02 sind durch ( 2 ) als lineare Functionen 
von iCi, iTg, iCa bestimmt, und die linearen Functionen 0 i^ £(,, 
sind als Functionen von a?j^, iCj, x^ hnear unabhängig. Wenn wir 
(2) und (3) in ( 1 ) emführen, so ergiebt sich 

<h(hf— 0^01 g^Xg.' 

Diesem Ausdrucke giebt man eme mehr symmetrische Ge- 
stalt, indem man für j?i, 0 ^) drei neue lineare Functionen 
yn yai Vs einführt, die sich von diesen nur um constante Factoren 
unterscheiden: 

f = 9 (yi. yj, j/s) = «1 y* + fif» yj + «» ys + 6 »»yi y* y«» 

worin «i, 063 , o 6 j, m Constanten bedeuten. 

Wenn kein singulärer Punkt vorhanden ist, so können die 
Coeffioienten osg, ag nicht verschwinden, und man me 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit einander gleich, etwa = Ä, 
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ftnnehmen. Man konnte sie sogar = 1 setzen, waa aber, nm die 
Homogeneität aufrecht zu erhalten, zunächst besser nicht ge- 
schieht Wir haben also die canonische Form für die ternäre 
cubiBche Form: 

(4) (P (t/i, y,) = h(yl^ y} + y ») -\- ßmy,y, y,. 

Nach unserem AiisgangspTUikte war die Linie oder was 
dasselbe ist, y^ die Verbindungslinie dreier Inflexionspunkte. 
Solcher Limen giebt es aber zwölf, und wir können daher die 
Lime y^ auf zwölf Arten wählen. Setzen wir aber oder y, an 
Stelle von yg, so bekommen wir dieselbe Darstellung m der 
canoniflchen Form, und es giebt also nur vier wesentlich ver- 
schiedene Arten dieser Darstellung (abgesehen von dem will- 
kürlichen Ä), d. h. vier Arten, die Limen y^, y^, yj zu bestimmen. 
Wir haben daher den Satz: 

3. Eine ternäre cubische Form/('ri, deren 

Disoriminante von Null verschieden ist, lasst 
sich auf vier verschiedene Arten in die cano- 
nische Form 

9 {Viy ifi, y») = Ä (yi» + y * -f y 8) + 6 m yj y, y, 

transformiren. 

Da auf jeder der Linien y^ == 0 , y, = 0 , 1/3 = 0 drei 
Inflexaonspunkte liegen, so ist das Problem der Inflenonspunkte 
wesentlich identisch mit dem der Transformation der cubischen 
Form / auf die canonische Form, mit dem wir uns zunächst be- 
schäftigen woUehi). 


§. 107. 

Transformation der cubischen Form auf die 
canonische Form, 

Um die Transformation der cubischen ternären Form auf die 
canonische Form durchzufiihren , d. h. auf die Lösung gewisser 

Ans der Literatur über die Wendepunkte der Cnrven dritter Ord- 
nung und über die Tbeorie der tem&ren oubiaohen Formen erwübnen wir 
auBBer den älteren Arbeiten von Newton und Mao Laurin, HesBe, 
„Ueber die 'RliTnination eto.“ und „Ueber die Wendepunkte der Cnrven 
dritter Ordnung“, Orelle’a Journal, B(L 28 (1844) (Geflammelto Werke, 
München 1897 ) Aronhold, Theorie der homogenen Functionen Grades 
von drei Verftnderhohen, Orelle’a Journal, Bd. 56 (1868) Salmon, Higher 
plano ourveB (deutaoh von Fiedler). 

Wabei, Algebra IL 
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algebraischer Gleichungen zurückzufiihren , müssen wir zunächst 
die Covananten für die canoniaohe Form bilden. 

Es sei also 


?> (») = Ä + y» + y!) + 6 myi y, ye, 

wofür wir zur Abkürzung auch setzen. 


(1) g>(!/) = Ä^y» + 6wyiy,y„ 

indem wir unter dem Zeichen 2 ome Summe über drei durch 
cyklische Vertauschung der Variablen j/g aus dem ersten 

gebildete Glieder verstehen. 

Die Hesse’sche Co Variante wollen wir zur Vereinfachung 
der Formeln mit einem geeigneten numerischen Factor multi- 
pliciren und demnach 


( 2 ) 




fiu /i 85 /iB 
/an /aa» /aa 
/aai /»ai /aa 

setzen, worin fi^ für steht. Für die canonische Form 

erhalt man hieraus durch einfache Rechnung 


(3) ^(f/) = — Am32i/^ + (Ä9 + 2w8) y-^y^y^. 

Daraus leiten wir die zweite Covariante G (§. 104) her, in 
der wir gleichfalls einen numerischen Factor einfohren, und 
demnach 


(^) 



fw’i /la» /i8i 

yiii yis: ^aBj 

/all /aai /aa? 
^1, ^8, 0 


etzen, worin für d* (Xi) steht. Auch diese Covariante muss 
in der canonischen Form dargestellt werden, was keine Schwierig- 
keit hat, wenn man die Determinante nach der Formel Bd. I, 
§. 26, (12) bildet Man findet so: 

(5) J{y) = — Afl(Ä3 + 8m»)s2yj?!/8* 

-|- 3 (6 Aß + 26A»m8 — 4mß) y^y^y^ 

+ Am (2 Aß + 6 Aöm» -f- 20 mß) y^ y^ y^ 2 yl 

+ 9Aa,n6 (Lyiy. 

Danach lassen sich die drei symmetrischen Functionen 
Vi Vi y»! 2 Vit 2 y^ durch die drei Formen qi (y), ^ J (t/), und 

also auch durch die entsprechenden Formen in den ursprüng- 
lichen Variablen die wir kurz durch /, J bezeichnen, nach 
den Invariantenrelationen 
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(6) 9 (j/) = /. ^{y) — Jiy) = 

ansdruckeiL Man erhält zunächst aus (1) und (3): 

(7) (Ä9 + 8 w«) t/i ya j/g = w»/ + rM, 

(8) A (A® + 8m9) Sy® = (A* + / — 6 

und sodann aus (5) 

(9) A2(A» + 8m9)»2y«y« = 

(2A3-}-m9) tw8 (2A8 — Öw®) r* 

Sehr einfach ist nun die Berechnung der dritten Covanante 
K (§. 104) für die canonische Form. 

Wir führen auch hier einen vereinfachenden numerischen 
Factor ein, und setzen 

/n 

(10) K= K{x)= — /a, , 

/a, Ja 

worin /i, die Ableitungen nach x\ bedeuteiL Für die 

canonische Form ist dann 

(11) K(y) = r^K 

Um K(y) zu finden, brauchen wir nur die Functionaldeter- 
minante aus den linken Theilen der Formeln (7), (8), (9) zu 
bilden, woraus sich mit Anwendung einfacher Detenninantensätze 
ergiebt (Bi I, §. 25, §. 30)- 

1^ S^i» J// 

K(y) = — Ä« (Ä» + 1, y», y« , 

1, yS, yt 

und mithin ist 

(12) r9X= A8 (A9 + 8^9)« (y® - y») (y« - y39) (y8 _ yS). 

Zu bemerken ist noch zu diesen Formeln, dass der in ihnen 
auffcretende Factor A (A» -|- 8 m^) dann und nur dann ver- 
schwindet, wenn die Curve / einen singulären Punkt hat. Denn 
ein singulärer Punkt wird bestimmt durch die drei Gleichungen: 

Ayi*4-2»»yay, = 0, Ay»+ 2mysyi = 0, Äy,*+2t»yiya = 0, 
und diese drei Gleichungen sind mit einander verträglich, wenn 
A» -|- 8tn9 = 0. (Ist z. B. A = — 2»?^, so sind sie befriedigt, 
wenn y^ = y, = yg ist.) 

Der Coefficient A kann für eine gegebene Form / jeden 
vorgeschriebenen von Null verschiedenen Werth haben, und erst 

26 * 
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wenn dieser Werth gegeben ist, ist das Problem bestimmt Wir 
wollen der Einfachheit halber jetzt Ä = 1 setzen, und erhalteu 
aus (7) bis (9) dos Resultat: 

Setzt man 


— 5 w*)mr*/z/-4-3w*r^^2 — r«e7 

(l + 8ma)s 


(18) 




(1 + 2mi»)/ — 

1 8 fw® 


l + 8fn* ’ 


so Bind y®, yg®, j/g® die Wurzeln der cubisohen Gleichung 


(14) m9 — Qu^ -f- Ptt — Ä® = 0, 

und die Discrimmante dieser cubischen Gleichung ist nach (12): 


(15) 


j) — 

' ~ (1 + 8 w *)8 


Die Goefficienten der cubischen Gleichung sind bekannt, 
sobald m\ inr\ r«, oder auch, wenn w und r® bekannt sind- 
Ist dann die Gleichung (14) gelost, so sind yi, y,, yg bis auf 
dritte Einheitswurzeln, die aber der Relation y^ y* yj = P 
genügen müssen, bestimmt und weiter können auch diese Grössßn 
der Natur der Sache nach nicht bestimmt werden. 

Wenn die Curve / eine reelle Curve ist so ergiebt sich aus 
den Formeln (13) und (16) noch der Satz, dass, wennwundr 
reell sind, positiv ist, und folglich die Wurzeln der 
Gleichung (14) alle drei reell sind. 

Druckt man die DiscriminaTite B^ durch die Goefficienten 
P, B der Gleichung (14) aus, so flieset aus der Formel (16) noch 
das Resultat man das Quadrat der Govariante K als ganze 
rationale Function der Govarianten J ausdrücken kann. 

Der Ausdruck wird ziemlich complicirt und soll hier nicht weiter 
verfolgt werden. 

Um aber die biquadratische Gleichung zu bilden, von der 
m und r abhangen, ist es nothig, auf die Invarianten der ternären 
Formen dritter Ordnung näher einzugehen. 
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§. 108. 

Die Invarianten der Curve dritter Ordnung und die 
biquadratische Gleichung. 

Alle Gurren dritter Ordnung, deren Gleichung in der cano- 
niflchen Form durch dieselben Grössen 2 y^ linear dar- 

gestellt werden kann, haben dieselben Punkte zu Wendepunkten, 
beispielsweise also die Gurren / = 0 und ^ = 0^ und allgemeiner 
alle Gurren der Schaar , 

(1) F = A/ -|- = 0, 

wo A, ft behebige Parameter sind. Alle Gurren dieser Schaar 
schneiden sich in neun festen Punkten, und eine solche Schaar 
wird eiu Gurvenbüschel genannt Die neun festen Punkte, die 
für alle Gurren des Büschels die Wendepunkte sind, heissen die 
Grundpunkte. Bilden wir von der Form F die Hesse’sche 
Determinante, so wird auch diese Form linear durch 2 y® und 
ViViVi ausgedruckt und kann daher nach §. 107, (7) und (8) 
auch linear durch f und ausgedrückt werden, d. h. wir erhalten 
eine Form desselben Büschels. 

Wir setzen demnach diese Determinante 

( 2 ) = 

worin L und M binare Formen 3^ Grades von A, ft sind. 

Wenn wir eine behebige hneare Transformation auf die 
Variablen x an wenden, so ist, wegen der Invarianteneigenschaft 
der Function /d 

(3) (j/, l) = (ic, a), 

und daraus folgt, dass die Goef&cienten der einzelnen Potenzen 
und Products von A, ft Govananten der ursprünglichen Form 
sind, und die Goefficienten i, M von / und ^ in diesen Aus- 
drücken, die rational von den Goefficienten a der Form / ab- 
hangen, sind daher Invarianten dieser Form. Wir haben darin 
ein Mittel, diese Invarianten thatsachhch zu berechnen. 

Bezeichnen wir namhch mit a^, Ai^ Bi die Goefficienten der 
einzelnen Potenzen und Products der Variablen x in A und 
so ergiebt sich aus (2) ein System von zehn Gleichungen: 
Ldi — |— JA Ai = Bi^ 

woraus L und JA bestimmt werden können. Man erhält , wenn 
t, Ä zwei verschiedene Indices sind, 
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. , L(aiÄii — = BiÄk — 

^ M(aiÄ]s — dkM) = — SiOj, -|- 'JBfcO*. 

Daraus schliesst man noch, dass L, M ganze Functionen 
der Coeffidenten a< sind- Denn in (4) sind die rechten Seiten 
ganze Functionen, und wenn also L oder üf, in der einfachsten 
Gestalt dargestellt, noch einen Nenner hätten, so mussten die 
sämmtlichen Determinanten OiAx — welches ganze Func- 
tionen 4*®“ Grades der a sind, einen gemeinschaftlichen Theiler 
haben. Dass dies aber nicht möglich ist, kann man an irgend 
einem speciellen Falle nachweisen, z. B. an der Form 

/ = 3®, (aa;* + f^xf) + aas» + 6®», 
deren Hesse’sche Form: 

— (dXi + axi) — a» (ßx^ -(- bx^) 

ist Hier kommen unter den OiAk — ai^Äi z. B. die beiden Func- 
tionen 6®a* vor, die keinen gemeinschaftlichen Theiler 

haben. 

Um für die oanonische Form zu berechnen, hat man 
in §. 107, (3): 

A, m 

durch h (X — 6 wi A + (A» 2 m®) 

zu ersetzen, und man findet so: 

= — h(X — 6m®^) [fwA-f-(A8-l~2w®)/[i]® 2^1 

+ {Ä» a - 6 + 2 [m A + (Ä> + 2 y, y, j/„ 

woraus nach §. 107, (7), (8) mit Kücksioht auf (2) nach einigen 
einfachen Rechnungen folgt: 

L = — 2A*ft (Ä* — »»8) ff» — Afi* (Ä® — 20Ä8ff»> — 8ff»®) 

(5) -f" (Ä“ — 

M = A®-|-12A/i>ff»(Ä» — «»•) -j- 2 /»> (Ä® — 20Ä8ff»» — 8ff»®). 

Man bekommt also auf diese Weise nur zwei InYarianten 
vom 4*“ und 6*® Grade, nämlich in der canonisohen Form: 

(6) ff» (Ä® — fft»), Ä® — 20Ä®ff»> — 8«»®. 

Das Gewicht dieser Invarianten ist (nach Bd. 1, §. 66, (3)] 
gleichfalls 4 und 6, und wenn wir sie sJso in der allgemeinen 
Form mit S und T bezeichnen und h = 1 setzen, so findet sich 

ff» (1 — «»«) = r* 8, 

1 — 20 «»» — 8 ff»» = v® T. 


( 7 ) 
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Für L und M erhält man aus (5) die Darstellung: 

L = — 2 SAV — + 8 

^ ^ M= A» + 12 SA^i« + 2 T/i3. 

Die Functionen S und T vom 4*®^ und Grade sind zuerst 
von Aronhold berechnet worden. Wir wollen die langen Aus- 
drucke nicht hierher setzen, betrachten aber diese beiden Grössen 
jetzt als bekannt und gegeben. 

Aus (7) lässt sich eine biquadratische Gleichung ableiten 
für das Verhältniss w® : r“. Man findet nämhch daraus: 


mö — w® = r^m^S 

(9) — 2 ^ 

— 20m^ — 8 m® = r^m^T. 

Wenn man daraus m“ und eliminirt, so findet man 

(10) 27 m® + 18 Sm*r^ + Tm^r® — = 0. 


Diese Gleichung erhalt eine einfachere Gestalt durch die 
Substitution 

( 11 ) ^ = 

Sie wird dann 


(12) -f 6 — 3 5f3 = 0. 

Diese biquadratische Gleichung hat die Eigenschaft ^ dass 
ihre erste Invariante d. = 0 ist, und dass ihre Discriminante 
(Bd. I, §. 52) 

(13) A = — 27 (T* + 64 = — 27 D“, 

also stets negativ ist Die Grösse D = T> + 64 S® erhalt für 
die canonische Form nach (6) den Ausdruck: 

(14) A8(Ä» + 8m8)8, 

und kann also nicht verschwinden, so lange die Curve f keinen 
singulären Punkt hat Sie ist wiö die Gradvergleichung in Ver- 
bindung mit der im §. 103 bewiesenen Irreduoibilität zeigt, die 
Discriminante der Form f. 

Aus (13) ergiebt sich nun, dass die biquadratische Glei- 
chung (12) bei reellen Curven / eine negative Discriminante, und 
folglich (Bd. I, §. 84) zwei reelle und zwei conjugirt imaginäre 
Wurzeln hat, und weil das Product aller vier Wurzeln — 3 
negativ ist, so ist von den reellen Wurzeln eine positiv, 
eine negativ. 



408 


Zwölfter Abflchniti. 


§. 108 


Aus 0 kann man mit Hülfe von (11) und der ersten Glei- 
chung (7) die beiden Grossen m und r berechnen. Man erhält so 

0^ 3 0 27 0 

(16) »»’ = 9 g ”»’■* = 95 _|_ ’■* = (9 5 _|_ 

und hier konnte, wie man aus (12) schliesst, wenn man 
0 ^ = — d S setzt, 9 S 0 ^ nur dann verschwinden, wenn ent- 
weder S oder D Null ist Damit sind die Coefficienten P, P» 
der oubischen Gleichung §. 107, (14) emdeutig durch 0 und durch 
bekannte Grossen bestimmt, und für die reelle positive Wurzel 0 
wird tn und r reell, und folglich auch yi, yg reelL 

Eine leichte Ausnahme bildet der Fall 5 = 0, in dem eine 
Wurzel der Gleichung (12) verschwindet, und die zweite reelle 
Wurzel —1?^ wird, und fiir die zugehörigen Werthe von m und 
r0 erhält man aus (7) und (11) 

1 — 27 

w = 0, 1; r8 = y, y ; 

je nachdem also T positiv oder negativ ist, fallt der erste oder 
der zweite Werth von r reell aus, und im Wesentlichen bleibt 
Alles wie vorher. 

Es ergiebt sich hieraus der Satz: 

Jede reelle ternäre cubische Form mit nicht ver- 
schwindender Discriminante kann durch eine reelle 
Transformation auf die reelle canonisohe Form gebracht 
werden. 

Man kann jetzt leicht die Coordinaten der Wendepunkte in 
dem canonischen Coordinatensysteme angeben. Man erhält sie, 
wenn man in der Gleichung 

yl + Vi + yl + = 0 

je einmal yi, yj, yj = 0 setzt. Da eine der nicht verschwindenden 
Coordinaten = 1 gesetzt werden kann, so findet man, wenn e 
eme imaginäre dritte Ei nh eitswurzel ist, die folgenden Werthe 
der Coordinaten (yj, y^, y^). 

(0, 1,-1), (0, 1,-fi), (0, 1,-6^), 

(16) (- 1, 0, 1), (- s, 0, 1), (- €*, 0, 1), 

(1, -1,0), (1, -fi, 0), (1,-6*, 0), 

Tmd es folgt daraus, dass immer drei der Inflexionspunkte 
reell und sechs imaginär sind. 
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In der Tabelle (16) liegen je drei m einer Zeile stehende 
Punkte auf einer Geraden, nämlich auf den Geraden 

yi = 3/2 3/3 

Es ist danach leicht, auch die übrigen Tripel von Punkten 
zusammen zustellen, die auf einer geraden Linie liegen, und damit 
diese zwölf Linien zu bestimmen. Man hat dabei nur immer 
solche Punkte zusammenzustellen, deren Coordinaten eine ver- 
schwindende Determinante geben. Man kann diese zwölf Linien 
auf vier Arten in Tripel anordnen, so dass in jedem Tripel alle 
neun Inilexionspunkte verkommen. Das erste dieser Tnpel wird 
von den Zeilen von (16) gebildet Die drei anderen lauten so: 



(0, 1,-1), 

(-1,0, 1), 

(1,-1,0), 

(17) 

(0, 1, - 

(-£,0. 1), 

(1, — fi , 0), 


(0-, 1, — £»), 

(-£»,0, 1), 

(1,-6», 0), 


(0, 1, - 1), 

(—6,0, 1), 

(1,-6*, 0), 

(18) 

(-1, 0, 1), 

(1, — 6, 0), 

(0, 1, -6»), 


(1, - 1, 0), 

(0, 1, - 6), 

(-6>, 0, 1), 


(0, 1,-1), 

(-6*, 0,1), 

(1, — 6, 0), 

(19) 

(-1, 0, 1), 

(1,-6*, 0), 

(0, 1, - 6), 


(1,-1, 0), 

(0, 1,-6«), 

(- 6, 0, 1). 


Von den geraden Linien (16) enthält jede einen reellen 
und zwei conjugirt imaginäre Punkte, und alle drei Linien sind 
reelL Von den Geraden (17) enthalt die erste die drei reellen 
Punkte und ist reell, während die beiden anderen conjugirt 
imaginär smd. In (18) und (19) sind alle drei Limen imaginar, 
und zwar sind die Linien von (18) conjugirt zu den Linien 
von (19). 

Eine noch übersichtlichere Bezeichnung ist folgende. Wenn 
f und 7^ je ein volles Restsystem nach dem Modul 8 durch- 
laufen, etwa 0, 1, 2, und zwei nach dem Modul 3 congruente 
Zahlen als nicht verschieden angesehen werden, so giebt es neun 
Combinationen (^, die wir als Bezeichnung für die neun 
Wendepunkte benutzen können, Setzen wir fest, dass (|, rf) und 
(72, 5) conjugirt imaginäre Wendepunkte, also (0, 0), (1, 1), (2, 2) 
die drei reellen bedeuten, so erhalten wir aus (16) bis (19) 
folgende Tabelle, in der wieder die in einer Zeüe stehenden 
Wendepunkte auf emer geraden Linie liegen: 
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( 20 ) 


( 0 , 0 ) ( 1 , 2 ) ( 2 , 1 ) 
( 1 , 1 ) ( 2 , 0 ) ( 0 , 2 ) 
( 2 , 2 ) ( 0 , 1 ) ( 1 , 0 ) 

( 0 , 0 ) ( 2 , 0 ) ( 1 , 0 ) 
( 1 , 1 ) ( 0 , 1 ) ( 2 , 1 ) 
(2, 2) (1, 2) (0, 2) 


( 0 , 0 ) ( 1 , 1 ) ( 2 , 2 ) 
( 1 , 2 ) ( 2 , 0 ) ( 0 , 1 ) 
( 2 , 1 ) ( 0 , 2 ) ( 1 , 0 ) 

( 0 , 0 ) ( 0 , 2 ) ( 0 , 1 ) 
( 1 , 1 ) ( 1 , 0 ) ( 1 , 2 ) 
( 2 , 2 ) ( 2 , 1 ) ( 2 , 0 ). 


Man sieht hierauB, dass drei Wendepuntte (fi, 

(Sa» Vs) dann anf einer geraden Linie Hegen, wenn 

die beiden Congmenzen 


( 21 ) 

erfüllt sind- 


+ Sa ”1“ Ib = Ö 

+ ^9 + ^8 = 0 


(mod 3) 


Man kann die Bezeichnnng der vier Systeme von geraden 
Linien anch aus dem einen Schema 


( 0 , 0 ) ( 1 , 2 ) ( 2 , 1 ) 

( 1 , 1 ) ( 2 , 0 ) ( 0 , 2 ) 

( 2 , 2 } ( 0 , 1 ) ( 1 , 0 ) 

ableiten, wenn man die Zeilen, die Colonnen und die je drei 
den positiven und negativen GHedem der Determinantenbildung 
entsprechenden Combinationen aufstellt. 


§. 109. 

Tripelgleichungen. 

Das System der neun Wendepunkte hat die Eigenschaft, 
dass man aus zwei beHebigen von ihnen einen ganz bestimmten 
dritten auf rationalem Wege ableiten kann. Dies druckt sich 
als eine Eigenschaft der Gleichung 9^ Grades aus, von der die 
Bestimmung der Wendepunkte abhängt, die z. B. die Absoissen 
dieser Punkte zu Wurzeln hat. Wir stellen folgende Defini- 
tion anf: 

Eine Gleichung ohne gleiche Wurzeln heisst eine 
Tripelgleichung, wenn je zwei ihrer Wurzeln eine dritte 
bestimmen, so dass jede Wurzel eines solchen Tripels 
rational durch die beiden anderen ausgedrhokt werden 
kann, und zwar so, dass man in einer Gleichung 
(1) Xj = & (Xi, Xt), 
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in der 0 eine festgehaltene rationale Function bedeutet, 
für aq, die Wurzeln irgend eines Tripels in be- 

liebiger Reihenfolge setzen kanni). 

Die Gleichung, von der die Wendepunkte abhängen, ist eine 
Tripelgleiohung 9*®^ Grades. Es giebt aber auch Tripelgleiohungen 
von anderem, z. B. vom 7^ Grade, zu denen die im vorigen 
Abschnitte betrachteten gehören^). 

Wir wollen hier nur auf die Tripelgleiohungen 9*®“ Grades 
eingehen, und zunächst zeigen, wie sich aus der Tripeleigenschaffc 
die Bezeichnung und Anordnung der Wurzeln ableiten lässt, die 
wir ün vorigen Paragraphen für die Wendepunkte kennen gelernt 
haben. 

Jede der neun Wurzeln kommt in vier Tripeln vor, und im 
Ganzen existiren daher 4.9:3 = 12 verschiedene Tripel, Nehmen 
wir ein beliebiges von diesen Tripeln und bezeichnen dessen 
Wurzeln mit 

( 0 , 0 ) ( 1 , 2 ) ( 2 , 1 ). 

Dann sei (1, 1) eine beliebige vierte Wurzel, Diese bestimmt 
mit den drei ersten zunächst drei Tripel, die wir mit 

( 1 , 1 ) ( 0 , 0 ) ( 2 . 2 ), ( 1 , 1 ) ( 1 , 2 ) ( 1 , 0 ), ( 1 , 1 ) ( 2 , 1 ) ( 0 , 1 ) 
bezeichnen, und es bleiben noch zwei Wurzeln übrig, die das 
vierte Tnpel mit (1, 1) bUden, und das wir nun mit 

( 1 , 1 ) ( 2 , 0 ) ( 0 , 2 ) 

bezeichnen. 

Wir suchen nun das durch (0, 0), (2, 0) bestimmte Tripel 
In diesem können keine Wurzeln verkommen, die mit einer der 
beiden Wurzeln (0, 0), (2, 0) in einem der schon bestimmten Tripel 
verkommen, also nicht 

( 1 , 2 ), ( 2 , 1 ), ( 1 , 1 ), ( 2 , 2 ), ( 0 , 2 ), 

und es bleibt für die dritte Wurzel dieses Tripels nur (0, 1) 
oder (1, 0) übrig, und dieselben beiden Wurzeln bleiben auch nur 

Die Tripelgleiohimgeii 9 tan Grades sind zuerst behandelt von 
Hesse in der Abhandlung: „ Algebraische Auflösung derjenigen Gleichung 

Grades eto.“ m Orelle’s Journal, Bd. 84 (1047), gesammelte Werke, 
S. 187. 

“) VgL Nöther, Mathem. Annalen, Bd. 16 (1870): „Ueber die Glei 
ohungen 8*^ Grades und ihr Auftreten in der Theorie der Curven vierter 
Ordnung.“ 
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übrig für das durch (0, 0) (0, 2) bestimmte Tripel. Da wir aber 
noch (0, 2) mit (2, 0) vertauschen können, so beschränken wir 
die Allgemeinheit nicht, wenn wir die zwei weiteren Tripel 

( 0 , 0 ) ( 2 , 0 ) ( 1 , 0 ), ( 0 , 0 ) ( 0 , 2 ) ( 0 , 1 ) 
annehmen. Nun bestimmen wir die Tripel, die (1, 0) enthalten, 
von denen zwei schon bekannt sind. Die beiden anderen 
müssen die Wurzeln (2, 2), (0, 1), (0, 2), ‘(2, 1) enthalten. Da aber 
(0, 1) (1, 0) (0, 2) und (0, 1) (1, 0) (2, 1) keine Tripel sind [wed 
(0, 1) (0, 2) das Tnpel (0, 0) (0, 2) (0, 1) und (0, 1) (2, 1) das 
Tripel (1, 1) (2, 1) (0, 1) bestimmt] , so haben wir die weiteren 
Tripel 

( 2 , 2 ) ( 0 , 1 ) ( 1 , 0 ), ( 1 , 0 ) ( 0 , 2 ) ( 2 , 1 ) 

Ebenso ergiebt sich 

( 0 , 1 ) ( 2 , 0 ) ( 1 , 2 ). 

Endlich bilden wir noch je ein (0, 2) und (2, 0) enthaltendes 
Tripel 

( 0 , 2 ) ( 1 , 2 ) ( 2 , 2 ), ( 2 , 0 ) ( 2 , 1 ) ( 2 , 2 ), 
womit alle zwölf Tripel, und damit die Anordnung §. 108, (20) 
bestimmt sind. 


§■ 110 . 

Die Gruppe der Tripelgleichungen. 

Es soll nun die Galois’sche (üruppe P der Tripelgleichungen 
bestimmt werden. Zunächst ist klar, dass in dieser Gruppe nur 
solche Permutationen Vorkommen, bei denen jedes Tnpel wieder 
in ein Tnpel übergeht. Denn nehmen wir an, die Wurzeln emes 
Tripels Xi, Xt, Xg gehen durch eine Permutation in yi, y*, ys 
über, so folgt, da diese Permutation auf die Gleichung (1) §. 109 
anwendbar ist, 

yi = ® (j/s, y»), 

und folglich ist y^ die dritte Wurzel des durch y^, bestimmten 
Tripels. 

Gehen wir nun zu der Bezeichnung für die Wurzeln: 

( 1 ) ® = 

über, so ergiebt sich aus der ZuBammenstelluiig der Tripel in 
den §§. 108 und 109, dass drei Wurzeln 

(2) = (li, iji), X, = (|„ 9jj), sog = da, TJ,) 
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immer dann und nur dann ein Tripel bilden, wenn 

( 3 ) (””^ 3 ). 

Vi + + = ^ 

Nennen wir eine Permutationsgruppe der (f, ?/), deren Sub- 
stitutionen alle der vollständigen linearen Congruenzgruppe für 
den Modul 3 angehören (§. 94). eine lineare Gruppe, so gilt 
der Satz: 


1. Die Gruppe P einer Tripelgleichung ist immer 
linear. 

Nach §. 93 lasst sich jede Permutation der Grossen (f, rj) 
überhaupt in der Form darstellen: 


(4) S' = 9> (I, ’J). 1?' = ^ (I. V) (™od 3), 

worin % ganze, ganzzahlige Functionen der Yanablen tj 

sind, deren Glrad in Bezug auf keine der Vanablen den Werth 2 
ubersteigt. Ordnen wir diese Functionen nach t], so können 
wir setzen: 

(6) I' = ät}^ -j- Bri 0, ff ~ A'fi^ -f- B'fi -(- C, 
wonn j4, B, C, A\ B\ 0' ganze Functionen von höchstens 
vom 2**“ Grade sind. Wir wollen in den Gleichungen (4) die 
Variable | festhalten und = 0, 1, 2 setzen, d. h. wir wenden 
(6) auf das Tripel (|, 0) (|, 1) (|, 2) an. Die entsprechenden 
(£i, »?i), (li, ^sÖ miiBsen dann den Relationen (3) genügen, 

also : 

= 0 , = 0 ', 

^i = A-\-B+0. fii = A' + B' 0\ 

U = A-B+0, ni = A!-B'^C\ 

und daraus folgt, dass A. und für jedes | congruent mit Null 
sein müssen 

Ebenso kann Tnan schliessen, dass in den Substitutionen (4) 
kein Glied mit Vorkommen kann, und dass daher diese Sub- 
stitutionen die Form haben müssen: 


Wenn man aber diese Substitutionen auf das Tripel (0, 0) (1, 1) (2, 2) 
anwendet, und die Summe der entsprechenden und ff gleich 
Null setzt, so folgt, dass m = »»' = 0 sein muss, und dass also 
jede Pennutation der Gruppe P in der Form 
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( 6 ) 


(mod 3) 


I' = a f M + c 
+ b'r]-hc' 
entiialten sein muss, yde behauptet war. 

2. Umgekehrt gehen durch jede lineare Substitution 
von der Form (6) drei Grössen (f, rj) eines Tripels 
in drei (|', über, die gleichfalls ein Tripel 
bilden. 


Denn aus (6) folgt für irgend drei Zahlenpaare (fi, 
da» ^a)i daj Vi)' 


vl+ni-hvi 


a di-f-fa + fa) + b 
dl + £3 + fs) + b' (rii + + ^s) 


(mod 3); 


also wenn li -|- -f- Ss H“ ^a Vs Null congruent 

ist, so gilt dasselbe von den linken Seiten von (7). 

Hieraus lässt sich beweisen, dass jede Gleichung 9*^ Grades, 
deren Galois’sche Gruppe P in der vollständigen linearen Con- 
gruenzgruppe enthalten ist, eine Tnpelgleichung ist, wenn noch 
die weitere Bedingung hinzukommt, dass durch die Gruppe P 
irgend zwei gegebene Wurzeln in zwei andere gleichfalls beliebig 
gegebene Wurzeln übergehen, oder, was damit gleichbedeutend 
ist, wenn P zweifach transitiv ist 

Denn wenn P aus lauter linearen Substitutionen besteht, 
so reducirt sich P durch Adjuncüon zweier beliebiger Wurzeln 
^ = dii Vi): ^ = da» ^a) auf eine Gruppe P^, die nicht nur iCj, iCj, 
sondern auch die dritte Wurzel = (gj, des durch 
bestinimteil Tripels ungeändert lässt, und fol^ch gehört dem 
neuen RationaHtatsbereiche an, und mithin ist x^ rational durch 
Xi^ Xi ausdrückbar in der Form 


(ö) — ® (a^, 

Weim nun die Gruppe P zweifach transitiv ist, so giebt es eme 
Permutation in P, durch die Xi^ x^ in zwei beliebige andere 
Wurzeln y^, übergehen, und durch die folgHch auch a^ in die 
dritte Wurzel des Tripels übergeht, und diese Permu- 

tation ist auf (8) anwendbar. Also ist auch 


ys = ® (yi, y,> 

Wir sprechen dies als Satz aus: 

3. Jede Gleichung 9*®^ Grades, deren Gruppe linear 
und zweifach transitiv ist, ist eine Tripel- 
gleichung. 
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Durch die Permutationen einer zweifach transitiven linearen 
Gruppe kann jedes Tripel in jedes andere, und zwar in beliebiger 
Anordnung, übergeführt werden. 

Die Voraussetzung der zweifachen Transitivitkt kann auch 
so ausgedruckt werden, dass alle die Permutationen aus P, die 
eine Wurzel ungeändert lassen, die übrigen noch transitiv mit 
einander verbinden. Bezeichnen wir mit Pq die in P enthaltene 
Gruppe, durch deren Permutationen eioe der Wurzeln, un- 
geändert bleibt, so muss Pq in Bezug auf die anderen Wurzeln 
noch transitiv sem. Ist aber die Gruppe P nur einfach transitiv, 
so ist Po nicht mehr transitiv, d. h, nach Adjunction von Xq 
zerfällt die Gleichung für die übrigen acht Wurzeln m mehrere 
Factoren. Wenn die Gruppe P überhaupt transitiv ist, so kann 
hierbei Xq jede beliebige der Wurzeln sein; denn wenn tc eine 
Permutation von P ist, durch die Xq in Xi übergeht, so bleibt 
durch Pi = 3r-iPojr die Wurzel Xi ungeändert, und wenn Pq 
für acht Wurzeln intransitiv ist, so muss auch P^ für acht 
Wurzeln intransitiv sein, da sich die Permutationen von Pi von 
denen von Pq nur durch die Bezeichnung der Wurzeln unter- 
scheiden (Bd. I, §. 160, 4). 

Die einfach transitiven unter den linearen Gruppen haben 
einen specielleren Charakter als die Gruppe der Tripelgleichungen. 

Wir haben im §. 94 eine Zerlegung der allgemeinen linearen 
Congruenzgruppe für den Modul 3 kennen gelernt, an der wir 
diese Verhältnisse ubersehen können. 

Die AbePsche Gruppe die aus den Substitutionen 

(9) = 7j' = 7? + /S (mod3) 

besteht, ist gewiss nur einfach transitiv; denn wenn eine Wurzel 
durch (9) ungeändert bleiben soU, so muss a = 0, ß = 0 sein 
und olle Wurzeln blöiben ungeändert. Jede Wurzel ist rational 
durch jede andere ausdruckbar. 

Suchen wir nun in der Gruppe P die Gruppe Pq der Sub- 
stitutionen atif, durch die (0, 0) ungeändert bleibt, so enthält Pq 
nur homogene Substitutionen ui^d ist also der grösste gemein- 
schaftliche Theiler von P und der homogenen Congruenzgruppe S, 
und es ist P = Pq Q- 

Bilden wir für S die Compositionsreihe (§. 94). 

S, Si, Sj? 5^5, 
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80 ist S, = J), ( 0 _J)' seliea die Wur- 

zeln (1,1), (2, 2) nur m einander über. Durch 8^ Q kann das 
Tripel (0, 0) (1, 1) (2, 2) zwar jede Anordnung seiner Wurzeln 
erfeihren. Es kann aber nur noch in die beiden anderen Tripel 
(1, 0) (2, 1) (0, 2); (0, 1) (1, 2) (2, 0) ubergehen. 8^ Q ist also nur 
einfach transitiv und ist überdies imprimitiv. 

Durch die Gruppe 8 ^ , die aus 8^ unter Bhnzunahme der 
Substitution 



entsteht, kann (1, 1), (2, 2) noch in (0, 2), (0, 1), aber nicht in 
(2, 0), (1, 0) oder in (1,2), (2, 1) übergehen. Also ist auch die 
Gruppe 5»8 Q noch nicht zweifach transitiv, wohl aber ist sie 
pmnitiv. Nehmen wir aber, um 8^ zu bilden, noch die Sub- 
stitution 



hinzu, so geht (1, 1), (2, 2) m (0, 2), (0, 1) und in (1, 2), (2, 1) und 
(2, 0), (1, 0) über. Also ist die Gruppe S^Q zweifach transitiv 
und folglich auch Q und 8 Q. Es fangen also erst bei 8^ Q 
die Tripelgleichungen an. Die Gleichungen mit engeren Gruppen 
sind noch keine eigentlichen Tripelgleichungen. 

Wir können noch andere in 8 Q enthaltene lineare Gruppen 
bilden, z. B. wenn wir mit 8' die cyklische Gruppe 3*®^ Grades: 


«'=G: 


bezeichnen, die Gruppe 27»^ Grades 8' Q = Q 5'. Durch die 
Gruppe S' geht (1,1) (2,2) in (1,1) (2,2), (1,2) (2,1), (1,0) (2,0) 
über, während (0, 1) (0, 2) nicht daraus entsteht. Also ist auch 
dies nicht die Gruppe einer Tripel gleichung. 

Die Gruppe Pq ist die Gruppe einer biquadratischen Glei- 
chung, durch deren Wurzeln die vier Complexe §. 108, (20) be- 
stimmt werden, also im Falle der Weadepunkte der Ourve dritter 
Ordnung, die Gruppe der Gleichung §. 108, (12). 

In dem Rationalitatsbereich der Coefficienten der Gleichung 
der Cuxve dritter Ordnung hat diese biquadratiache Gleichung 
keinen Affect, weil sie sonst reducibel sein oder die zu der Gruppe 
8^ Grades gehörige cubische Resolvente [Bd. I, §. 168, (16) 
oder (18)] eme rationale Wurzel haben müsste, was beides nicht 
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der Fall ist. In diesem Rationalitätsbereich ist also die Grappe 
der Gleichung, von der die Wendepunkte abhängen, die all- 
gemeine lineare. Nach §. 108, (13) reducirt sie sich aber 
durch Adjunction von V — 3 auf die Gruppe S^Q. 

§. 111 . 

Eealitätsverhaltnisse der Tripelgleichungen. 

Wenn der Rationalitätsbereich reell ist, so können wir über 
die Realität der Wurzeln einer Tripelgleichung 9^ Grades einige 
allgemeine Schlüsse machen. Wenn in diesem Falle nämhch m 
einem Tnpel zwei reelle Wurzeln verkommen, so muss, wie aus 
der Gleichung = @ x^) folgt, auch die dritte Wurzel reell 

sein. Wenn also überhaupt eine imaginäre Wurzel vorhanden 
ist, BO muss in jedem der vier Tripel, dem diese Wurzel an- 
gehort, mindestens noch eine zweite imagmäre Wurzel ver- 
kommen, und folglich ißt die Anzahl der imaginären Wurzeln 
mindestens gleich 5, oder, da die Zahl der imaginären Wurzeln 
gerade sein muss, gleich 6. Zwei reelle oder zwei conjugirt 
imaginäre Wurzeln rci, gehören immer einem Tripel an, dessen 
dritte Wurzel reell ist; dies ergiebt sich aus der Gleichung: 
x^ = ®(x^,x^)== ®(rca, a^). 

Wir wollen demnach ein Tripel, was zwei reelle oder zwei 
conjugirt imaginäre Wurzeln enthalt, ein reelles Tripel nennen. 
Wenn m einem Tripel imaginäre Wurzeln verkommen, so bilden 
auch die conjugirt imaginären Wurzeln ein Tripel, und zwei 
solche Tnpel sollen conjugirt imaginäre Tripel heissen. 

Es giebt dann drei Möglichkeiten: 

1. Lauter reelle Wurzeln. 

2. Eine reelle und acht imaginäre Wurzeln. 

In diesem Falle müssen die vier Paare conjugirt imaginärer 
Wurzeln vier Tripel bestimmen, die alle dieselbe reelle Wurzel 
als dritte enthalten. Bezeichnen wir diese reelle Wurzel mit 
(0, 0), so müssen 

( 1 , 2 ) ( 2 . 1 ), ( 1 , 1 ) ( 2 , 2 ), ( 1 , 0 ) ( 2 , 0 ), ( 0 , 1 ) ( 0 , 2 ) 

die vier Paare conjugirter Wurzeln sem. 

3. Drei reelle und sechs imaginäre Wurzeln. 

Die drei reellen Wurzeln müssen hier ein Tripel bilden. 
Nehmen wir für die reellen Wurzeln 

Wel>er, Algebra. IL 
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( 1 ) ( 0 , 0 ) ( 1 , 1 ) ( 2 , 2 ), 

BO köniieii in den beiden Reihen 

,< 5 ^ ( 1 , 2 ) ( 0 , 2 ) ( 1 , 0 ), 

^ ^ ( 2 , 1 ) ( 2 , 0 ) ( 0 , 1 ), 

conjugirt imaginäre Wurzeln nicht in derselben Reihe Vor- 
kommen, weil sonst die dritte Wurzel der betreffenden Reihe 
reell wäre. 

Es ist zu zeigen, dass die durch die conjugirten Paare be- 
stimmten drei reellen Tnpel zusammen alle drei reellen Punkte 
enthalten müssen. 

Nehmen wir nämlich an, unter den drei Tripeln 
( 0 , 0 ) ( 1 , 2 ) ( 2 , 1 ), ( 0 , 0 ) ( 2 , 0 ) ( 1 , 0 ), ( 0 , 0 ) ( 0 , 1 ) ( 0 , 2 ) 
kommen zwei reelle vor, so muss auch das dritte reell sein, d. L 
es müssen 

( 1 , 2 ) ( 2 , 1 ), ( 2 , 0 ) ( 1 , 0 ), ( 0 , 1 ) ( 0 , 2 ) 
oonjugirte Paare sein. Dann aber bilden die drei Wurzeln 
(1, 1) (2, 0) (0, 2) ein Tnpel, deren conjugirte (1, 1) (1, 0) (0, 1) 
kein Tripel bilden, was unmöglich ist. Jede der drei reellen 
Wurzeln (0, 0), (1, 1), (2, 2) kommt also auäser in (1) noch in 
einem und nur in einem reellen Tripel vor, dessen beide anderen 
Wurzeln conjugirt imaginär sind, und der dritte Fall führt also zu 
der Anordnung der reellen und imaginären Wurzeln, die wir bei 
den Wendepuidrten der Curve dritter Ordnung kennen gelernt haben. 

Dass aber auch die FäUe 1. und 2. Vorkommen können, 
lehrt folgende Betrachtung: Aus einer allgemeinen Gleichung 
9^ Grades erhalt man eine Tripelgleichung durch Adjunction 
einer zu der linearen Gruppe SQ gehörigen Function. Eine 
solche Function ist z. B.: 

V = (0,0) (1,1) (2,2) + (0,0) (1,2) (2,1) + (0,0) (1,0) (2,0) 

+ (0, 0) (0, 1) (0, 2) + (1, 1) (1, 2) (1, 0) -f (1, 1) (2, 1) (0, 1) 

+ ( 1 , 1 ) ( 0 , 2 ) ( 2 . 0 ) + ( 1 , 2 ) ( 0 , 1 ) ( 2 , 0 ) + ( 2 , 2 ) ( 2 , 1 ) ( 2 , 0 ) 

+ ( 2 , 2 ) ( 1 , 2 ) ( 0 , 2 ) + ( 2 , 2 ) ( 0 , 1 ) ( 1 , 0 ) + ( 2 , 1 ) ( 0 , 2 ) ( 1 , 0 ), 

und diese Function ist reell in den Fällen 1., 2., 3. Also ist 
auch der erweiterte Rationalitätsbereich, in dem unsere Gleichung 
eine Tripelgleichung ist, reell 
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Anzahl der Doppeltangenten einer Curve 
vierter Ordnung. 

Ein geometrisches Problem, das wegen seiner mannigfachen 
Beziehungen zu anderen Gebieten von besonderer Bedeutung ist, 
was zugleich in ähnlicher Weise, wie das Problem der Wende- 
punkte der Curven dritter Ordnung, merkwürdige algebraische 
Verhältnisse bietet, ist das der Doppeltangenten der Curven 
vierter Ordnung. 

Unter einer Doppeltangente einer Curve versteht man, 
wie schon im §. 103 bemerkt ist, eine gerade Linie, die die 
Curve in zwei verschiedenen Punkten berührt Bei Curven von 
niedrigerer als der vierten Ordnung können Doppeltangenten 
nicht auftreten. 

Bei den Curven vierter Ordnung hat eine Doppeltangente 
ausser den Berührungspunkten keinen Punkt mit der Curve 
gemein. In besonderen Fällen können die beiden Berührungs- 
punkte auch zusammenfaUen. Dann haben wir Linien mit vier- 
punktiger Berührung. 

Die Bestimmung der Doppeltangenten wird als algebraisches 
Problem von einer gewissen algebraischen Gleichung ahhangen, 
deren Grad gleich der Anzahl der Doppeltangenten ist, und die 
erste Frage ist die nach dem Grade dieser Gleichung, also nach 
der Anzahl der Doppeltangenten. Wir beschränken uns hier auf 
die Betrachtung von Curven vierter Ordnung, obwohl der Weg, 
den wir gehen, auch auf Curven höherer Ordnung anwendbar 

27 * 
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ist. Wir setzen anch. voraus, dass die Curve vierter Ordnung 
frei von singulären Punkten seii). 

Es möge ]etzt /(a^, x*, oder kürzer f{x) eine ternäre 
Form 4*®“ Grades sein, die, gleich NuU gesetzt, eine Curve vierter 
Ordnung ohne singulären Punkt darstellt, die wir die Curve / 
nennen. 

Setzen wir in der Gleichung 

(1) / ^a) = ö 

an Stelle der Variablen x-y^ a^, Ausdrucke von der Form 

^% + tyu a;8 + ^!/8i 

so ergiebt sich eine Gleichung 4^ Grades in Bezug auf t: 

(2) f(x^ty) = 0, 

deren Wurzeln, wenn {x) und (y) zwei feste Punkte sind, in 
X ty eingesetzt, die Coordinaten der Schnittpunkte der Ver- 
bindungslime der Punkte (x), (y), die wir als die Linie (rc, y) 
bezeichnen wollen, mit der Curve / geben. 

Es werde nun die Function f (x ty) nach Potenzen von t 
geordnet. Dies giebt (nach Bd. I, §. 66): 

(3) /(a; + yi) = 

■Po , !/) + 4 1 Pi (aj, j/) 4- 6 f » Pj (a:, y) + 4 < > Pj («, y) + 1* P. (x, y), 
worin die Fy{x^y) die Polaren von f {x) sind, also homogene 

Jaoobi, „Ueber die Anzahl der Doppeltangenten ebener alge- 
braifioher Oorven“, Grellere Journal, Bd. 40 (1850). Olebeoh, aBönierlning 
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(1864). Aus der ziemlich umfaflsenden Lateratur über die Theorie der 
Doppeltangenten einer Ourve vierter Ordnung aind die folgenden Schriften 
hervorzuheben. Zunlohat mehrere Arbeiten von Heese in Orelle’s 
Journal, Bd. 41, 49, 52. (1866, 1866, Gteeamiaelte Werke, S. 919, 346 , 406.) 
Ferner Steiner, Eigenschaften der Curven vierter Ordnung rückeiohÜioh 
ihrer Doppeltangenten, Orelle’e Journal, Bd. 49. (1862, Gesammelte Werke, 
Bd 2, S. 605.) Aronhold, Monateber. d. Berl. Akademie 1664. Geiaer, 
„Ueber die Doppeltangenten einer ebenen Curve 4t«nQTade8“, Math. Annalen, 
Bd. 1 (1868). Cayley, Crelle’s Journal, Bd- 68 (1868) (Oolleoted papere, 
voL Yn, p. 123) Auch das oben oitirte Werk von Salmon ißt hier her- 
vorzuheben. In neuerer Zeit wurde die Theorie der Doppeltangenten im 
Zueammenhange mit der Theorie der Abel’eohen Funotionen weiter ane- 
gebildet. Eiern ann, Gkeammelte mathematisohe Werke (2. Aufl. 1892) 
XXXf , auB dem Nachlaea. Weber, Theorie der Abel’eohen Funotionen 
vom Geaohlecht 8, Berlin 1876. Frobeniue, Orelle’e Journal, Bd. 99 u. 
103. Die algebraiBohe Seite der Frage let in zwei Abhandlungen : Nöther, 
Math. Annalen, Bd. 16 und Weber, ebeAd., Bd, 28 behandelt 
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Functionen v*“ Ordnung in Bezug auf j/, und (4 — v)*“ Ordnung 
in Bezug auf x. Es ist nämlich 

Po (x, y)= f (x), 

-Pi y) = (jCil 

y)= hi !/. 2/»/" 

J?s (®, y) = T 2 ®</' 

P* (®, y)= f (y)- 

‘Wenn (a;) auf der Curve / hegt, so -wird Pq = 0, und eine 
Wurzel der Gleichung (2) verschwindet. Nehmen wir ausser- 
dem noch (j/) auf der Tangente im Punkte (x) an, so ist auch 
(^9 y) = Ö, und es verschwinden zwei Wurzeln von (2). Die 
beiden übrigen werden nach (3) durch die quadratische Gleichung 

(5) 6 Pj — j— 4:tjp^ — ^ t^JP^ = 0 

bestimmt. Wenn diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, so 
wird die Lime (a;, y) noch einen zweiten Berührungspunkt mit 
der Curve / haben, d. h. sie wird Doppeltangente sein. Die Be- 
dingung hierfür ist aber die, dass die Disoriminante der Glei- 
chung (5) verschwindet, oder dass 

(6) P(a;,j/) = 2P|-3P,P, 

gleich Null sei Hierin ist B (x, y) eine in Bezug auf jedes der 
beiden Systeme (x) und (j/) homogene Punction, und zwar für 
die X vom 2*®“, für die y vom 6*®^ Grade. Es ist aber noch zu 
bemerken, dass die Gleichung R = 0 auch dann erfüllt ist, wenn 
(a;) ein beliebiger Punkt der Curve ist, und (y) mit (a;) zu- 
sammenfällt, weil dann 

Pa {x, x) = Pa (x, x) = P^ (a;, x) = f (x) = 0 

wird. Sonst aber wird B nur dann verschwinden, wenn die Lome 
(a;, y) eine Doppeltangente ist Wir stellen also den Satz auf: 

1. Die Gleichung B(x^ y) = 0 ist, wenn (a;) ein Punkt 
der Curve / und (j/) ein von (x) verschiedener 
Punkt der Tangente in (x) ist, die nothwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, dass (x) ein 
Berührungspunkt einer Doppeltangente seL 

Es kommt nun darauf an, aus dieser Bedingung eine andere 
herzuleiten, die nur die x allein enthält, und die für keine 
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anderen Punkte als die BerührTingspunkte der Doppeltangenten 
befriedigt ist. 

Die Variablen y genügen der Tangentengleichung 

(7) j/i/ (iSi) + Vif («s) + yJ' (®8) = 0. 

Bezeichnen wir mit &i, 63 irgend drei willkürliche Con- 

stanten, und setzen 

( 8 } x -^ -|- -|- &8 ^8 9 

BO dass &a, = 0 die Gleichung emer willkürlichen geraden Linie 
ist, so können wir zu ( 7 ) noch die Gleichung 

(9) &i2/i "1“ &a!/i “t“ = ö 

hinzunehmen, also {y) als den Schnittpunkt der Tangente in [x) 
mit der beliebigen geraden Linie 6« auftassen. Dann erhalten wir 

Vi — 

(10) Vi = öa/'Ca^a) — 

Vz = 

und hierdurch ist die Bedingung ( 7 ) identisch befriedigt Durch 
diese Substitution geht B (a;, y) in eine homogene Function 
20Hton Grades der x und 6^ Grades der b über, die wir mit 
D (ä?, b) bezeichnen wollen. Diese Function D (rr, 6) verschwmdet 
aber ausser m den Berührungspunkten der Doppeltangenten noch 
in den vier Schnittpunkten der Geraden 6® mit der Gurre /, weil 
dort Xi x^-x^ ^ yi’^y%-yz ißt Diese Bedingung muss nun noch 
BO umgeformt werden, dass sie von den b unabhängig wird. 

Gehen wir von dem Punkte (3/) zu einem beliebigen anderen 
Punkte der Tangente über, so können wir dies dadurch erreichen, 
dass wir y durch ftjr + Ay ersetzen, worin A, y, zwei willkürliche 
Parameter bedeuten. Dadurch geht f {x ty) in 

/ [(1 + ® ■= (1 + + 1 J ') 

über, und die Entwickelung ( 3 ) ergiebt, wenn wir 

Po (ic, y), Pi (a:, y), Pj (x, yx Xy) 
gleich Null setzen: 

6 (1 4- ft ty A* Pj (a;, y) + 4 i« (1 + f* 0 (®, y)-\-tn *P^ (2!, y) 

= 6 Pj (®, fKT + Xy) 4 - 4 f 8 P, (a;, fl» 4 - Xy) + <*P* (», ft® -j- A 
also, -wenn w beiderseits nach Potenzen von t ordnen: 
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= A»Ps(!r,j/), 

= 3A»fi Fi(x,y)-\-XoFi(x,y), 

Fi{x,iixJf-^y) = e^^(l»Fa(x,y)^4:XinFi(x,y)-\-X*F^(x,y), 
und hieraus erhalt man nach (6): 

(11) B (x, iLx + Xy) = l^B {x, y). 

Diese Formel gilt aber nicht identisch, sondern nur unter 
der Voraussetzung, dass {x) ein Punkt der Curve sei, also dass 
/ (x) = 0 ist. 

Der Punkt ky) kann ein ganz beliebiger Punkt der 

Tangente in (x) sein, und daher können wir, wenn «1,05,03 
drei willkürliche Grössen sind, über k so verfugen, dass 

ft®! + Xyi = Oj /' (X3) — (hf (a^), 

(12) iiXi -j- Aj/a = 03 f {Xi) — oif (®>), 

/t®8 Xy^ = a^f (xj) — Oj /' (xi) 

wird- Dann ist {11 x -|- ky) der Schnittpunkt der Tangente mit 
der Geraden 0« = 0, wenn 

(13) Otn = Oifl?i + a^x^ + (hXi 

gesetzt ist. Dadurch geht B {x^ [lx -\- ky) in D {x, o) über. 

Dm nun k und y, zu bestimmen, multiphciren wir die ülei- 
ohungen (10) und (12) mit Oi, o,, Oj, sodann (12) mit &i, 63, 
und addiren ledesmaL Dadurch erhalten wir mit Rücksicht auf 
by = 0: 

Oy = — iiba, = 2 ± 

f^O» ”1“ kOßy = 0, 

und daraus' 

k ■ Offß* 

Hiernach lässt sich die Gleichung (11) so darsteUen: 

P (x, a) _ P (X, i) 

■ a% - 1% ' 

und zeigt in dieser Form, dass der Quotient I) (x^ o) ; oS von 
den willkürlichen Grossen o unabhängig ist. Die Gleichung (14) 
ist aber keine Identität, sondern sie ist nur befriedigt, so lange 
f (^x) = 0 ist. Wir können aber eine Identität daraus herleiten, 
wenn wir annehmen, dass /(a?) irreducibel sei (oder wenigstens 
keinen mehrfach zählenden Factor enthält). Es ist nämlich die 
Form 26*^ Grades 


bSD(r, o) - alJ){x. l) 
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gleich Null für alle der Gleichung f{x) = 0 genügenden Werthe 
von (a;), und folghch muss sie durch f{x) theilbar sein. Wir 
können also, wenn wir mit o, 6) eine Form 22®^ Grades 
bezeichnen, setzen: 

(15) II D {x, a) — alB (x, b) = f(x)0 (x, o, &). 

Denken wir uns in (15) für einen Augenblick ein neues 
Coordinatensystem eingeführt, m dem die Linien a«, zwei Axen 
sind, von denen wir voraussetzen , dass sie sich nicht auf der 
Curve / schneiden, so folgt aus der Vergleichung der rechten 
und linkeii Seite der identischen Gleichung (15), dEtss in kein 
Glied Vorkommen kann, was nicht entweder mit aS oder mit bl 
multiphcirt ist, und folglich hat ® die Form 

© {x, a, 6) = aS ^5 {x) — bl 

worin ©i, ^3 Formen 16*” Ordnung sind. Demnach erhüt die 
identische Gleichung (15) die Form 

bl [D {X, a) + / (X) O, (x)] = al [D (x, b) + f{x) O, (o:)], 

und sie zeigt, dass D(a;, a) + / (a?) (a?) durch al theilbar ist 

Es existirt also eine Form 14*®^ Grades % (rr, a, &), so dass 

(16) a, h) - fix) 

Setzen wir hierin für die a und b irgend specielle, z. B. 
rationale Werthe c, d, und bezeichnen %{x, c, d), was dann nur 
noch von x und von den Ooeffioienten der Form f{x) abhängig 
ist, mit %{x\ so folgt: 

00 C/0 

und wenn wir dies von (16) subtrahiren und die Relation (15) 
für 6 = c benutzen: 

(17) %{^.a,b)^x(x)=f{x)W{x\ 

worin W{x) eine Function ist, die jedenfalls keinen anderen 
Nenner enthalten kann, als ein Product von Potenzen von o« 
und Ca. Da aber f{x) nicht durch a® und c® theilbar ist, so muss 
3*‘(a;) eine ganze Function sein, und (16) ergiebt, wenn wir mit 
0(a;) eme neue Form von x (vom Grade 16) bezeichnen: 

(18) 

Ox 
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Diese Gleichung zeigt aber, dass die Curve 14^ Grades: 
(19) %(a!) = 0, 

die von den a gänzlich unabhängig ist, durch die Berührungs- 
punkte der Doppeltangenten, aber durch keinen anderen Punkt 
der Curve f{x) hindurchgeht 

Die Function %{x) ist rational von den Coefficienten der 
Gleichung f{x) abhängig. Es giebt unendhch viele verschiedene 
solcher Ourven, unter denen sich auch Covananten von f{x) 
finden. Man kann sie, wie Hesse naohgewiesen hat, in einfacher 
Weise durch Determinanten ausdrucken. 

Hier ziehen wir daraus den Schluss: 

2. Eine Curve vierter Ordnung ohne singulären 
Punkt hat 28 Doppeltangenten. 

Einem Bedenken gegen diesen Schluss ist aber noch zu 
begegnen. Es wäre denkbar, dass die Curve % die Curve / be- 
rülirt, oder dass die Curve f durch singulare Punkte der Curve % 
hindurchgeht Dann würde sich die Anzahl der Schnittpunkte 
und möglicherweise auch die Anzahl der Doppeltangenten ver- 
mindern, so dass unsere Schlussweise eigentlich nur lehrt, dass 
eine Curve vierter Ordnung nicht mehr als 28 Doppeltangenten 
haben kann. Dies Bedenken wird sich aber durch die folgenden 
Betrachtungen von selbst dadurch erledigen, dass wir Formen der 
Curvengleichung kennen lernen werden, bei denen die Existenz 
von 28 verschiedenen Doppeltangenten ersichtlich ist 


§. 113. 

Die Steiner’schen Opmplexe. 

Wenn Xi = 0 die Gleichung irgend einer Doppeltangente 
der Curve vierter Ordnung /= 0 ist, die wir kurz die Doppel- 
tangente x^ nennen, so muss, wenn man Xi = 0 setzt, f in ein 
Quadrat ubergehen. Daraus ergiebt sich, dass f von der Form 
sein muss: 

( 1 ) f = x,V—u^, 

worin V eine cubische, w eine q^uadratische Form ist Der 
Function / kann aber auf dreifach unendlich viele Arten die 
Gestalt (1) gegeben werden. Denn bedeutet p eine beliebige 
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lineare Function, die drei willkiirliche Constanten enthält, so 
folgt aus (1): 

/ = iCi (7+ 2 jpm + — (tt -f 

was wieder von der Form (1) ist. 

Ist mm 2 /i = 0 die Gleichung einer zweiten von ver- 
schiedenen Doppeltangente, so können wir die Constanten in p 
(und zwar noch auf unendlich viele verschiedene Arten) so 
wählen, dass der Kegelschnitt u pXi = 0 durch die beiden 
Berührungspunkte von geht, und wii* können daher annehmen, 
dass schon in der Form (1) die Function u so gewählt sei. Dann 
muss in denselben Punkten auch die cubische Form V ver- 
schwinden. 

Aber noch mehr: Da die Linie == 0 Doppeltangente sein 
soll, so muss, wenn wir und irgend eine dritte davon 

unabhängige lineare Function 0 als Variable einführen, in den 
Berührungspunkten 

/(®i) = 0, /'W = 0 
sein, und daraus folgt nach (1): 

F(rr,) = 0, 7'(0) = O, 

d. h. die Curve dritter Ordnung F = 0 wird von der Linie j/i = 0 
in den Berührungspunkten mit / berührt, und dies ist nur mög- 
lich, wenn V zerfallt und die Function yi als Theiler enthält 
Hiernach erhalten wir eine neue Gestalt der Function /: 

(2) / = — M’, 

worin w, v Functionen zweiten Grades smd. 

Sind a?!, yi irgend beliebige hneare, w, v quadratische Formen 
von drei Variablen, so stellt die durch (2) bestimmte Function /, 
gleich NuU gesetzt, eine Curve vierter Ordnung dar, von der Xi 
und yi zwei Doppeltangenten sind. 

Sind umgekehrt und yi zwei beliebige Doppeltangenten 
einer Curve vierter Ordnung / == 0, so kann f auf die Form (2) 
gebracht werden. 

Denken wir uns die Coefficienten von Xi und j/i als variabel, 
und lassen diese Grössen so variiren, dass und yi sich auf 
der Curve f schneiden, so wird ein Doppelpunkt eintreten, und 
die Doppeltangenten arten aus in zwei von dem Doppelpunkte 
auslaufende Tangenten. 
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Fallen die Doppeltangenten in eine Linie zusammen, so treten 
zwei Doppelpunkte auf. 

Dagegen können sehr wolil, ohne dass singulare Punkte ent- 
stehen, die beiden Berührungspunkte einer Doppeltangente zu- 
sammenfaUen, und so die Doppeltangente in eine vierpunktig 
berührende Tangente übergehen. Dies tritt ein, wenn die Linie 
den Kegelschnitt u berührt. 

Auch die Form (2) ist noch mit Beibehaltung von yi auf 
unendlich viele Arten herzusteUen, 

Nehmen wir, um dies einzusehen; an, es sei 

f=XiyiV — «a = — «11 

so folgt die identische Gleichung: 

(3) aä!/i (v — «i) = (tt — tti) (m + Ml). 

Wenn nun u — durch ^i, durch theübar wäre, 

so wurde im Schnittpunkte von und auch w und folglich / 
verschwinden. Dieser Schnittpunkt würde auf der Curve / Hegen, 
was, so lange die Curve kernen singulären Punkt hat, nicht 
mogHch ist ■ Es muss also einer der beiden Factoren « — 

M -f- ^ (3) durch x^yi theilbar sein. Da das 'Vorzeichen von 

Ul noch nicht bestimmt ist, so können wir annehmen, es sei 
u — Ul durch Xy y^ theilbar, und also bis auf eiuen constanten 
Factor mit iCiJ/i identisch. Es wird dann, wenn A ein solcher 
Factor ist, 

Ml = M -f AaJijfi, 

und die Function / erhalt die Form: 

(4) / = a!i j/i (v + 2 Xm + A,«®! 3 /i) — (« + A,a^ j/j)». 

Umgekehrt sind für jedes beUebige A die Formeln (2) und 
(4) mit einander identisch. 

Wenn wir nun A so bestimmen können, dass die quadratische 
Function t; + 2 Au -(- A^aji j/i in zwei lineare Factoren zerfallt, 
so erhalt, wenn wir u Xx^y^ = Uj setzen, / nach (4) die 
Gestalt 

(B) / = *1^1®»!/!! — «1, 

und ‘diese Form zeigt, dass x^^ j/a zwei weitere Doppel- 
tangenten sind, und dass die acht Berührungspunkte der 
Doppeltangenten x^^ j/j, y^ auf einem Kegelschnitte Ui = 0 
Hegen. 
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Nun ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass eine temare quadratische Form in zwei lineare Factoren 
zerfalle, die, dass die Determinante der quadratischen Form ver- 
sch^vlnd6 (Bd. I, §. 62). 

Drücken wir die Formen «, v durch a^i, und irgend eine 
dritte Vanable y aus, und bezeichnen die Coef&cienten in v und 
w mit a< 3 fc, so dass 2fla8? 2 Jas die Coefficienten von x^y-^ 
werden, so erhalten wir die Bedingung für das Zerfallen von 
V -\- 2lu -\- X^Xiyi in der Form: 


( 6 ) 


Oji “1“ 2 A Jii, Oia 2 A H" 2 A &i8 

^21 “h 2 A 631, 632, a^g -(- 2 A 623 ^ 

ÖBl “I“ 2 1* 631 , 082 “(” 2 ^ 6ga -|- ^ A®, Ogg 2 X Sga 


= 0, 


und dies ist eine Gleichung 5^ Grades in Bezug auf A, die uds 
also fünf Zerlegungen giebt: 


^2 2/2» ^ 2/8» ^4 2/4» ^6 2/6» ^6 2/6’ 

üeber die Coefficienten in / lässt sich, wie (6) zeigt, so ver- 
fügen, dass alle die so bestimmten Functionen Xiyi von einander 
verschieden sind, und daraus folgt, wie oben gezeigt, dass sie 
verschieden bleiben, so lange die Curve / keine singulären Punkte 
hat. Es gilt also der folgende Satz. 

1. Zu jedem Paare von Doppeltangenten x^yi ge- 
hören fünf weitere Paare Xiyt von der Art, dass 
die acht Beruhrungspunkte von aa2/i^2/^ ^.uf 
einem Kegelschnitte liegen- 

Die sechs Paare von Doppeltangenten, die auf diese Weise 
bestimmt sind: 


2/l» ^2 2/1» ^ 2/8» ^*2/4» ^ 2/5» ^6 2/6» 
wollen wir einen Steiner’schen Complex nennen 1 ). 

Betrachten wir die Paare x^y^ x^y^^ eines solchen 

Complexes, und setzen 

/ = — tt* = x^y^Xiy^ — u», 

so folgt daraus die Identität 

«l</l — *8^8) = («1 — «j) («1 + “2)1 

1 

Es iflt daf&r bisher gewöhnlich der Ansdruck Steiner’aohe 
Gruppe gebraucht. Da aber das Wort „Gruppe“ in der Algebra eine 
ganz bestiinnite andere Bedeutung hat, 00 ziehen wir es vor, diesen Aus- 
druck hier zu vermeiden. 
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und daraus wie oben 


Ut = hx^yi 

worin h eine Constante bedeutet, also 


it, -f 


und danach wird 

(7) 4=/ = 4iCij/ia:sj/j, — (ha^yi + ~ !/iy. 

Dieser Gleichungaform können wir eine elegantere Gestalt 


geben, wenn wir 

ÄiCi, 

Xj 

TT’ 

h 

durch 

Xi, 




ersetzen. Dann bedeuten die neuen Xi^ iCa, gleich Null gesetzt, 
dieselben Linien wie die ursprünglichen, da sich ja beide nur 
durch einen constanten Factor unterscheiden, und es ergiebt 
sich aus (7): 

(8) — 4/ = 

— ^x^y^x^y^ — 2xyy^x^y^ — "Ix^y^x^y^, 
und die Gleichung / = 0 kann auch in der eleganten irratio- 
nalen Form 

^yi + — ^!/8 = — 2Va;i2/i£Cj^2 

oder 

(9) H- + y^^vz = 0 

dargestellt werden. Aus (9) können wir wieder rückwärts die 
Form (8) herleiten. Weil aber (9) ganz symmetrisch ist, so 
können wir die drei Paare vertauschen und erhalten z. B. auch 


A:X^y^x^yi = ( — + ^!/a + ^ya)^ 

woraus zu ersehen ist, dass auch die Berührungspunkte von 
iTj j/j rCg j/j auf einem Kegelschnitte liegen, und dass in dem Com- 
plex, den man aus x^y^ erhält, nicht nur das Paar x^y^^ sondern 
auch das Paar x^y^ und folglich alle Paare xiyi verkommen, 
dass also dieser Complex von dem aus x^y-^ abgeleiteten über- 
haupt nicht verschieden ist. Wir haben also den Satz: 
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2. Die Paare eines Steiner’schen Complexes haben 
die Eigenschaft, dass die acht Berührnngspunkte 
von irgend zweien dieser Paare auf einem Kegel- 
schnitte liegen und dass man immer denselben 
Complex erhält, von welchem der sechs Paare 
man ausgehen mag. 

Hieraus ergiebt sich, dass drei Doppeltangenten eines 
Steiner’schen Complexes, vrie rci, rrj, von denen zwei em 
Paar des Complexes bilden, ihre sechs Berührungspunkte auf 
einem Kegelschnitte haben. Dagegen giebt es wieder Systeme 
von drei Doppeltangenten (Tripel), deren sechs Berührungspunkte 
nicht auf einem Kegelschnitte liegen. 

Nach einer von Frobenius eingeführten Bezeichnung bilden 
drei Doppeltangenten, wie yi, deren Berührungspunkte auf 
einem Kegelschnitte liegen, ein syzygetisches TripeL Drei 
Doppeltangenten, deren sechs Beruhrungspunkte nicht auf einem 
Kegelschnitte liegen, bilden ein azygetisches TripeL Ent- 
sprechend woUen wir vier Doppeltangenten, deren acht Berüh- 
rungspunkte auf einem Kegelschnitte liegen, ein syzygetisches 
Quadrupel, und irgend ein System von Doppeltangenten, von 
denen je drei azygetisch sind, ein azygetisches System nennen. 

Hier gilt nun der folgende wichtige Satz: 

3. Drei Doppeltangenten, die in einem Steiner’schen 
Complexe verkommen, so dass keine zwei von 
ihnen ein Paar bilden, wie a?!, ajj, iCg, sind immer 
azygetisch 

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich einfach aus der 
Gleichungsform (9). Aus ihr ersieht man zunächst, dass die drei 
Linien Xg sich nicht in einem Punkte schneiden , denn em 

solcher Schnittpunkt wurde auf der Curve / liegen und wäre 
daher ein singulärer Punkt. Wir können also iCj, als 

Coordinaten einführen und demnach 

!/l = ®1 ^ H" 0^3 ”h jTs, 

y2 — ßi^ “h “t“ ft 
j/s = yi ^ H“ ys ^a “h ya ^ 

setzen. Hierin kann keine der drei Constanten «i, y# ver- 
ßohwmden. Denn wenn z. B, Oi = 0 ist, so schneiden sich nach 
(9) die Linien auf der Curve /, und dieser Schnittpunkt 

müsste ein singulärer Punkt sein. 
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Nach der Gleichimg (9) ergeben sich aber die Coordinaten 
der Beriihnmgspnnkte von Xi^ ans den folgenden drei 

Paaren von Gleichungen, von denen jedes Paar zwei BerühningS' 
punkte giebt: 

iTi = 0, X^ (ß^X^ + ßsCO,) — Xi (y^Xi y^Xi) = 0, 

rca = 0, Xi (ya + n ^i) — ^ («b = 0, 

rCa = 0, fla («liCi -j- «aiCa) — X^ (ßi^i ”[" ßi^) — 

Sollen nun diese sechs Punkte auf einem Kegelschnitte 
qp = 0 liegen, so muss g), von einem constanten Factor h ab- 
gesehen, für rci = 0 in den linken Theil der zweiten Gleichung 
des ersten Paares {ß^x^ ß^^) — + ^a^a) hber- 

gehen. Bezeichnen wir also mit ag, Ob die Coefficienten von 
xl, x^, x^ in % so muss 

(10) ^8 dl = — ÄjOti 

fl&l = ^ 1 ^8 ßi 

sein, und hierin sind Äi, Äa, drei Constanten. 

Aus (10) folgt aber: 

Aa = — As, Aa = Aj, hl = Aa, 
und dies wäre nur möglich, wenn Aj = Aj = A3 = 0 wäre. 

Dies ist aber nur dann der Fall, wenn Oi, Oj, verschwinden, 
wenn also der Kegelschnitt qp durch die Schnittpunkte der drei 
Geraden Xi, x^^ x^ geht. Er soU aber durch die Berührungs- 
punkte dieser drei Doppeltangenten gehen, die sicher von ihren 
drei Schnittpunkten verschieden sind. Also ist unsere Annahme 
als unmöglich nachgewiesen und der Satz 3. bewiesen. 

§. 114. 

Complexpaare und ComplextripeL 

Die Sätze des vorigen Paragraphen geben ein vorzügliches 
HuMsmittel, um die mannigfachen geometrischen und algebraischen 
Beziehungen der Doppeltangenten zu erforschen und darzustellen. 
Wir beschranken uns hier auf das, was für die Erreichung unseres 
Hauptzieles, namüch der Bestimmung der Galois’schen Gruppe 
des Problems, erforderhch ist 

Wir gehen von einem beliebig herausgegrifiFenen Steiner’- 
schen Complexe aus: 

(1) Xiyi, x^y^, rgf/BT ^62/6: 
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Die Form der Gleichung §. 113, (5) zeigt dann, dass in dem 
durch das Paar bestimmten Complexe das Paar und 

in dem durch bestimmten Complexe das Paar X 2 yi ver- 
kommen muss. 

Wir betrachten also neben (1) die zwei weiteren Complexe: 

(2) yi2/a, ... 

(3) x^y^, aJat/i, ... 

Jeder der beiden Complexe (2), (3) enthält ausser den schon 
bekannten noch acht weitere Doppeltangenten, und diese miissen 
alle von den Xi^ yt verschieden sein, weil, wenn z. B. in (2) 
Yorkäme, XiX^x^ syzygetisch wäre, was dem Satze 3., (§. 113) 
widerspncht Ebenso können die beiden Complexe (2) und (3) 
ausser Xi^ x^^ 2/ii 2/a teine gemeinsame Doppeltangente enthalten. 
Denn wenn etwa 0 in beiden vorkäme, so wären XiX^e nach 
(2) syzygetisch, nach (3) azygetisoh, was ein Widerspruch ist 
Daraus folgt: 

4. In den drei Complexen (1), (2), (3) zusammen- 
genommen kommen alle 28 Doppeltangent en vor. 

Hieraus folgt, dass jede Doppeltangente, die mit irgend 
einem Paare ein syzygetiaches Tripel bildet, in dem Com- 
plexe Vorkommen muss, dass also jedes syzygetische Tripel 
durch eine bestimmte weitere Doppeltangente zu einem syzygeti- 
schen Quadrupel ergänzt wird, und dass folghch ein Kegelschnitt, 
der durch die Beruhrungspunkte von drei Doppeltangenten hin- 
durohgeht, die Curve / in den Berührungspunkten einer vierten 
Doppeltangente schneidet 

Zwei Paare eines Complexes bilden immer ein syzygetisohes 
Quadrupel, und wie man ein solches Quadrupel auch in zwei 
Paare theüen mag, beide Paare gehören immer demselben Com- 
plexe an. 

Da man aus 28 Dingen 14.27 Paare bilden kann, da jedes 
Paar von Doppeltangenten einen Complex bestimmt und in jedem 
Complexe sechs Pasire verkommen, so ist die Gesammtzahl der 
Complexe 14.27:6 = 63. 

5. Es giebt 63 Steiner’ache Complexe. 

Wenn wir aus den Paaren des Complexes (1) statt x^yi.x^y^ 
irgend em anderes Paar von Paaren herausgreifen, so können 
vrir daraus nach dem Schema von (2) und (3) jedesmal zwei 
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neue Complexe bilden. Da es 15 solcher Paare von Paaren giebt, 
so erhalten wir 30 neue Oomplexe vom Typus (2), (3), die alle 
in gleicher Weise aus dem Complexe (1) abgeleitet sind, und die 
alle unter einander verschieden sind. 

Nehmen wir nun irgend eine von den in (2) und (3) neu 
hinzutretenden Doppeltangenten so erhalten wir zwei neue 
Complexe, wenn wir von den beiden Paaren ßi ausgehen, 

und da wir auf 16 verschiedene Ä.rten wählen können, so 
ergeben sich so 32 neue Complexe, womit die Geaanuntzahl aller 
Complexe erschöpft ist. Es muss aber noch die Verth eiLung der 
Doppeltangenten auf die Complexe genauer untersucht 

werden. 

Wir können, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, da 
wir nötbigenfalls mit y^ vertauschen können, die Annahme 
machen, dass ßi in dem Complexe (2) und darin in dem Paare 

vorkomme. 

Dann erhalten wir die beiden Complexe : 

(4) » • • • 

(P) 2/1^1, 3/a^a, . . ■ 

Wir betrachten jetzt die drei Complexe: 


(^) 

1 ■ • ‘ 

(2) 

^ ^a 1 ^1 ^a ? • • • 

(4a) 

Xl0%^ iCg f^i, . . 


die nach dem Satze 4. alle Doppeltangenten enthalten müssen, 
darunter also auch y^. Diese kommen aber nicht in (2) vor, 
und ebenso können nicht beide in (4) oder beide in (4a) ver- 
kommen, da sonst Xi^ t/g azygetiach sein mussten, während 
sie doch [nach (1)] syzygetisch sind. Da wir eventuell und y^ 
in der Bezeichnung vertauschen dürfen, so können wir annehmen, 
dass Xi in (4) vorkomme, und zwar in einem Paare x^s^. 

Dann kann, da 010 ^ 0 ^ azygetiach smd, 0 ^ nicht in dem 
Complexe (2) verkommen und muss folghch in (3) enthalten sein. 
Nun haben wir die beiden Complexe: 

(4) ^^2) ^ ^8 ? • • ■ 

(4b) , 

und da x^x^y^y^ ein syzygetisches Quadrupel sind, so enthalt 
der Complex (4 b) auch das Paar y^j/s) ™d folglich sind auch 
J/aya^a^a ^in syzygetisches QuadrupeL Daraus folgt weiter, dass 

Wobei, Algebra IL 28 
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j/j«, und in denselben Complez geboren. Da man dieselbe 
Betrachtung wie für rcsys für die Paare 

durchfuhren kann, so lassen sich hiernach die Complexe (4), (5) 
vollständig bilden, und sie erhalten den Ausdruck: 

(4) aü ^1, ajg jPg, ^4, ajg , Xq 

(B) yi , ya , Vi ^8 H i Ve ^ö- 

Hienn bilden ein Paar desComplexes (2) und 
die ein azygetisches System bilden, kommen alle in dem Com- 
plex (3) vor, in dem keine zwei gepaart sind. 

Da wir, wie vorhm gezeigt, nach dem Typus (2), (3), (4), (5) 
aus dem willkürlich angenommenen Complex (1) alle überhaupt 
existirenden Oompleie ableiten können, so ergiebt sich der Satz: 

6. Irgend zwei Oompleie haben entweder ein syzy- 
getisches Quadrupel oder ein azygetisches System 
von sechs Doppeltangenten gemein. 

Zwei Complexe, die ein syzygetisches Quadrupel gemem 
haben, wollen wir ein syzygetisches Complexpaar nennen. 
Zu jedem solchen Paare giebt es einen dritten Complex, der 
dasselbe Quadrupel enthält Drei solche Complexe nennen wir 
ein syzygetisches Oompleitripel [z. B. (1), (2), (3)]. 

Ebenso nennen wir zwei Complexe der zweiten Art, d. h. 
solche, die sechs azygetische Elemente gemem haben, ein azy- 
getisches Complexpaar. 

Jedes azygetische Complexpaar wird gleichfalls durch einen 
bestimmten Complex, der nut jedem der beiden Complexe em 
azygetisches Paar bildet, zu einem Tnpel ergänzt [wie (1), (4), (5)]. 
Ein solches nennen wir ein azygetisches ComplextripeL 

In einem syzygetischen Tripel kommen alle 28 Doppel- 
tangenten vor, in einem azygetischen nur 18. 

§. 115 . 

Die Aronhold’schen Siebener-Systeme. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die azygetischen Systeme 
von sieben Doppeltangenten, die zuerst von Aronhold betrachtet 
sind, und die daher Aron ho Id’ sehe Siebener-Systeme 
heissen. Wir nennen sie auch vollständige Siebener- 
Systeme oder kurz vollständige Systeme. 
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Dass es solche Systeme giebt, zeigen die Zusammenstellungen 
des Yorigen Paragraphen. Denn wenn 

^2^ ^ej/e 

5 ^4 j ^5 j ^6 ^6 

ein azygetisches Complexpaar ist, so ist 

^1? ^ai ^^4» ^5) J/s» ^6 

ein YoUstandiges Siebener -System (weil in dem Complexe 
keines der x Yorkommt). Es wird sich zeigen, dass keine azy- 
getischen Systeme Yon mehr als sieben Elementen bestehen. Es 
gilt zunächst der Satz: 

7, Irgend sechs Elemente eines Yollständigen 
Systems kommen in einem und nur in einem 
Complexe Yor. 

Wir beweisen zunächst den zweiten Theil der Behauptung, 
du h. wir beweisen, dass, wenn 

Xiy X^j X^j JJß , X^j Xj 

ein Yollfltändiges System ist, x^, rcj, rCg, x^, x^, Xq nicht in zwei 
Yerschiedenen Complexen Yorkommen können. Nehmen wir an, 
es sei dies möglich, so müssen die beiden Complexe ein azy- 
getisches Paar wie (1) bilden. In dem syzygetisohen Tripel 

VlVBy ■ 

!/a^ii • . • 

müssen die Doppeltangenten x^^ x^^ ccq YOrkommen, und 

da sie weder im ersten noch im zweiten dieser Complexe Yor- 
kommen, so müssen sie im dritten Yorkommen. Da in diesem 
Complexe aber nur noch Yier Paare übrig sind, so müssen 
mindestens zwei Yon den • • -j ^ darin bilden. Das 

ist aber nicht mögUch, da dieses Paar sonst mit einem der 
übrigen x ein syzygetisches Tripel bilden würde. 

TJm nachzuweisen, dass die Doppeltemgenten oCi^x^^x^^x^^x^^Xq 
immer in emem Complexe Yorkommen, nehmen wir zwei beliebige 
von ihnen, XiX^^ heraus und wählen ein in dem Complexe XiX^ 
verkommendes anderes Paar yi^s, was auf fünf Arten möglich 
ist Daraus bilden wir das syzygetische Complextripel 

28 * 
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(2) ß) «ij/i, ijjfs, . . 

y) ®iyai ®sJfi, • • 

welches fünf verschiedene solcher Tripel reprasentirt In ß) und 
y) müssen nun x^^ x^^ x^ Vorkommen, und zwar keine 

zwei von ihnen gepaart. Wir zeigen nun zunächst, dass sich 
diese fünf x nicht zu zwei und drei auf die beiden Oomplexe 
/3), y) vertheilen können, sondern nur zu eins und vier. Nehmen 
wir nämlich an, die Complexe ß)^ y) seien so zusammengesetzt: 

ß) ^a!/ai ^2 /b 5 ^4 3/i5 

y) x^y^, x^y^, 

BO können wir noch den Complex 

d) ^6 ^ 9 2/6 2/7 1 * * * ) 

betrachten, der mit ß) zusammen ein ayzygetisches Paar bildet, 
weil weder x^ noch yi in d) vorkommt, das Paar also nicht 
azygetisoh sein kann. Es müssen also ß) und d) ein syzygetisches 
Quadrupel gemein haben, und da in zwei Paaren von ß) min- 
destens ein von x^x^ verschiedenes x vorkommt, so muss dieses 
X auch in d) verkommen, was unmbglioh ist, weil kein x mit 
x^ syzygetisch ist. Es bleibt also für j3), y) nur eine Zu- 
sammensetzung ubng, wie die folgende: 

^3^ ß^ ^ !/a 1 J/ai ^ j/ai ^öS/öi x^y^ 

^ r) ^!/2, x^yi, Xjy^, , 

Dass wir gerade diese Annahme machen, und nicht die 
sechs X m y) aufoehmen, ist keine Beschränkung, da wir, wenn 
nöthig, y^ mit y^ vertauschen können. 

Wenn wir nun unter Festhaltung von XiX^ an Stelle von 
!/i!/a die anderen Paare von (2) a) treten lassen, so bekommen 
wir fünf Complexbildungen vom Typus (3). Zwei solche Coraplex- 
bildungen können sich aber nur dadurch unterscheiden, dass an 
Stelle von x^ jedesmal ein anderes der Elemente x^, x^, x^, Xß, Xj 
tritt, und alle diese Möglichkeiten müssen auch Vorkommen, weil 
wir sonst zwei verschiedene Complexe erhalten würden, die die- 
selben sechs Elemente des vollständigen Systems der x ent- 
halten, was nicht möglich ist, wie wir bewiesen haben. Demnach 
können wir annehmen, dass die in dem Complexe (3) ß) vor- 
kommenden xi, x^^ Xß, Xt, Xß^ Xq irgend welche sechs Elemente 
des vollständigen Systems seien, was bewiesen werden sollte. 
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§■ 116. 

Die Hesae-Cayley’sohe Bezeichnung der Doppel- 
tangenten. 

1 

Der Satz 7. des vorigen Paragraphen führt zu einer Be- 
zeichnungsweise für die Doppeltangenten, durch die eine sehr 
übersichtliche Darstellung aller dieser Verhältnisse möglich ist, 
die von Cayley (im Anschluss an Hesse) ausgebildet ist. 

Wir legen ein vollständiges Siebener-System 

^ J , X^ , 3?g , Xj 

ZU Grunde, dessen Elemente wir einfach durch die Ziffern 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7 bezeichnen. Wir sondern eine beliebige Doppeltangente, 
etwa Xi^ dieses Systems aus, und bilden den Complex, der die 
übrigen sechs enthalt: 

(1) a-sjfs, x^y,. 

Die Doppeltangente ist dann durch das gewählte x^ und 
durch x^ voUig bestimmt und kann daher durch [1 2] bezeichnet 
werden. Ebenso bezeichnen wir durch [1 3] u. s. £ Die 
Doppeltangenten [1 2], [1 3], . . ., [1 7] sind hierdurch voll- 
ständig bestimmt und von einander verschieden. Aus dieser Be- 
stimmung geht auch hervor, was man allgemein unter [ft v] zu 
verstehen hat, wenn ft, v zwei verschiedene Ziffern aus der Reihe 
1 bis 7 bedeuten. 

Es ist nun zunächst zu zeigen, dass [ft v\ = \y ft] ist. Es 
genügt, wenn wir nachweisen, dass [1 2] = [2 1] ist. Dazu 
brauchen wir nur den Complex zu bilden, der x^^ x^^ x^, rCg, 

enthält, und der mit (1) ein azygetisches Paar bildet Er muss 
also von der Gestalt sein: 

(2) iCi 2/a » ^ ^4 ? i ^ ^7 ? 

und demnach ist y^ auch durch [2 1] zu bezeichnen, w. z. b. w. 

Die z in (2) sind von den y in (1) verschieden, und da z. B. 
Äfg = [2 3] ist, so folgt, dass dlgemein zwei [ft v], die nicht in 
beiden Ziffern ft, v über einstimmen, von einander verschieden 
sind. Da man aus sieben Ziffern einundzwanzig Paare bilden 
kann, so erhält man auf diese Weise alle Doppeltangenten und 
jede nur einmaL 
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Aus dieser Darstell ungsweise ergiebt sich anch^ dass keine 
azygetischen Systeme von mehr als sieben Doppeltangenten 
existiren; denn fugen wir zu den sieben x noch eine beliebige 
weitere Doppeltangente, für die wir bei der Gleichberechtigung 
der Ziffern 1 bis 7 etwa = [1 2] wählen können, so ist 
ein syzygetisches Tripel. 

Es ist zweckmässig, eine achte Ziffer 8 einzuführen, und die 
Elemente des ursprünglichen Siebener- Systems nicht durch die 
einfachen Ziffern, sondern durch die Paare 

[1 8], [2 8], [3 8], [4 8], [5 8], [6 8], [7 8] 
zu bezeichnen, wobei dann auch gelten soll, dass [1 8] = [81] u s. f. 
ist. Dann werden alle 28 Doppeltangenten übereinstimmend 
durch die Paare [^ v] bezeichnet, in denen y, und v zwei ver- 
schiedene Ziffern der Reihe 1 bis 8 bedeuten. 

Dabei ist es fiir die Uebersichtlichkeit sehr förderlich, wenn 
man eine anschauHohe Bezeichnung anwendet i). Man deutet 
eine Doppeltangente [ft v] durch einen einfachen Strich | an, an 
dessen Enden man sich die beiden Ziffern ft, v gesetzt denkt 
Dann bedeuten zwei Striche ohne gemeinsamen Punkt || zwei 
Doppeltangenten, in deren Bezeichnung [ft v] keine gemeinschaft- 
liche Ziffer vorkommt, und zwei von einem Punkte auslaufende 
Striche, Vi zwei Doppeltangenten, die in ihren Symbolen [ft v] 
eine gemeinschaftliche Ziffer haben. Hiernach sind die com- 
plioirteren Zeichen, die wir nachher anwenden, von selbst ver- 
ständlich Für ein Tripel von Doppeltangenten haben wir z. B. 
folgende fünf Zeichen |||, fl, V. VI- 

Es soll jetzt zunächst untersucht werden, wie sich in dieser 
Bezeichnungsweise die azygetischen und die syzygetischen Tripel 
unterscheiden. 

Dabei ist zu beachten, dass nach der bis jetzt gegebenen 
Erklärung die Ziffer 8 eine besondere Stelle einnimmt, wahrend 
die Ziffern 1 bis 7 vollständig gleichartig auftreten und beliebig 
permutirt werden können. 

Wir leiten aus den beiden Complexen (1), (2) noch die Er- 
gänzung zu einem azygetischen Complextnpel her, nämlich: 

aJsys, x^y^, x^y^, x^y^, x^y^, x^y,, 

(3) a:iy„ x^Bf,, 

2/a«s. yi«^ 

1) Nach Gayley, vergl. Salmon, „Higher plane ourvefl“. 
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und gehen nun die einzelnen Zeichen für die Doppeltangenten- 
tripel durch. 

Wir beginnen mit dem Zeichen für welches wir mit 
Rücksicht auf die Ausnahmestellung der Ziffer 8 drei Typen zu 
betrachten haben: 

[1 8] [2 8] [3 8] = 

(4) [1 5] [1 6] [1 7] = 

[1 6] [1 7] [1 8] = yeyjx,, 

und der Anblick der drei Complexe (4) zeigt (nach dem Satze 
§. 113, 3.), dass alle diese Tripel azygetisch sind. 

Zweitens betrachten wir daa Zeichen \/h welches vier 
Typen zu berücksichtigen sind: 

[8 3] [8 4] [1 2] = x,x,y,, 

, . [8 4] [1 4] [2 3] = x^y^0t, 

[1 2] [1 3] [4 8] = 

[1 4] [1 6] [2 3] = j/* j/a gg , 

und auch diese Tripel sind azygetisch. 

Für das Zeichen ^ ist zu betrachten: 

[1 8 ] [2 8 ] [1 2 ] = 

[1 2] [1 3] [2 3] = 

die sich gleichfalls als azygetisch erweisen, weü y^ in dem Com- 
plexe (3), der die Paare oi^x^^ y^ 0 ^ enthält, nicht Torkommt 
Für das Zeichen 1 1 1 giebt es zwei Typen : 



[1 3] [2 4] [6 8] 

= 


KU 

[1 3] [2 4] [5 6] 

= 

ys [6 6]. 


Betrachten wir das syzygetische 

Complextripel 



■ 

• •> 

(8) 

ysy*. 

B ^4 

• •! 


yj«), • 

• 

• ■? 


in dem alle Doppeltangenten Vorkommen müssen, so finden wir 
[Ö 8] und [Ö 6] nicht in den beiden letzten Complexen von (8), weil 
!/. [B 8] = [1 3] [2 3] [6 8] , y, y, [5 8] = [1 3] [1 4] [6 8], 

^ y» [5 6] = [1 3] [2 3] [6 6] , y, y* [6 6] = [1 3] [1 4] [6 6], 
das Zeichen \/| haben und daher azygetisch sind. Folglich 
kommen [6 8] und [6 6] im ersten der Complexe (8) vor, und 
die beiden Tripel (7) sind syzygetisch. 

Endlich haben ■wir das Zeichen fl zu betrachten, das wieder 
drei Typen giebt: 


440 


Breizebnter Abaolinitt. 


S 116 . 


[1 2] [2 3] [3 4] = [3 4] 

(10) [1 2] [2 3] [3 8 ] = 

[1 8] [8 2] [2 3] = 

Ancli dieae Tripel sind syzygeÜBch, was für die beiden letzten 
unmittelbar ans dem Gomplextripel (3) zu ersehen ist, und fiir 
das erste aus dem syzygetischen Complextripel 

ys 1 ^ 1 • • • • 

2/s^, . . . . 

2/a ^8 1 ^8 ^ > ■ • • •’i 

folgt, Yon denen die beiden letzten [3 4] nicht enthalten, weil 

2/3 [3 4] und [3 4] beide das Zeichen \/ 1 haben. 

Hier ist aber die Ausnahmestellung der Zilfer 8 gänzlich 
verschwunden, und wir kommen zu dem Resultate: 

Unter den Tripeln der Doppeltangenten sind 

die mit den Zeichen 

III. n 

syzygetisoh, und die mit den Zeichen 

V, A. VI 

azygetisch. 

Hieraus erhalt man sehr leicht die Zeichen für sämmtüche 
ayzygetisohe und azygetiflche Quadrupel: 

Die Quadrupel von Doppeltangenten mit den 

Zeichen 

111I1 □ 

sind syzygetisoh, und die mit den Zeichen 

V, Al. VI, VV 

azygetisch- 

Alle übrigen Quadrupel sind weder syzygetisch noch azy- 
getisch. 

Hiernach ist es leicht, die Zeichen für sämmtliche voll- 
ständige Siebener-Systeme zu bilden. 

Em solches Zeichen muss aus sieben Strichen bestehen, die 
nicht mehr als acht Endpunkte haben können und die eine Figur 
bilden, aus der sich keine der beiden Figuren |||, fl abldsen 
lässt Daraus folgt zunächst, dass diese Figur aus nicht mehr als 
zwei getrennten Theilen bestehen kann, weil sonst die Figur ||| 
darin enthalten wäre, und dass kein Theil mehr als ein Centrum 
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haben kann, von dem mehrere Striche anslanfen, ausser wenn 
dieser Theil das Dreieck ^ ist, weil sonst die Figur fl ver- 
kommen würde. 

Wenn nun die Figur eintheihg ist, so muss sie ein sieben- 
strahliger Stern sein, und da man jede der acht Ziffern als 
Mittelpunkt wählen kann, so sind dies acht Möglichkeiten, von 
denen eine die oben betrachtete Annahme ist: 

[1 8] [2 8] [3 8] [4 8] [5 8] [6 8] [7 8]. 

Ist aber die Figur zweitheilig, so ist zunächst auszuschUessen, 
dass der eine Theil aus einem oder aus zwei Strichen oder einem 
dreistrahligen Sterne besteht; denn in diesen Fällen müsste der 
andere Theil ein Stern mit sechs, fünf oder vier Strahlen sein. 
Dazu aber bleiben von den acht Ziffern nicht mehr genug übrig. 
Es bleibt also nur noch übrig, dass der eine Theil ein Dreieck, 
der andere ein vierstrahliger Stern ist, ^ und diese An- 
nahme ist auch in der That immer zulässig. Ein Repräsentant 
eines solchen Systems ist; 

[1 2] [1 8] [2 3] [4 ö] [4 6] [4 7] [4 8]. 

Das Dreieck kann man auf 8.7.6: 2.3 = 56 verschiedene 
Arten wählen, und zu jedem Dreieck giebt es noch fünf Möglich- 
keiten, den vierstrahligeu Stern anzunehmen, da man jeden der 
übrigen fünf Punkte zum Centrum machen kann. Die Anzahl 
dieser Bestimmungen ist daher 280, und wir kommen zu folgen- 
dem Resultate: 

Es giebt im Ganzen 288 Aronhold’sche Systeme, 

deren Zeichen eine der beiden Gestalten hat 

Aus diesen Zeichen darf man aber nicht etwa schliessen, 
dass diese Siebener -Systeme in zwei verschiedene Arten zer- 
fallen. Der Unterschied der beiden Figuren hegt nur in der 
Bezeichnung. In der That können wir ja von einem ganz be- 
liebigen der vollständigen Siebener -Systeme ausgehen, um die 
Bezeichnung abzuleiten. 

Hiernach findet man leicht die Bezeichnung für die Steiner’- 
schen Complexe, die nach einem der beiden folgenden Typen zu 
büden sind: 

[1 2] [3 4], [1 3] [2 4], [1 4] [2 3], [5 6] [7 8], [5 7] [6 8], [6 8] [6 7], 

[1 7] [1 8], [2 7] [2 8], [3 7] [3 8], [4 7] [4 8], [6 7] [6 8], [6 7] [6 8 . 
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§. 117. 

Kationale Bestimmung der Curve aus einem voll- 
ständigen Siebener-Systeme. 

Die grosse Bedeutung der Aronhold’schen Systeme für das 
Problem der Doppeltangenten spricht sich in folgenden beiden 
Sätzen aus: 

L Ist bei einer Curve vierter Ordnung ein voll- 
ständiges Siebener-System gegeben, so können 
daraus alle übrigen Doppeltangenten rational 
bestimmt werden. 

II. Sind sieben beliebige gerade Linien in einer 
Ebene gegeben, so kann man m Allgemeinen, 
d. h. wenn gewisse rationale Functionen von 
den Coefficienten in den Gleichungen dieser 
Geraden nicht verschwinden, auf rationalem 
Wege die Gleichung einer Curve vierter Ord- 
nung ohne singulären Punkt bestimmen, für 
die die gegebenen sieben Linien ein Aronhold’- 
Bches System bilden. 

Um den ersten Satz zu beweisen, wurde es bei der voll- 
kommenen Gleichberechtigung der ZiflFem 1 bis 7 genügen, die 
Bestimmung von einer achten Doppeltangente aus einem gege- 
benen vollständigen Systeme durchzuführen. Wir bestimmen aber 
besser gleichzeitig drei. Es sei also jetzt 

(1) fl?!, Xq^ Xf 

ein als bekannt vorausgesetztes vollständiges Siebener -System. 
Wir denken uns die drei St eine raschen Complexe gebildet, in 
denen je sechs der Doppeltangenten (1), mit Ausschluss zuerst 
von rci, dann von arj, zuletzt von enthalten sind. 

Die darin neu hinzutretenden 15 Doppeltangenten bezeichnen 
wir mit dem Buchstaben | und erhalten diese drei Complexe 
[nach §. 116, (1), (2)] m der Gestalt: 

^ ^61 > ^6 len 

^ 4 ^ 42 » ^ 6 ^ 62 } ^ 6 ^ 62 ) ^^72 
^^21 ^^4^48 7 ^elaa? 


( 2 ) 
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und nach der Bezeichnung des §. 116 ist 

I, = [2 3], g, = [3 1], is = [1 2], Sil = [14],... 

Aus (2) ergiebt sich noch ein Steiner’scher Gomplex, der 
mit jedem der Complexe (2) ein syzygetisches Paar bildet: 

(3) ^ Sa? ■ ■ • 

und dieser Oomplex enthalt keine der Doppeltangenten a?^, ^ 7 * 
Indem wir nun die gesuchten Functionen h, ig den 
geeigneten constanten Factoren multipbcirt annehmen, können 
wir die Gleichung der Curve vierter Ordnung nach §. 113, (9) in 
die Form 

(^) VaJi gl + Vx^ ga + Vxiig = 0 

setzen, und also die rationale Function /, die, gleich Null gesetzt, 
die Gleichung der Curve giebt, in jeder der drei mit einander 
identischen Formen 

(6) / = ^9 Xg Sa - Sa rci Si — « 9 ' = — < 

annehmen, worin 

Si + Sa + ^8 Sb 

(6) Wa = Si — iCa S 2 + ^ Sb 

-Ua = ^ Si ”h ^2 S2 — ^ Sb 

gesetzt ist. Nun bilden [noch (2)] auch a^aSs^^Sii öin syzy- 
getisches Quadrupel, und folglich können wir, wenn über einen 
constanten Factor in S41 ’^urfögt wird, f auch in der Form dar- 
stellen : 

(7) f = 

worin v eine (juadratische Form ist. Hieraus und aus der ersten 
Darstellung in (5) ergiebt sich aber die Identität 

4 £CaSB (^Sa — ^4 Sil) = (Wi — 'y) («1 + 
und daraus schliessen wir, dass einer der beiden Factormi rechts 
durch iCjSs theilbar sein muss [§. 113, (3)]- Nehmen wir an, es 
sei dies — v, was duroh Verfügung über das Vorzeichen von v 
erreicht werden kann, so folgt, dass ein von Null verschiedener 
constanter Factor existiren muss, so dass 

Wi — V = 2Aifl59^8i 

, 2 (Xg Si ^4 Sil) 

«1 + V ^ 1 ’ 


woraus' 
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2 /r ^ J_ 

>^1 §8 + ^ 

folgt Ersetzen wir hierin Ui durch seinen Ausdruck aus ( 6 ), so 
ergiebt sich 

^4 £41 = Sa — Si H“ Sa “ 1 ” ^ Ss) “ 1 ” ^ ^’a Sa- 

Solcher Gleichungen erhalten wir zunächst drei, wenn wir 
die Indices 1 , 2, 3 cyklisch vertauschen und an Stelle der un- 
bekannten Constanten ki drei Constanten ^ 1 , A,, ^3 setzen: 

^4 S41 = ^8 Sa ^ ^ Si 4" ^a Sa 4 “ Sa) 4 “ ^ Ss 1 

(8) ^iSia — ^iSß ^ ^ Si ^Sa 4 “ ^ Ss) 4 " 

S48 = ^ Si ^8 ( Si 4 " ^2 Sa — ^ Sß) 4 ” ^ 8 ^ ^ Sa- 

Um die Constanten Aj, Ag, A 3 zu bestimmen, dividiren wir 
die beiden letzten dieser Gleichungen mit Aj und Ag und addiren. 
Dadurch folgt die identische Gleichung 

w *‘(lf + t) = 

^ ^ — 2 §1 4 “ ^ Sa 4 " 4 ” Si 4 ^ ■ 

Da nun (nach ( 2 ) und §.113, 3.) azygetisch sind, und 

folglich nicht durch einen Punkt gehen können, so muss die Linie 


AgiCg 4. ^ = 0 


durch den Schnitt von Xi und x^ gehen, und folglich ist x^ aus 

iE 

und Ag iCg 4” 7 ” linear zusammengesetzt Nun aber können 
wir a ?4 linear durch x^, x^ ausdrücken, etwa in der Form 


( 10 ) x^ — a^x^ 4 “ 

und darin sind Oj, Og, Og als bekannt zu betrachten, und keine 
dieser Constanten kann verschwinden. Es ist also Aj A, = Og : Og, 
und wenn wir eine neue Constante eiufiihren, so ist 

(11) = i = Ajaa, 

und die Gleichung (9) ergiebt die Identität: 

‘■‘'•(t + 1“*“**) = (-*><“ + ».w «. 

Daraus schliesst man weiter, wenn \ eine neue Constante ist, 
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hiX^ — — Th (2 H“ Äi) -f- , 

^ «8 

Wenn man hierin die Ziffern 1, 2, 3 cyklisch vertauscht, so 
ergeben sich aus (8) drei solche Systeme; zunächst: 

= - A, (2 + 0,70 gl + ^ 4- ^ 

<h <^8 

(13) iL_Ä,(2 + o,A,)& + |5- 

Tc^Xi = ^ “1“ ^ ^ (2 H“ flt3 Äs) Is. 

Ol öta 

Da diese drei Ausdrücke für mit einander identisch sein 
müssen, so folgt: 

^ (2 + Ol Äi) 1 1 

K ~ Äj ~ Äj Ol ’ 

also fcg = feg und ebenso fcj = Äj. Es sind also Äi, Äj, feg einander 
gleich und wir setzen dafür fc. Dann folgt weiter 

ai Äj (2 -j- Ol Äi) -|- 1 = (oj Äi -j- 1)* = 0, 

also Äi Ol = — 1, und ebenso 



Demnach liefern die Formeln (13) übereinstimmend- 
fca;4 = — + 4--^ 

Ol ' Oj ' dj 

oder 

(14) T^ {<h^ -\- ~ ^ 

1*1 Uj Ug 

Aus (11) aber folgt noch: 


( 15 ) 


1 ^2 

^ /l- ’ 

<h 


a ’ 


X — ^ 

Ag • 

Os 


Aus (12) ergeben sich dann ferner die drei Relationen: 

^^3 ^1 \ Vn. fr 




1*8 

iii 

K 


g*ä 


<h 

b« b*a ia IT.- _ 

- — - — = ^4-Äa*^- 
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Daraus durch Addition mit Rücksicht auf (14): 

^ + ^ = + Oja:» + a,r,), 

und folglicdi. 

^ Ä (Oj -f- Oj 

(16) |l = ii_Ä(a.a:, + aia:,), 

Aa aa 

^ ^ — fc(oia;i + a^Xi). 

Unbekannt ißt in diesen Formeln noch die Constante h. 
Diese bestimmen wir ams der Bemerkung, dass wir das ganze 
bisher betrachtete Formelsystem veirierfachen können, indem 
wir an Stelle von treten lassen iCßi 

Der Formel ( 10 ) entsprechend wollen wir diese vier Func- 
tionen linear durch ausdrucken in der Weise: 

Xi = Ui^iX^ -|- a 4 ,aa;a 04,8^1 

^ = 0 ^ 6 , 1 ^ -l“ <*ö,a ^2 4 " 
iCfl = ö 0 ,iiZi 4“ öe^aiTa -j- 

Xj = 07,1 rCj -|- 07,8 

worin die Coefficienten a als bekannt anznsehen sind. Dann 
bekommen wir aus (14) vier Relationen, wenn wir an Stelle von 
Tc vier verschiedene Constanten Ä^, Äß, Äg, treten lassen: 

h (a4,iiCi + öi4,ai*?a + fli, 8 i 2 ? 8 ) = ^ + ~ — 1 “;^' 

^ 4,1 04,3 04,8 

(18) ^ 0,1 ^ 6,8 

“ 0,1 fl 0,2 00,8 

^7 (^7,1^ ”1-07,8^2^8 “l“ 07,8^) = “h;^? 

» 7,3 0^7,3 Ö7,8 

und nun sind die Oonstanten k so zu bestimmen, dass von diesen 
vier Gleichungen die eine aus den drei anderen folgt. Die 
Bedingungen dafür kann man m symmetrischer Weise dadurch 
bilden, dass man vier Factoren Z 4 , Zg, Zg, Z 7 emführt, deren Ver- 
hältnisse man aus den Gleichungen bestimmt: 


/I Q\ 




I 


I 


l. 
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und die dann auch den drei Gleichungen 

(20) ^4 ^4 07,*'= 0, t=l,2, 3 

genügen müssen, woraus die Verhältnisse der & bestimmt sind. 
Ein gemeinschafthcher Factor der vier Grossen ft bleibt der 
Natur der Sache nach unbestimmt und kann behebig angenommen 
werden. Hiernach können aus den Gleichungen (18) die Func- 
tionen fl, fa, fa rational bestimmt werden, und durch (16) sind 
dann auch die Functionen ^44, ^04, ^7,4 bestimmt 

Es fehlen noch sechs Doppeltarrgenten, die man durch geeig- 
nete Permutationen unter den Functionen des Systemes (1) 
erhalten kann. Damit ist der an die Spitze gestellte Satz L 
bewiesen. 


Um auch die Richtigkeit des Satzes IL einzusehen, braucht 
man nur unsere Analyse rückwärts zu verfolgen, indem man die 
Coeffi dienten a\^i als unabhängige Variable ansieht Dann sind 
durch die Gleichungen (18), (19), (20) die Functionen fi, fj, fa 
rational durch diese a^i bestimmt, und aus (16) und (17) erhält 
man sodann ^44, ^64, Sei, lu, 

Durch Substitution der fj, fj, f j m die Gleichung (4) erhält 
man die Gleichung einer Curve vierter Ordnung, deren Coeffi- 
cienten rationale Functionen der a^i sind, und die Discriminante 
dieser Gleichung kann nicht identisch verschwinden, weil man 
umgekehrt, wie wir gesehen haben, aus der Gleichung einer 
Curve vierter Ordnung ohne singulären Punkt ein Gleichungs- 
system (18), (19), (20) ableiten kann. 

Aus den Gleichungen (18), (16) folgen dann auch die For- 
meln (7), und die daraus durch Vertauschung von 4 mit 5, 6, 7 
hervorgehenden, woraus zu schliessen ist, dass x^, Xq, x^ zu- 
sammen mit Xi^ x^^ x^ ein vollständiges Siebener-System bilden. 

§. 118. 

Die Galois’sche Gruppe des Doppeltangenten- 
problems. 

Die Sätze, die wir abgeleitet haben, sind ausreichend, um 
die Galois’sche Gruppe der algebraischen Gleichung zu be- 
stimmen, von der die Doppeltangenten abhängen. Wir be- 
trachten hierbei als Rationalitatsbereich den Körper, der aus 
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allen rationalen Functionen der 14 Verhältnisse der 
Coefficienten einer allgemeinen ternären Form 4*®“ Gra- 
des besteht, worin diese Coefficienten als unabhängige 
Variable gelten. Die Gleichung 28“^ Grades können wir uns 
dann etwa in der Weise gebildet denken, dass wir als Unbekannte 
die Abscissen der Schnittpunkte der Doppeltangenten mit einer 
beliebigen festen geraden Linie L betrachten. Durch die Wurzeln 
S dieser Gleichung, die wir die Doppeltangentengleichung 
nennen, sind dann die Doppeltangenten rational darstellbar. 

Benutzt man ein C artesisches Coordinaten System x, 
dessen x~kxe die Lime L ist, so erhält die Gleichung einer 
Doppeltangente die Gestalt 

(1) y = ®(x— g), 

und die Doppeltangentengleichung kann gebildet werden, wenn 
F y) = 0 die Gleichung der Curye vierter Ordnung ist, in- 
dem man die Bedingungen aufsucht, dass die Function von x 
4 tto Grades, F[x^ ® (x — J)], ein voUstandiges Quadrat sei. Dies 
giebt zwei Gleichungen zwischen J und ®, aus denen man durch 
Elimination von ® die Doppeltangentengleichung erhalt. Da zu 
jedem ^ nur ein Werth von ® gehört (so lange sich nicht zwei 
Düppeltangenten auf der Linie L schneiden), so kann ® rational 
durch S ausgedriickt werden, und zwar in einer Form 

(2) @=9>(l), 

die für jedes zusammengehörige Paar ® gilt. 

Die Wurzeln der Doppeltangentengleichung ordnen sich 
ebenso, wie die entsprechendeü Doppeltangenten in Complexe, 
Siebener-Systeme u. s. w. Wir bezeichnen diese Wurzeln ebenso 
wie die Doppeltangenten in §. 116 durch das Symbol [i/c], worin 
Ä die Paare der Ziffern 1 bis 8 durchlaufen und [t k] — [k {] ist. 
Betrachten vrir irgend zwei von den Doppeltangenten, jp, g, 
als bekannt, so können wir auf rationalem Wege die Gleichung 
tt = 0 eines Kegelschnittes daraus ableiten, der durch die vier 
Berührungspunkte dieser Doppeltangenten geht, und wir können 
also die Gleichung §. 113, (2) 

/ = — 'W* 

in rationaler Form aufstellen. Dann giebt es nach §. 113, (6) 
unter der Kegelschmttschaar 

V -(- 2Au = 0 
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fim die in ein Linienpaar zerfallen, und wenn wir das Product 

bilden, erstreckt über die fünf Wurzeln der Gleichung 5*®“ Grades, 
von der A abbängt [§. 113, (6)], so ist dies Product gleichfalls 
rational durch die Goefficienten von / und von _p, ausdrückbar. 
Dies Product ist aber eine Form 10*®^ Grade8,^^dJÄ^iii zehn lineare 
Factoren zerfallt, die mit jpg zusammen einen Steiner’sohen 
Complex bilden. 

Die Coef&cienten in O können nun auch rational durch die 
beiden den j}, q entsprechenden Wurzeln der Doppel- 

tangentengleichung ausgedrückt werden, und wenn wir dann die 
AbsciBsen der Schnittpunkte der Linie L mit ® = 0 aufeuohen, 
BO erhalten wir eine Gleichung 10^ Grades für g 

X (fl, f«, f) = 0, 

deren Wurzeln die zehn mit ^3 syzygetisohen Wurzeln sind. 
Bedeutet eine von diesen, so ist also 

(3) fa, f5) = 0, 
und es folgt daraus der Satz: 

1. Es giebt eine rationale Function von drei 
Variablen X (gi, |a, gj), die verschwindet, wenn 
fl fa fs irgend ein syzygetisches Tripel von 
Wurzeln der Doppeltangentengleichung ist, pnd 
die nicht verschwindet, wenn fa ^^ 7 " 

getisches Tripel ist. 

Nach §. 117 können durch ein vollständiges Siebener-System 
der Wurzeln: 

(4) fl, fa, fs, f*, fßj fö, ^7 

alle Wurzeln rational ausgedrückt werden, und zwar in der 
Weise, dass z. B. 

(6) fii = ^ (fl, fj 1 fs, fi, fe, fa, Sr) 

eine Wurzel wird, wo W eine rationale Function bedeutet, die sich 
nicht ändert, wenn und ^3 vertauscht oder wenn £3, ^4, 15, ^g, ij 
beliebig permutirt werden. Wird aber in (Ö) bei festgehaltener 
Function W an Stelle von |i, g, ein anderes Paar g<, ^ geseto;, 
so erhalt man eine andere Wurzel lijs* Die Wurzeln (4) sind 
auch mit [1 8], . . ., [7 8] und ga mit [i Tc] zu bezeichnen. 

Weber, Algebra, n. 29 
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Durch jede Permntation der Wurzeln (4) wird nach (6) das 
ganze System der Wurzeln [i Ä] eine gewisse Permutation er- 
fahren. 

Ersetzt man aber das vollständige Siebener- System (4) durch 
ein anderes, so ergiebt die Formel (6) eine bestimmte andere 
Wurzel, und das ganze System der Wnrzeln [i h] wird einer 
zweiten Permutation unterworfen. 

Es ist dann zunächst leicht zu beweisen: 

2. Die Permutationsgruppe P der Wurzeln der 
Doppeltangentengleiohung, die man erhält, wenn 
man in (4) und (5) an Stelle von |i, alle 

vollständigen Systeme, jedes in jeder beliebigen 
Ordnung, setzt, ist die Galois’sche Gruppe der 
Doppeltangentengleiohung. 

Um dies naohzuweisen, haben wir zweierlei zu zeigen: 

a) Jede Permutation ä der Wurzeln der Doppel- 
tangentengleichung, die auf alle rationalen 
Gleichungen zwischen diesen Wurzeln anwendbar 
ist, gehört zu P. 

Dies ergiebt sich so: Wenn tc auf alle rationalen Gleichungen 
zwischen den Wurzeln anwendbar ist, so gilt dasselbe von den 
Potenzen von 7t» Nach 1. kann niemals durch 7 t ein syzygetisches 
Tripel in ein azygetisches oder umgekehrt übergeführt werden; 
denn 7t ist, wenn g, gg ein syzygetisches Tripel ist, auf die 
Gleichung (3) anwendbar, also kann gj gs nicht in ein azy- 
getisches Tripel ubergehen. Und auch das Umgekehrte ist nicht 
möglich, weil sonst durch 7c~^ ein syzygetisches in ein azygetisches 
Tripel übergeführt würde. Daher geht auch durch 7 t irgend ein 
voUständiges Siebener -System wieder in ein solches System in 
irgend welcher Anordnung über, und wenn man dann 7 t auf alle 
Gleichungen von der Form (6) anwendet, so ergiebt sich eine 
Permutation der g<, Sa, die zu P gehört 

b) Jede rationale Gleichung zwischen den Wurzeln 
der Doppeltangentengleiohung gestattet alle 
Permutationen der Gruppe P. 

Eine rationale Delation zwischen den Wurzeln hat die Form 

(®) * (Si) • • •) ir, £i>) . . a, . . .) = 0, 

worin ® eine rationale Function ist und o, ... die VerhältnisBe 
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der Coef&cienten von / bedeutöru Hierin kann man durch ( 5 ) 
diö iia, ^la, ... rational durch gi, I3, . . I7 außdrücken, und 
nach §. 117 , IL, nachdem die Ourve / durch ein vollständiges 
Siebener -System ihrer Doppeltangenten rational bestimmt ist 
lassen sich dann die a rational (mit nur numerischen Coeffi- 
cienten) durch die sieben Grossenpaare (2) 

außdrücken. Da diese aber ganz beliebig gegeben sein können, 
so muss die Gleichung (6) durch diese Substitutionen in eine 
Identität übergehen. Die Gleichung (6) muss also auch richtig 
bleiben, wenn man darin die |i, I9, . . I7 durch ein öderes 
Siebener -System oder auch durch dasselbe in anderer Ordnung 
ersetzt, und gleichzeitig unter den . . . die durch die For- 
mel ( 5 ) vorgeschriebene Permutation vomimmt, d. h. wenn man 
unter den Wurzeln der Doppeltangentengleichung eine Per- 
mutation der Gruppe JP ausführt. 


§. 119 . 

Darstellung der Gruppe. 

* 

Der Grad der Gruppe P ist sofort anzugeben. Da es 288 
vollständige Siebener -Systeme giebt, und da die Elemente eines 
solchen Systemes auf U ( 7 ) Arten permutirt werden können, so 
ist der Grad der Gruppe: 

288 n (7) = 86 il (8) = 1451620 . 

Bei der Bildung der Pennutationen der Wurzeln benutzen 
wir zweierlei Bezeichnung. Zunächst 

(1) ^19 ^25 • • •! S71 

worin 1, Je von 1 bis 7 geht, und die einheitliche Bezeichnung 
[<Ä], wobei iy Je von 1 bis 8 geht, und wobei |i, Sa, . . . durch 
[ 18 ], [2 8], ... zu bezeichnen sind. 

Wenn wir nun zwei 2 jiffem aus der Beihe 1, 2, . . ., 7 per- 
mutiren, z. B. I mit 2, so geht Si in Si über, und nach der 
Definition §.116 bleibt ungeändert, Sia geht in Sas ^fiör u, 0. £ 
. Wenn wir also in der Reihe der Wurzeln [^fc] die Sffem 
1 bis 7 beliebig permutiren, so erhalten wir lauter Permutationen 
der Gruppe P. 

29 * 


f 
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Nun haben wir im §. 116 gesehen, dass bei der Anordnung 
m syzygetische und azygeiasche Tripel und in Folge dessen auch 
IQ Complexe und vollständige Systeme die Ziffer 8 mit den 
übrigen Ziffern 1 bis 7 vollständig gleichberechtigt anffcritt, und 
da die Zuordnung der Wurzel zu dem Paare [durch 
die Formel §. 118, ( 6 )] nach §. 116 nur von dieser Anordnung 
abhängt, so können wir auch die IZiffem 1 , 2 , . . 7 , 8 permu- 

tiren, ohne dass wir aus der Gruppe P herauskommen. Es ist 
also in P ein Theiler enthalten, der mit der symmetrischen 
Grruppe der Permutationen von acht Elementen isomorph ist, der 
also den Index 36 hat und den wir mit 8 bezeichnen wollen. 

Dhi die noch fehlenden Permutationen von P zu bestimmen, 
lassen wir an Stelle des Siebener-Systemes ein neues 

vom Typus ^ ^ treten, etwa so; 

/[1 8], [2 8 ], [3 8 ], [4 8], [5 8 ], [6 8 ], [7 8 ]\ 

V[2 3], [3 1], [1 2], [48], [5 8], [ 6 8 ], [7 8 ]; ’ 

und bezeichnen die hierdurch bedingte Permutation in doppelter 
Weise mit 

(^) -^ 113 , 8,8 = 114 , 0 , 8 , 7 ? 

indem wir festaetzen, dass UaiOf^a^a^ und dasselbe 

bedeuten sollen, wenn ßi.ß^^ßz.ßi irgend eine Permutation von 
ifli? oder wenn oti, « 3 , ^ 2 , jSj, ß^ zusammen 

alle acht Ziffern umfassen. 

Durch dies Zeichen ist die Vertauschung ( 2 ) eindeutig be- 
zeichnet und die Anzahl der verschiedenen Permutationen dieser 
Art beträgt genau 35, so dass wir die ganze Gruppe P durch 
die Nebengruppen so darstellen können: 

W = 5 + 2? ÄJT«, 

worin o,, ot,, os,, alle Sjsteme von vier Ziffern aus der Beibe 
1 , 2 , . . 8 durchlaufen, wobei eine beliebige Ziffer, 2 . 6 .«*=: 8, 

festgehalten werden IranTi 

Um den Einfluss von auf irgend eine Wurzel [i h] 

zu erkennen, genügt es, die drei Wurzeln [1 2 ] [1 4 ] [4 6 ] zu 
betrachten, weil 1 , 2, 3 einerseits, 4, 6 , 6 , 7 andererseits ganz 
gleichartig in i7i,a,8,8 Vorkommen. 

Diese Vertausöhungen erhält man einfeob aus der Bemerkung, 
dass [1 2 ], [1 4] nach §. 116 die in dem Oomplei 

( 6 ) [2 8 ] [1 2], [3 8 ] [1 3], [4 8 ] [1 4], [6 8 ] [1 5], [6 8}[1 6 ], [7 8 ] [1 7] 
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mit [2 8 ] und [48] verbundenen Wurzeln sind, und dass ebenso 
[4 6 ] die mit [6 8 ] verbundene Wurzel in dem Complexe 
( 6 ) [1 8] [1 4], [2 8 ] [2 4], [3 8 ] [3 4], [6 8 ] [5 4], [6 8 ] [6 4], [7 8 ] [7 4] 
ist. Durch die Vertauschung ( 2 ) gehen aber die Complexe ( 6 ) 
und ( 6 ) in folgende über, wie man leicht aus der Darstellung 
der Complexe im §. 116 findet [der Complex ( 5 ) bleibt als Ganzes 
ungeändert]: 

[3 1] [3 8 ], [2 1] [2 8 ], [4 8 ] [1 4], [5 8 ] [6 1], [6 8 ] [6 1], [7 8 ] [7 1] 

[2 3] [1 4], [3 1] [2 4], [1 2] [3 4], [5 8 ] [0 7], [6 8 ] [6 7], [7 8 ] [5 6 ], 
woraus man folgende durch 7 Ii,a, 8,0 bewirkte Vertauschungen 
erhalt: 

[1 2], [1 4], [4 5] 

^ [3 8 ], [1 4], [6 7]. 

Aus ( 2 ) und (7) lässt sich nun folgende allgemeine und ein- 
fache Regel ableiten: 

3. Bedeuten »i, Oj, ocg, jSj, zusammen alle 

acht Ziffern, so hat man, um den Einfluss von 

TToi Oj »B ^ßl ßt ßaß* 

auf irgend eine Wurzel [[i v] zu bestimmen, zu 
unterscheiden, ob v beide unter den a oder 
beide unter den oder ob die Ziffer ^ unter 
den a, v unter den ß vorkommt. In den ersten 
Fällen geht v] in [/i' v'] über, wenn v, i/ 
entweder alle « oder alle ß bedeuten; im dritten 
Falle bleibt [ft v] ungeändert 

In allen Fällen sind die Permutationen Tla^a^a^a^ nur vom 
2 ten Giade^ führen also bei einmaliger Wiederholung zur Iden- 
tität zurück. 


Damit ist die Gruppe P vollständig bestimmt und dar- 
gesteUt, und um die Gesetze der Composition in P festzustellen, 
sind nur noch wenige Formeln nothig, die sich aus der oben 
aufgestellten Regel leicht ergeben. Dabei ist zu bemerken, dass 
man zwei von einander verschiedene der Permutationen JToi 0 , 03^4 
imm er so annehmen kann, dass sie im Index zwei oder drei 
Ziffern gemein haben, da man, wenn sie nur eine Ziffer gemein 
haben, für den Index der einen seine Ergänzung nehmen kann. 

Es möge nun 


6 



1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 \ 

«1, Oj, Oj, «4, «B, Ofl, «7, a^J 
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irgend eine Permntation der acht Ziffern sein, und (a, ß) die 
Transposition der beiden Ziffern a und |3, also ein Element ans 
S bedeuten. Dann ist 

(8) -77i, a, 8 , 4 ^ oj, og ? 

(9) -^1,3,8, 4 = Ij 

(10) 17i,a,8,4 J^L,a,a,ö = (4:, 5) IZi^a,B,4, 

(11) l?L^a,8,4 Ili,a,6,e = (li 2) (3, 4) (5, 6) (7,8) üi, 2 , 7 , 8 . 

Man beweist diese Formeln leicht nach der Regel 3., wenn 
man die einzelnen Fälle durchgeht, wobei natürlich nur eine 
ganz kleme Zahl von Typen zu betrachten sind; so geht z. B. 

[14] durch 711,2,8,4 ^ [2 3], dies durch 7Ii^a,8,6 in [15] über, und 

[15] wird durch 7Ti^2,8,4 nicht mehr geändert, folglich bewirkt 

(12) 7Ti, 2,8,4 7Ti,2,8,ö 77i,2,8,4 

die Vertauschung von [1 4] mit [1 6] in Uebereinstimmung mit 
der Formel (10). Ebenso leicht erkennt man, dass z. B. [1 2] 
durch (12) nicht geändert wird. 

§. 120 . 

Einfachheit der Gtruppe des Doppeltangenten- 
problems. 

Die Darstellung der Gruppe P, die wir im vorigen Para- 
graphen entwickelt haben, liefert uns nun einen ganz einfachen 
Beweis dafür, dass diese Gruppe keinen Normaltheiler hat, 
also nach unserer früher gebrauchten Ausdrucksweise einfach 
ist, woraus dann folgt, dass die Gruppe nicht durch Adjunction 
von Irrationalitäten mit kleinerer Gruppe, also beispielsweise 
nicht durch cyklische Gleichungen erniedrigt werden ka-nu. 

Wir stellen P in der Form (4), §."119, dar: 

( 1 ) 

worin S die ganze Gruppe aller Permutationen von acht Ziffern 
ist Die Gruppe S hat einen Normaltheiler fif' vom Index 2, 
nämlich die altemirende Gmppe der acht Ziffern, die ihrerseits 
einfach ist, und jeder Normaltheüer von S, der nicht aus der 
einzigen identischen Permutation besteht, muss die ganze Gruppe 
S' enthalten. Wir setzen 

(2) S = S' + S", 
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worin 8^' = 8' 6 ist, wenn 6 irgend eine Permutation der zweiten 
Art, z. B. eine Transpoaition bedeutet 

Wir nehmen jetzt an, es sei Q ein Normaltheiler von P, der 
nicht aus der einzigen identischen Substitution besteht 

Der grösste gemeinschaftliche Theiler von Q und S ist dann 
ein Normaltheüer von S, und muss daher, wenn er nicht die 
identische Gruppe ist, die Gruppe 8* enthalten. Daraus folgt: 

1. Wenn Q eine nicht identische Permutation aus 8 
enthält, so enthält Q die ganze Gruppe 5'. 

Wir beweisen sodann, dass wenn es die Gruppe 8' ent- 
hält mit P identisch sein muss. 

Wenn nämlich Q die ganze Gruppe 8^ enthält, so enthalt 
es als Normaltheiler von P auch, wenn (4, 5, 6) ein dreigliedriger 
Oyklus aus iS' ist [nach §. 119, (8), (10)]: 

^ 1 , 2,816 (^5 — (^» ^ -^ 118 . 8,4 ^1,8,8, 6 

= (ö? 4:, 6) (4, 6) 1 / 1 , 2 , 8,45 

und folglich auch 

5 ' ( 4 , Ö) ill, 2 , 8,4 = 2 , 8 , 4 - 

Ist nun 

6= (^' 

\«1, «J, « 3 , «41 «61 «61 «71 «8/ 

eine Permutation aus S, in der oci, »21 “s» 0^4 beliebig gegeben 
sind, so kan-n man die Anordnung der 065 , «g, 067 , noch so 
wählen, dass 6 nach Belieben zu 8' oder zu S" gehört Wählt 
man 6 in. 8' und beachtet dass dann /S" = S" ist, so ergiebt 
sich, dass auch 

S" 2 , 8,4 ^ ■/^ai,a*,ffa,a4 

in Q enthalten sein muss. Nun ist aber auch 

-/Ii, 2,8,4(3, 5)(4, 6)IZi,2,8,4 = (3, 5)(4, 6) JTi,2,B,6 

= (3, 6) (4, 6) (1, 2) (3, 4) (5, 6) (7, 8) 

= (l,2)(3,6)(4,5)(7,8)n,,,,,,8, 

and da (1, 2) (3, 6J (4, 6) (7, 8) zu 8' gehört, so enthält Q auch 
711,8,7,8, und folghch, -wie oben, alle S' JIa„o,(r„ 04 , also auch 
alle 5JTa,,a„og,o<, und mithin auch 

S Ha^a^a^at 72j,^,a,,s^a4 = S, 

d. h. ^ umfasst die ganze Grruppe P. Daraus folgt in Ver- 
bindung mit 1.: 
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2. Wenn ein Normaltheiler Q von P ausser der 
identischen Permutation noch irgend eine Per- 
mutation mit S gemein hat, so ist Q mit P 
identisch. 

Es kann nun ferner die Frage sein, oh Q eine Permutation 
aus einer der Nebengnippen von (1), also ein Element von der 
Form öJTi, 8 , 8,4 enthalten kann, ohne mit P identisch zu sein. 
Ist zunächst <5 = 1, enthält also Q das Element 111,8,8,41 so ent- 
hält es als Normaltheiler von P auch alle anderen 
wie aus der Formel §. 119, (8) zu ersehen ist, und damit auch 
■ni,a,8,4l^i,B,8,ö-77i,a,8,4 = (4, 6), und ist also nach 2. mit P identisch. 

Ist aber <5 von 1 verschieden, so kann man ein Ziffempaar 
a, ]3, beide unter den 1, 2, 3, 4 oder beide unter den 5, 6, 7, 8, 
so wählen, dass die Transposition 

c (a, ß) tf-i = («', /30 

von (a, ß) verschieden ist. Denn nimmt man zunächst für a 
eine durch veränderte Ziffer, so ist a' von a verschieden 
(BcL I, §. 160, 4.), wählt man dann fiir ß eine Ziffer, die durch 

nicht in a übergeht, und die mit oc zugleich in der ersten 
oder in der zweiten Hälfte der acht Ziffern vorkommt, die gewiss 
immer emstirt, weil nur eine Ziffer durch (5-^ in a übergeht, so 
ist (tst', ß') von (a, ß) verschieden. Darm folgt aber, dass in der 
Gruppe Q das Element (a, ß) <5 JIi,a, 8,4 («, ß)^ folglich auch 
[nach §. 119, (8), (9)] 

(06, ß) (5 IZi,a,8,4 (a, ß) JTi,p,b,4 = K ß) ß) ß") 

vorkommt, und dies ist eine von der Identität verschiedene Per- 
mutation aus S. Damit ist also bewiesen: 

3. Die Gruppe P der Doppeltangentengleiohung ist 
einfach. 

Als spedelle Anwendung können wir hervorhehen, dass die 
Gruppe P unter den 28 Wurzeln der Doppeltangentengleichung 
nur Permutationen der erstep Art bewirken kann, und dass 
folglich die Discriminante dieser Gleichung ein 
Quadrat ist 

Bezeichnen wir nämlich für den Augenblick mit G die 
Gruppe aller Permutationen der 28 Wurzeln und mit Ä die 
darin ale Normaltheiler enthaltene altemirende Gruppe, so ist 
der grösste gemeinschaftliche Theüer von A und P ein Normal- 
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theiler von P und musa also mit P identisch sein; d. h. P ist 
in A enthalten. 

Wenn man die Gruppe der Pennutationen aufsucht, die 
eine der Wurzeln der Doppeltangentengleichung, etwa [1 2], 
ungeändert lassen, so findet man eine Gruppe, die für die übrigen 
27 Wurzeln noch transitiv ist^). 

Um dies naohzuweisen, genügt es, zu zeigen, dass durch die 
Permutationen dieser Gruppe irgend eine Wurzel, etwa [1 3], in 
jede andere (mit Ausnahme von [1 2]) übergehen kann. Nun 
geht aber [1 3] durch Pennutationen der Gruppe S, durch die 
1, 2 ungeändert bleiben, in [1 4], . . ., [1 8] über; ebenso [2 3] in 
[2 4], . . ., [2 8]. Es bleibt also noch zu zeigen, dass man [1 3] 
auch m [2 3] und in [4 5] überführen kann. Dies zeigt aber 
der Anblick der drei folgenden vollständigen Siebener -Systeme: 

[1 2] [1 3] [1 4] [1 5] [1 6] [1 7] [1 8], 

[1 2] [2 3] [2 4] [2 5] [2 6] [2 7] [2 8], 

[1 2] [4 ö] [3 4] [3 5] [1 6] [1 7] [1 8]. 

Die Gruppe P ist hiernach zweifach transitiv. Sie kann 
aber nicht mehr als zweifach transitiv sein. Denn lasst man 
zwei Wurzeln ungeändert, so kann eine mit diesen beiden syzy- 
getische Wurzel nicht in eine azygetische ubergeführt werden. 
Durch Adjunction von zwei Wurzeln wird die Doppeltangenten- 
gleichung reducibeL Es löst sich ein Factor 10*®*^ Grades ab, 
dessen Wurzeln mit den beiden gegebenen einen Steiner’sohen 
Complex bilden (die Function X im Satze 1., §. 118). 

Unter den Divisoren der Gruppe P ist besonders die 
Gruppe 8 vom Index 36 bemerkenswerth. Diese Gruppe ist noch 
transitiv, weü durch sie [1 2] in jede beliebige Wurzel [x 
übergefuhrt werden kann. Sie ist aber nur noch einfach tran- 
sitiv, weil bei festgehaltenem [1 2] die Wurzel [1 3] nicht mehr 
in [4 5] ubergehen kann. 

Durch Adjunction einer Wurzel einer Gleichung 36**®“GfTade8 
wird also die Gruppe der Doppeltangentengleichung auf die 
Gruppe einer allgemeinen Gleichung 8*®“ Grades reduoirt. 

Diese Gnippe ist nach emem geometrisolieiL Sat*e von Geiser 
isomorph mit der Qxnppe der Gleiohung 27 Grades, von der die Lösung 
des Problems der 27 Geraden auf einer Fl&che dritter Ordnung abhängt. 
(Mathem. Annalen, Bd. L) 



4ß8 


Dreizehnter Abschnitt, 


§. 121 . 


Setzt man z. B 

2] [1 3] [14] [1 6] [1 6] [1 7] [1 8], 

und definirt entspreoliend Vj, f^s, • • so ist jede Bymmetrische 
Function dieser acht Grössen, z. B. 

tt = 1?! “I“ Vs “h ^4 "H "f" ^6 H“ V 7 -|- Va , 

Wurzel einer Gleichung 36 Grades. Adjungirt man dem 
Problem die Grosse w, so werden die Vi, Vg die Wurzeln 

einer Gleichung 8*®“ Grades, die keinen Äffect hat 
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Realität der Doppeltangenten. 

Wir wollen noch die Frage erörtern, wie sich bei einer 
reellen Gurve yierter Ordnung ohne singulären Punkt die Doppel- 
tangenten in Bezug auf ihre Realität yerholten können. Wir 
nehmen also jetzt die Coeffioienten der Gleichung der Gurve 
vierter Ordnung reell an, d. h. wir setzen einen reellen Ratio- 
nalitätsbereich voraus. 

Wenn dann eine Doppeltangente § imaginär ist, so muss 
auch die conjugirte Gerade Doppeltangente sein. 

Wenn wir in einer rationalen Gleichung zwischen den 
Wurzeln der Doppeltangentengleichung jede imaginäre Wurzel 
durch die conjugirte ersetzen, so entsteht wieder eine richtige 
Gleichung. Es folgt daraus, dass zu syzygetischen oder azy- 
getischen Systemen von Doppeltangenten conjugirte Systeme des- 
selben Charakters gehören, die man erhält, wenn ma u überall i 
durch — i ersetzt 

Ein Steiner’scher Complex 0 geht daher durch Uebergang 
von i ZM — t in einen Steiner’schen Oomplex 0' über, und wir 
unterscheiden zwei Fälle: 

Ist C mit 0' identisch, so nennen wir C = 0' einen reellen 
Complex, 

Ist aber 0 von C' verschieden, so bilden sie ein conjugirte s 
Complexpaar. 

Die Paare eines reellen Complexes bestellen entweder aus 
zwei reellen Doppeltangenten oder es sind conjugirte Paare 
oder sie enthalten zwei nicht conjugirte imaginäre Doppel- 
tangenten g, Im letzteren Falle muss dann im Complex auch 
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das aus den conjugirten Doppeltangenteu f', rf gebildete Paar 
Vorkommen. Zwei solche Paare (|, t^') wollen wir ein 

conjugirtos Doppclpaar nennen. 

Niemals kommt in einem reellen Complexe eine reelle 
Wurzel X mit einer imaginären £ gepaart vor, weil sonst neben 
dem Paare (u;, |) auch das coiijugirte Pooi- (a;, |') in demselben 
Complexe Vorkommen miissto, was unmöglich ist, da diese beiden 
Paare ein gemüinscliafthclioa Elomunt x enthalten wurden. 

Ein Aronh ohrschos Siebener -System S geht durch Ver- 
tauschung aller seiner IClemonto mit den conjugirten in ein eben- 
solches System S' über, und wir nennen cm solches System 
reell, wenn S mit S‘ ideiitisoh ist. Ein reelles Siebener-System 
enthält daher zu jeder in ihm vorkoinnienden Wurzel | die con- 
jugirtü I', und muss folglich wouigstona oine, immer aber eine 
ungerade Anzahl von reellen Doppeltangenton enthalten. 

Wir leiten jetzt der Reihe nach die Hauptsätze ab: 

1. Es können nicht alle Doppeltangenton ima- 
ginär sein. 

Es sei nämlioli ^ conjugirtos Paar und oine dritte 
imaginär(3 Doppeltongentc, so dass die drei ri azygetisch 
sind. (Dies wäre siclier möglich, wenn alle Doppeltangonten 
imaginär wären.) Ist rf zu conjugirt, so haben wir die beiden 
azygetisebon Tripel: 

f'i »y'- 

Da hiernach in dem durch das Paar bestimmten Stoiner’- 
scheii Complexe g' nicht vorkommt, so ist dieser Complex 
imaginär. 

Wir stellen ihn mit seinem conjugirten Complexe zusammen : 

1) I »y» §8^8, In’yfl 

^ ^ S'iy'i livu Si^yi, tlvU frt’yfi, 

indem wir unter ijl die zu conjugirten Elemente ver- 

stehen, so dass, Mls g* reell ist, = £< zu setzen ist, und um- 
gekehrt auch aus folgt, dass Si reell ist 

Es sind nun zwei Möglichkeiten zu unterscheiden. "Wenn 
erstens die Coitiplexo 1), 2) ein syzygetisohes Paar bilden (§. 114), 
so haben sie vier syzygetiseho Elemente gemein. Darunter können 
g, Tj, f]' niclit Vorkommen, und wir beschränken daher die 
Allgemeinheit nicht, wenn wir annebmen, es seien gg, 
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die gemeinscliaftlioheii Elemente. Diese können in ihrer Ge- 
sammtheit aber nicht verschieden sein von fi, da der 

üebergang zu den accentmrten Buchstaben, d. h. zu den con- 
jugirt imaginären Grössen, wodurch 1) in 2) ubergeht, überall 
gestattet ist 

Nun ist die Annahme ausgeschlossen, weil daraus 

= 7}i folgen würde und 1) von 2) nicht verschieden wäre. 

Ißt so ißt gl reell. 

Ist aber so ist also iji reell, 

und davon ist die Annahme = g' nicht 

wesentilch verschieden. 

Dieser Fall fuhrt also immer auf eine reelle Doppeltangente- 

Wenn aber zweitens das Complexpaar 1), 2) azygetisch 
ist, so enthält jedes Paar des emen Complexes ein Moment, 
was auch im anderen Complexe vorkommt, und em Element, 
was im anderen nicht vorkommt Kommt also etwa rj im Gom- 
pleie 2) vor, so können wir, ohne Beeinträchtigung der All- 
gemeinheit 7? = 7?' = 7^1 annehmen, und erhalten folgende 

Paare m 1) und 2) 


( 2 ) 


1) I V: Ln' 

2 ) Ln, Ln'' 


Wenn ferner in 1) und 2) vorkommt, so Iranu ij, nicht 
gleich ii sein, -weil sonst 1) das Paar ü enthielte und folghoh 
reell wäre. 

Wenn = ijj ist, so ist ijj reell Ist aber ij, gleich emem 
Element der drei letzten Paare von 2), so können wir es ohne 
Beschränkung = iji annehmen, also = iji, = ijj. 

Dann sind aber nach dem Satze § 113, 3. sowohl n, nt, n» 
^ n, n', n» azygetisch. Die beiden Paare ijij,, bestimmen 
zwei Complexe, deren zweiter weder ij noch ijj entölt, und die 
daher em syzygetisohes Paar bilden. Damit sind wir auf die 
erste Annahme zuruokgeführt, und unser Satz 1. ist bewiesen. 

Es giebt also immer mmdestens zwei reelle Doppel- 
tangenten. 

2. Es giebt immer mindestens ein System von vier 
reellen syzygetischen Doppeltangenten. 

Beim Beweise dieses Satzes gehen wir aus von einem nach 
1. immer existirenden reellen Paare x y, und betrachten den 
reellen Oomplex, der durch dies Paar bestimmt ist Da die oon- 
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jngirten Doppelpaare je zwei Paare sind, so muBB unter den 
BechB Paaren dieees ComplexeB entweder ein zweiteB reelles Paar 
Vorkommen, und dann trifft der Satz 2. zu, oder er muss ein 
conjugirtes Paar enthalten. 

Im letzteren Falle betrachten wir das durch diese beiden 
Paarehestimmte Byzygetische üomplextripel, in dem alle 28 Doppel- 
tangenten Vorkommen (§. 114, 4.): 

1) lg', 

2) oüi, yS', li^i, 

3) ^1', y|, 

von denen die beiden letzten coujugirt imaginär sind, und folg- 
lich, da sie ausser a;, y, kein gemeinschaftliches Element 
haben, nur noch imaginäre Paare enthalten, von denen wir eins, 
nebst dem dazu conjugirten mit aufgeföhrt habem 

Es genügt demnach, wenn wir die Existenz von einer weiteren 
reellen Doppeltangente beweisen können. Denn diese muss dann 
in 1) Vorkommen und muss iu diesem Complexe zu eiuem reellen 
Paare gehören. 

Jetzt bilden wir noch die beiden conjugirten Complexe: 

^li, S Vi 

5) ^li, 

in denen y gewiss nicht verkommt, da sonst a;, y azygetisch 
wären (§. 113, 3.). Aus demselben Grunde kommt S nicht in 5) 
und nicht in 4) vor. 

Wenn nun zunächst die Complexe 4) und Ö) syzygetijch 
sind, so muss in ö) und in 4) verkommen, und wenn 4) 
das Paar p H enthält , so muss in 5) das Paar p Vorkommen. 
Es ist also p mit seinem conjugirten Elemente identisch, d. h. 
jreelL 

Wenn zweitens die Complexe 4) und ö) azygetisch sind, so 
kommen ii, f nicht in 5) vor, und es muss 7]i in 6) enthalten 
sein- Wenn in 5) mit einem imaginären Elemente ü gepaart 
ist, xmd wenn in 4) noch ein weiteres imaginäres Paar fg ly# vor- 
kommt, so setzen sich diese Complexe in folgender Weise fort: 

I Vi> SaVu la’?®, SsVa 

Ö) ii'rji, Iß ^85 Is'^A, 

worin auch imaginär ist, und durch die accentuirten Buch- 
stahen immer die conjugirten Elemente zu den unacoentuirten 
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verstanden sind. Die beiden Complexe enthalten dann nur noch 
je ein Paar gemeinschaftlichea Element ent- 

halten müssen. Es kann aber nicht £5 = sein, weil sonst 
auch ^5 = Vs 1 mithin beide Paare identisch wären. Also 
muss gs =;: (oder % = Vs) sein ; d. h. eine dieser beiden Doppel- 
tangenten ist reell, und damit ist unser Satz 2. bewiesen. 

3 . Wenn ausser den vier reellen Doppeltangenten 
^3 2/3 i^3 deren Existenz der Satz 2 . behauptet, 
noch eine weitere vorhanden ist, so existiren 
acht reelle Doppeltangenten, die in einem 
Steiner’schen Complexe vier Paare bilden. 

Wir bilden das reelle syzygetische Complextripel, in dem 
alle Doppeltangenten Vorkommen müssen: 

1 ) ^!/3 i >«3 

2) yq, 

3 ) xq, yp. 

Ist eine fünfte reelle Doppeltangente r vorhanden, so können 
wir annehmen, sie komme im Complexe 1) vor. Dann muss aber 
dieser Complex ein drittes reelles Paar rs enthalten, und ent- 
weder ein viertes reelles Paar, in welchem Falle der Satz 3. 
schon zntnfffc, oder ein conjugirtes Paar f p'. 

Enthält der Complex 2) nicht lauter reelle Doppeltangenten, 
ein Fall, in dem gleichfalls der Satz 3 , zutreffen würde, so muss 
in 2 ) ein imagmäres Paar g ij Vorkommen, und danach betrachten 
wir also die folgenden Complexe: 

^ 1) xy, JP2, rs, 

2 ) mp, yq, iv, 

4 ) xr, ys. 

Die beiden Complexe 2), 4 ) siad aber azygetisoh, da z. B. 
r in 2) niobt vorkommt [weü ea in 1) Torkommt]. Folglich 
kann 4 ) auch nur eine der beiden ^ enthalten, nnd folgUoh 
können, da der Complex 4 ) reell ist, »j nicht conjngirt eein. 
Es ergiebt sich daraus für 2) nnd 4) je ein oonjugirtes Doppel- 
paar, und wir haben; 

*2) xp, yq, S'ij', 

4) »r, ys, n, re', 

worin f, g' wieder ein Paar conjugirter Doppeltangenten be- 
deutet. 
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Nun biltlcu wir den sowohl mit 2) als mit 4) syzygetischon 
reellen Complex 

5) ii', vv', se', 

der keines der Elemente x, i/, p, q, r, s enthalten kann, und 
tbrner die beiden conjugirt imaginären Comploio 

6) PV, 

7) Xi', pv', ri', 

und i’)), (i), 7) bilden ein azygetischos Tripel, y, q, s kommen 
in 6) und 7) nicht vor, denn sonst müsKton sie mit je zweien 
der X, p, r azygetisch sein, was nach 2) und 4) unmöglich ist. 
Es ist also jeder der Coinplexe (i), 7) azygetisch mit dom Com- 
plcxo 1), und es muss also eine und nur eine der lieidon Doppel- 
tangenten p, p' in 6) Vorkommen; ist dies p, so ist p' in 7) ent- 
halten. Ist p ö ein Paar von G), so ist 0 von seinem conjugirten 
6' verschieden, weil sonst tfp' in 7) und fcdglich pp' in 5) vor- 
koinmou müsste, was nicht der Fall ist. Also haben wir, wenn 
r, z' zwei weitere conjugirt imaginäre Doppoltaugenton sind, die 
Gomploxo: 

6) xi, pn, rg, p 0, a'r 

7) a;S', jn;', rg', p'ö', <s z'. 

Ist das letzte Paar dos Compluxcs G), so kommt das 
Paar i'X' in 7) vor, und diese beiden Paare müssen ein gemoin- 
sames Element enthalten. Da aber X nicht gloicli t' sein kann, 
weil sonst beide Paare identisch wären , so muss t =t' (oder 
il = A', was nicht wesentlich verschieden ist) sein; es ist also 
i reell, und es wird: 

G) xi, pri, rg, p 0, 0't, tX 

7) xi', pv', rg', p'0', 0 r', fX'. 

Jetzt kehren wir zu dom syzygetischen Complextidpel 1),2), 3) 
zurück. Da wir aus 6) Rchliossen, dass xpt und xrt azygetisch 
sind, so kann t weder in 2) noch in 3) Vorkommen, und muss 
also in 1) enthalten sein. Da aber 1) ein reeller Complex ist, 
so muss darin t mit einer reellen Doppeltangente « gepaart 
erscheinen, und der Complex 1) wird 

» 2 /) PSf fs, 

wodurch unser Satz 3. bewiesen ist 
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4. Wenn in einem Complexe fünf reelle Paare Vor- 
kommen, BO sind alle Doppeltangenten reelL 
Gehen wir ans von einem Complexe mit fünf reellen Paaren 
1) a;a2/a, 

und nehmen zunächst an, dass ausser dem letzten Paare dieses 
Complexes noch eme imaginäre Doppeltangente f existire, dann 
ist auch eine conjugirte Doppeltangente vorhanden, und der 
durch das Paar fg' bestimmte reelle Oomplex 2) ist mit 1) 
syzygetisch [weil S nnd S' nicht in 1) Vorkommen]. Die vier 
gemeinschaftlichen Elemente von 1) und 2) müSBen aber reell 
sein, weil 2) als reeller Oomplex keine reelle Doppeltangente 
mit einer imaginären gepaart enthalten kann. 

Es sei also 

2) iS'y 

und daraus leiten wir die zwei Complexe her: 

^ f 1 i 1 

die mit einander eyzygetiach sind, und mithin ausser den vier 
angegebenen kein Element gemein haben. Sie sind aber zugleich 
conjugirt, und daher kann in 8) ausser keine reelle Doppel- 
tangente Vorkommen. Nun sind aber 1) und 3) azygetisch, weil 
S in 1) nicht vorkommt; mithin muss aus jedem Paare von 1) 
ein Element in 3) Vorkommen. Also enthält 3) ausser 
noch reelle Elemente, wodurch sich ein Widerspruch ergiebt 
Wir Bohliessen daraus, dass die beiden Complexe, die durch 
die Paare Xi x^ j/a bestimmt sind und mit 1) ein syzygetisohes 
Complextripel ausmachen, nur reelle Elemente enthalten. 

Laasen wir einen dieser Complexe, etwa XiX^^ an Stelle von 
1) treten und wiederholen dann unseren Schluss, so ergiebt sich, 
dass überhaupt alle Doppeltangenten, also auch die des letzten 
Paares von 1), reell sein müssen. 

6. Wenn mehr als acht reelle Doppeltangenten 
vorhanden sind, so giebt es sechzehn, die in 
einem syzygetischen Complextripel je vier reelle 
Paare bildern 

Nehmen wir mehr als acht reelle Doppeltangenten an, so 
können wir nach den Sätzen 3., 4. folgendes syzygetische Oomplex 
tripel zusammenstellen : 
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1) iCaysi 

2) a-, Ta. ?/ij/a, ar, xta, 

.■{ ) Xi ifa, ä7a J/i t 

worin tlio a:,, »/<, s, reoll sind. 

Damit voriiindcn wir den Complex 

4) Xi Si , aJa Äa 1 

der mit 1) iizygctisch ist, und daher aus den Paaren asay», 3:47/4 
jo ein und nur ein Element enthalten kann, etwa ic» und aj.i. 
Da ahor 4) ein roollor Complex ist, so muss es zwei weitere 
reelle Doppoltangenten jcr,i, «4 geben, so dass der Complex 4) sich 
BO fortsützt: 

4) a"j üi , Xa C'2 , , iCi 

und «4 kommon nicht in 2) und auch nicht in 1) vor, und 
müssen also in 8) outhalten sein. 

Sie konnon auch in 3) nicht gepaart verkommen, weil 
T,, 53, ßi azygotisch sind. Hieraus schliessen wir, wenn zwei 
weitoro reello Doppoltungentcn sind, auf folgende Zusammen- 
setzung dos Comploxos 3): 

.Jj a?! 7/a , a‘a 7/i , Sj 

Betriichtot man nun an Stolle des Complexes 4) den Complex 
f') 3^1 «a, 

so kann man genau ebenso auf oin viertes reelles Paar «jMa im 
Complex 2) schliosson, und damit ist 5. bewiesen. 

Fassen wir das Ergebniss zusammen, so erkennen wir, dass 
in Bezug auf die ReiJitiit der Doppoltangenteii einer reellen 
Curve vierter Ordnung nur vier Fälle möglich sind: 

1) Vier reello syzygotischo Doppeltangenten. 

2) Acht reelle Doppeltangenten, und zwar vier Paare 
eines Steinor’schon Complexes. 

3) Sechzehn reelle Doppelt-angenten, die in einem 
syzygotischen Comploxtripel je vier reelle Paare bilden. 

4) Achtundzwanzig reelle Doppeltangenten. 


Weberi Aigubn. IL 
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Beweis der Rxistenz der vier Fälle. 

Wir haben im vorigen Paragraphen znnächst nur bewiesen, 
dass es keine anderen als die Fälle 1), 2), 3), 4) geben kann 
Dass diese vier Fälle aber wirklich alle möglich sind, ist jetzt 
auch leicht zu zeigen, auf Grund des Satzes §. 117, nach dem 
man aus sieben beliebig gegebenen geraden Linien auf ratio- 
nalem Wege eine Curve vierter Ordnung ableiten kann, für 
die die gegebenen Linien ein Aronhold’sches System bilden, 
aus dem sich alle Doppeltangenten rational ableiten lassen. 

Unter den sieben gegebenen geraden Linien können auch 
imaginäre verkommen, und als Bedingung der Realität der Curve 
(d. b- der Ooef&cienten in ihrer Gleichung) ergiebt sich die, dass 
das System, was man erhält, wenn man jede imaginäre Gerade 
durch ihre öonjugirte ersetzt, wieder ein Aronhold’sches System 
derselben Curve ist Denn dann andern sich die Ooeffioienten 
nicht, wenn i durch — % ersetzt wird. 

Die Curve wird also gewiss reell, wenn in dem gegebenen 
Siebener-Systeme zu jeder imaginären Geraden die conjugirte 
vorkommt; dann bilden sie ein reelles Siebener-System. 

Ein solches reelles System kann nun enthalten: 

1) eine reelle, drei Paar conjugirt imaginäre Geraden; 

2) drei reelle und zwei Paar conjugirt imaginäre Geraden; 

3) fünf reelle und ein Paar conjugirt imaginäre Geraden; 

4) sieben reelle Geraden. 

Wir werden sehen, dass diese vier Annahmen in derselben 
Ordnung zu den im vorigen Paragraphen anfgezählten vier Fallen 
führen. 

Dieser Nachweis wird sehr einfach, wenn man sich der 
Bezeichnnngsweise der Doppeltangenten, die wir im §. 116 daiv 
gelegt haben, bedient, nach der wir die Steiner’schen Oom- 
plexe unmittelbar aus der Bezeichnung bilden können. 

1) Im ersten Falle bezeichnen wir die gegebenen sieben 
Geraden mit 

0, 1, 1', 2, 2', 3, 3', 

setzen 0 als reell voraus, 1 mit 1', 2 mit 2\ 3 mit 3' conjugirt 
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imiiKiiiiir. Üio üliriReii 21 Doppcltfingenten werden dann durch 
die Zeifheii fO 1|, fo l'J, [1 1'], . . . bezeichnet 

Niicli der Vürschvift doH §. 116 erlialten wir die beiden 
folgenden ötoiner’acbon Coinploxe: 

(1) 0 |0 11, l'[l l'l, 2 11 2J, 2'[1 2'1, 3 [1 3], 3'[1 3'] 

0') 0 [0 l'l, 1 fl l'l, 2 [1'2J, 2'11'2'1, 3 [1'31, 3'[1'3']. 

Der zu (1) conjugirtü Coinplex muss die Elemente 0, 1, 2, 2', 8, 3' 
enthalten, und ist also nach §. 115, 7. mit (l'J identisch, der 
diese sechs Eloineute gloicbfiills enthält 

Daraus folgt, ilass ll l'| reell ist, und dass 

[0 11 loi'l 

1121 11'2'J 

112 '| | 1'2 1 

nonjugirto Paare sind. Du man in dieser Detrachtung 1 mit 2 
und 3 vortiuBchon kann, so ftdgt, dass 0, [1 l'J, [2 2'], [8 8'] 
reell und alle librigon Doppoltangentcn imaginär sind. 

Nach §. 116 können wir leicht einen Stoiner’schen Oomplex 
bilden, der die vier reellen Doppeltangontoii enthält: 

Ü|1 l'l, |2 2'|13:i'l, 1 |ÜI'|, l'|()l|, [2 3] [2' 3'], [2 3'][2'3], 
woraus noch zu sohon ist, dass dieser Complex ausser den reellen 
Paaren zwei conjugirte Paare und ein conjugirtos Doppelpaar 
enthält. 

Dies ist also der Pall 1) des vorigen Paragraphen. 

2) Es seien diu sieben gegebenen üoradon: 

0, 1, 2, 3, 3', 4, 4', 

und darin ü, 1, 2 reell, 3 zu 3' und 4 zu 4' conjugirt Wir 
bilden drei Gomplcxo; 

(ü) 1 [0 1 1, 2 |0 2 I, .3 |0 3 I, .riO 3'J, 4 [0 4J, 4'[0 4'], 

(3) 0 [0 3 I, 1 fl 3 I, 2 12 3 I, 3'13 3'J, 4 [3 4], 4' [3 4'], 

(3') 0 [0 3'|, 1 11 3'|, 2 12 ;j'|, 3 13 3'J, 4 [3'4J, 4'[3'4']. 

Der zu (0) conjugirte Complex enthält 1, 2, 3, 3', 4, 4' und 

ist folglich mit (0) identisch, d. li. der Complex (0) ist reell. 
Daraus folgt, dass [0 1|, [0 2] reell, [0 3] mit [0 3'] und [0 4] 
mit |0 4'J conjugirt ist Ferner ergiobt sich auf die gleiche 
Weise, dass (3j, (8') conjugirte Complexe sind, und dass also 
|3 3'1 reell, [3 41 mit f3'4'J, [3 4'] mit f8'4] conjugirt imaginär 
sind. Da man Ü, 1, 2 beliebig vertauschen darf, und ebenso 3 
mit 4, so erhalten wir folgende Zusammenstellung: 

80 * 
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Beeile Doppeltangenten: 

0, 1, 2, [1 2], [2 0], [0 1], [3 S'], [4 4']. 

Conjagirte Paare. 

3 4 [0 3] [0 4] [13] [1 4] [2 3] [2 4] [3 4] [3 4'] 

3' 4' [0 3'] [0 4^ [1 3'] [1 4^ [2 [2 4'] [3' 4'] [3' 4]. 

Der Steiner’eche Complex, der vier reelle Paare enthält, 
ist hier 

0 [1 2], 1 [2 0], 2 [0 1], [3 3^ [4 4^ [3 4] [3' 4'], [3 4^ [3' 4], 
und er enthalt noch zwei oonjugirte Paare. Dies ist also der 
Fall 2) des §. 121. 

3) Es seien die gegebenen Linien: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, ö', 

und davon 0, 1, 2, 3, 4 reell, 6 und 6^ oonjugirt imaginär. Die 
Betrachtung der drei Gomplexe: 

(0) 1 [1 0], 2 [2 0], 3 [3 0], 4 [4 0], 6 [6 0], 6'[5'0], 

(6) 0 [0 6], 1 [1 6], 2 [2 6], 3 [3 6], 4 [4 6], 5'[5'6], 

(50 0 [0 6'], 1 [1 6'], 2 [2 60, 3 [3 ö^, 4 [4 6'], 6 [6 ÖO, 

von denen der erste reell, die beiden anderen conjugirt imaginär 

sind, und der durch Vertauschung von 0, 1, 2, 3, 4 aus (0) ab- 
geleiteten giebt, genau wie oben, folgendes Resultat: 

Reelle Doppeltangenten: 

0, 1, 2, 3, 4, [0 1], [0 2], [0 3], 

[0 4], [1 2], [1 3], [1 4], [2 3], [2 4], [3 4], [5 5']. 

Conjugirte Paare: 

6, [0 6], [1 6], [2 6], [3 6], [4 6], 

6', [0 60, [1 60, [2 60, [3 60, [4 50, 

und wir finden ein syzygetisohes Complextripel: 

0, 1, [0 2] [1 2], [0 3] [1 3], [0 4] [1 4 ], [0 6] [1 5 ], [0 60 [1 60, 

2, 3, [0 2] [0 3], [1 2] [1 3], [4 2] [4 3 ], [2 6] [3 6 ], [2 60 [3 60, 

[01],[2 3], [0 2][13], [03][12], .4 [6 60, 5 6' [46], 

von denen jeder Compler noch vier reelle Paare und ein ima- 
ginäres Doppelpaar enthalt Soloberi Tripel aber lassen sich noch 
mehrere bilden, da man 0, 1, 2, 3, 4 beliebig vertauschen dart 
Dies ist der dritte Fall von §. 121. 
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4) DaBH endlich, wenn wir alle Elomoiito des ^ügtdiriicii 
Siobener-Systoniea roell voraussetzcn, auch alle übrigen Doppel- 
tangeuten reell ausfallen, ist oino uuniittolbaro Ftdge der ratio- 
nalen Dai’fltollung (§. 117). 

Hiermit ist gezeigt, dass die vicT Falle des vorigen Dara- 
graphen wirklich alle Vorkommen können. Oh die liier he- 
sprocheno Erzeugungsweiao die einzig mögliche i.st, mit anderen 
Worten, oh bei jeder reellen Ciirve vierter Ordnung ein retdlüs 
Aronhold’schoa System oxistirt, diene Frage miiascni wir luient- 
schiedeii lassen. 

Auch ist hier noch darauf liinzuwoiHon, diiss aus der Ib'alitiLt 
einer Doppcltangonto noch koineßwegB die Realität der Heriih- 
rungspunkte folgt, weil diosi^ Dorühmngapunkte wieder von einer 
quadratifichon Gleichung abhängen. Die reellen I)op[)eltang(!nten 
zerfallen also wieder in zwei Arten, solche mit reellen und .solche 
mit imaginären Beruhrungspiinkton, Welclie Fillle liier zn unter- 
scheiden sind, diese Frjige orörtiirn wir nicJit weiter 0* 

0 Vergl. über dio ganxu IVngo vna der Koahtat der DoppeltaDgonten 
vom geometrieohon OeBiühtHpunkto ; Zeuthen, „Sur 1 (‘h diiTeruntös forinen 
des oourbeB planoB du quatriomo ordru“. Mathcm. Ami., ltd. VIT (1878). 
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Allgemeine Theorie der Glelohung fünften Grades. 

§* 123. 

Fragestellung. 

Wir haben im §. 60 gesehen, dass es über die Frage nach 
der Galois’ sehen Gruppe einer algebraischen Gleichung noch 
ein weiter gehendes Problem giebt, nämlich die Frage nach der 
linearen Substitutionsgruppe von möglichst geringer Dimensionen- 
zahl, auf deren Formenproblem die gegebene Gleichung zurück- 
fiihrbar ist. Bei den metacykhschen Gleichungen, insbesondere 
also auch bei den allgemeinen Gleichungen 3*®“ und 4*“» Grades, 
ist diese Dimensionenzahl gleich 1, wodurch eben ausgedrüctt 
ist, dass diese Gleichungen durch Radicale losbEir sind. Die 
zunächst zu untersuchenden Gleichungen sind dann die vom 
6^ Grade, und es wird sich zeigen, dass die Lösung der all- 
gemeinen Gleichung 5*“^ Grades auf eme bmäre lineare Sub- 
stitutionsgruppe, nämlich auf das Ikosaederproblem führt 

Damit im Zusammenhänge steht aber noch eine andere Frage. 

Die allgemeine Gleichung 6*«^ Grades enthält fünf Ooeffi- 
cienten, die als unabhängige Variable betrachtet werden können, 
und folglich ist die Wurzel einer solchen Gleichung eine alge- 
braische Function von fünf Variablen. Nun kann man aber 
schon durch die einfachen linearen Substitutionen die Zahl dieser 
Variablen vermindern. Durch Tsohirnhausen-Transformation, 
z. B. auf die Jerrard’sche Form, kann man die Gleichung sogar 
n^ von einem variablen Coefficienten (einem Parameter) ab- 
hängig machen, und man kann also, durch Vermittelung von 
Gleichungen, die den 6 ^ Grad nicht erreichen, die Wurzel einer 
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aUgemeinen Gleichung 5*®^ Grades von einer algebraischen Func- 
tion von einer Variablen abhängig machen. 

Die Frage, auf die wir hier geführt werden, ist also die, wie 
man die Lösung einer algebraischen Gleichung, deren Coeffi- 
cienten von einer gewissen Anzahl von Variablen abhängen, auf 
eine Gleichung mit einer mögbchst geringen Anzahl von Para- 
metern, ond insbesondere, unter welchen Umständen und mit 
welchen Hülfemitteln man sie auf Gleichungen mit nur einem 
Parameter zuruckfiiliren kann. 

Wir stellen uns demnach jetzt die Frage, unter welchen 
Voraussetzungen bei einer allgein.einen Gleichung Grades 
Resolventen mit nur einem Parameter eiistiren. 

Es sei Xq, ein System von n unabhängigen Variablen, 

( 1 ) U = O {Xq^ X^—i) 

eine rationale Function dieser Variablen, die durch die Permuta- 
tionen der alternirenden Gruppe der n Buchstaben x in 
die von einander verschiedenen Functionen 

(2) W, Wj, Mj, . . ., Wy_l 

übergeht, wönn v gleich oder kleiner als der Grad der alter- 
nirenden Gruppe sein kann, und m sei eine Function der Variablen 
x^ die durch die altemirende Gruppe ungeändert bleibt Es 
fragt sich: wann besteht eine rationale Gleichung Grades 
in Bezug auf u, 

(3) F{u, 0) = 0, 

die durch die v Functionen (2) identisch befriedigt wird? 
Die Coefficienten in (3)- müssen von den x unabhängig und 
also reine Zahlen sein. Eine Beschränkung des Eationalitäts- 
bereiches im Gebiete der Zahlen lassen wir einstweilen nicht 
eintreten. 

Die Gleichung (3) iöt, wenn v > 1 ist, eine ßesolvente der 
Gleichung Grades, deren Wurzeln die x sind, die nur von dem 
einen Parameter i3 abhängt Dieser Parameter ist durch die 
symmetrischen Grundfunctionen und durch das DifFerenzen- 
product der Variablen x^ also nach Adjunction der Quadrat- 
wurzel aus der Discrimiaante rational durch die Coefficienten 
der Gleichung Grades mit den Wurzeln x darstellbar. Den 
Fall i; = 1 sohliessen wir aus. 
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§. 124. 

Sat 2 von Lüroth. 


Es ist znnacliBt folgender Hülfssatz zn beweisen i): 

1 . Ist w, Wx, Ua, . . w,_i ein System rationaler Func- 
tionen einer Variablen so giebt es eine ratio- 
nale Function der Ui, . . u^-i 
ö" = %(«! «1. • • •> ^y-i) 

von der Art, dass u, Wi, . ih^i rational durch -ö- 
allein ausgedruckt werden können. 

Um ihn zu beweisen, setzen wir 


( 1 ) 




und verstehen unter (p(t)^ ganze Functionen von t ohne 
gemeinschaftlichen Theiler ; ebenso unter 91 (t ) , (t) u, s. f. 

Ausserdem dürfen wir noch vorausaetzen, dass von den Functionen 
u, Wi, . . Ur—i kerne eine Oonstante seL Wir fuhren neben 
der Variablen t eme zweite Variable r em und setzen: 


( 2 ) 
tj T, 

( 3 ) 


_ y W 


i>iby 


„ _ 9r-lW 

^ i>r~l (t) 


Nun bilden wir die ganzen Functionen der beiden Variablen 
deren keine identisch verschwindet: 

(p (t) — cp (r) ® {t,T;) = — <I> (r,t), 

(P) W — 9^1 W (0 = ft 1 ^) = — ft, 4 


9v_i(^)i(;y--ift) — ^v-ift)t;^t-ift) =®r-ifttr) = — 

Betrachten wir sie als Functionen von so verschwinden 
sie aUe, wenn t = z wird, und sie haben also einen grössten 
gemeinschaftlichen Theiler, der in Bezug auf t mindestens vom 
ersten Grade ist, und vom Grade sein möge: 

(4) R = R(t,zy 

Diese Function R ist auch in Bezug auf t rational, und 
wenn man sie so einrichtet, dass z nicht im Nenner und nicht 
in einem überflüssigen Factor vorkommt, so kann R(t,r) bei der 
Vertauschung von t und r höchstens sein Vorzeichen ändern. 
Denn die Functionen (3) sind, auch als Functionen der beiden 


0 Lüroth, MathemfttiBche Annalen, Bd. *9; Netto, ebenda, Bd. 46 
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Variablen r betrachtet, durch Ji(^, t), und da sie alternirend 
sind, durch Ji!(r, t) theilbar (Hd. I, §, 20). Es ist also Ji (^ t) 
durch t) theilhar, und uni gekehrt, und folglich unterscheiden 
sich beide nur durch einen constanton Factor, der = + 1 sein 
muss, weil dicj nochmalige Vürtauscluing von t mit r die urspriing- 
liehe Function wieder hcrstollt. 

Es bisst sich noch beweisen, dass keine der Functionen (ü) 
rbüi unbcstimmtGin r) als Function von t bctraclitot, einen Factor 
mehrfach enthalt, und dass in Folge dessen auch B (t, t) durch 
kein Quadrat tlieilhar ist. Angenommen nämlich, es hiitteii 

0 r) = 9 ? (t) jp(v) — g) (z) jif (t) 

(p' (i, t) = (p' (t) ip(z) — (p (z) ip' (t) 
als Functionen von ^ einen gomoinsamon Thciler P, so müsste P 
iiucli Tlieilor von 

sein. Er wäre daher B Thoilor von (p (t) (t) — ip (Q 9 ?' (^), und 

könnte jlIso von t unabliängig angenommen worden. 

Nehiuon wir nun zwei Wortlio r^, Tg von r so an, dass 
-Ci) von Null vorschioden wird, so ist nach ( 3 ) 

4>(i,r,)9)(ra) — (p(Zi) = (p(t)<P(ri,z^y 

Darin ist die linke Seite durch P theilbar, und also ist 
auch q){t) und folglich ip{t) durch P tlieilhar, was der Vornus- 
setzung widerapneht, dass diese beiden Functionen ohne guniein- 
schoftliclieu Theilor sein sollen. 

Daraus folgt beiläufig, dass P(i, r) = — P(ir, f) sein muss, 
da li durch t — t, aber nicht durch (t — zy thGili)ar ist. 

Um die Function P(i,r) zu bilden, kann man den grössten 
gemeinscduiftlichen Thoilcr der Functionen (t) — ifh (t) auf- 
sucheii, woraus folgt, dass P(i, r), abgesehen von einem von t 
unabhängigen Factor, rational durch i?, Vj, . . ., Vv^i dargostellt 
werden kann. Sind also a und h irgend zwei feste numorischo 
.Worthü, 80 ißt 

einu rationale Function von v, Vj, . . Dabei ist, wenn | 

eine neue Variable bedeutet, 

(6) X 

in Bezug auf i vom f 4 ‘*“ Grade. 
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Ist t ein willkiirlicher Werth, so mögen die Wurzeln der 
Gleichung R(t,r) = 0 

(7) t = 
sein, 80 dass für jeden Index Ä 

(t, r), <l>h (t' t), (t", t), , . . 

verschwinden. 

Sind r', r" irgend zwei dieser Wurzeln, so folgt aus (3)- 
9 '»(t')^äW — = 0 

und daraus, da i)n(t) und gj*(r) nicht zugleich verschwinden 
können, 

d. h. es ist, wenn t', r" irgend zwei Grössen (7) sind, 

Daraus folgt, dass die n Functionen r'), von einem 

von i unabhängigen Factor abgesehen, den nämlichen grössten 
gemeinschaftlichen Theüer haben , wie die Functionen (^, t). 
Das Gleiche gilt für die Functionen O u. b. £, oder die 

Gleichungen 

JS(^, ir) = 0, B(i,T') = 0, EftT'0 = O, ... 

haben alle dieselben Wurzeln. Daraus folgt nach (6): 

. _ Ji(a,rO_B(a,ir") _ 

^ “ B(6,r) — JJ(&,0 “ 
und mithin sind nach (6) die fL Werthe 

I =: r, i/, . , . 

die Wurzeln der Gleichung X = 0. Andererseits folgt aus 
<P,(T',ir) = 0, a>,(T",r) = 0, ...: 

_ 9h W _ 9h (r') _ 9h (t^'J _ ^ 1 V 

^ ipf, (t) iph (t') ‘ ^ ^ (t^) ’ 

und es kann folghch als symmetrische Function der Wurzeln 
von (6) rational durch die Coefficienten dieser Gleichung, d. h. 
rational durch *0’ dargestellt werden. Vertauscht man wieder t 
mit T, BO erhält man nach (1) und (2) Ausdrücke von der Form 

(8) u =/(^), tti =/i (&), . . ., u,_i =/,,_! (a-) 

^ = Z(^, « 1 » • • •» 

worin /, /i, . . ., /r_i, z rationale Functionen bedeuten. Dies 
aber sollte bewiesen werden. 
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§. 126. 

Resolventen mit einem Parameter. 

Wir kehren jetzt zu unseren anfänglichen Voraussetzungen 
(§. 123) zurück, und bezeichnen mit u, Uv^i ein System 

rationaler Functionen von ajoi • • -i diö durch die Per- 

mutationen der altemirenden Gruppe aus einer von ümen hervor- 
gehen und Wurzeln der Gleichung 

(1) F(u, e) = 0 

smd, worin £i eine rationale Function der x ist, die durch die 
Permutationen der alterairenden Gruppe ungeändert bleibt 
Wir beweisen folgenden zweiten Hülfssatz: 

2. Wenn die rationale Function W tty— i) 

identisch verschwindet, wenn für die 

^0i ^11 • • ^^--1 

gewisse rationale Functionen einer Variablen t 

( 2 ) xj, = (t) 

gesetzt werden, und wenn durch diese Substitu- 
tion 0 nicht von t unabhängig wird, so ver- 
schwindet W identisch auch als Function der 

unabhängigen Variablen Xq^ x^-i. 

Die Galois’sche Gruppe der Gleichung (1) in dem Körper 
der rationalen Functionen von 0 wird aus gewissen Permutationen 
der Wurzeln w, Wi, . . bestehen. Fuhren wir diese Per- 

mutationen in der Function W aus, und bilden das Product 

(3) nw(u, u.-.o=/W 

aller so erhaltenen Functionen, so ergiebt sich eine rationale 
Function / (jer) von 0- Wenn nun einer der Factoren des Pro- 
ductes (3) nach der Substitution (2) identisch verschwmdet, und 
0 ist nicht von t unabhängig, so muss /(j?) identisch gleich Null 
sein, und folglich muss einer der Factoren des Productes (3) 

auch als Function der* x identisch verschwinden. Wenn aber 

einer dieser Factoren identisch gleich Null ist, so verschwinden 
auch alle anderen Factoren, weil man in jeder rationalen Glei- 
chung zwischen den u alle Permutationen der Galois’ sehen 
Gruppe auflflihren kann. Damit ist der Satz 2. bewiesen. 

Dieser Satz giebt nun mit dem im vörigen Paragraphen 
bewiesenen Satze 1. zusammengenommen das folgende Resultat 
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3. Sind u, t«!, . . i die Wurzeln einer von einem 
Parameter e abhängigen Gleichung (1), und 
sind w, Wi, . . ttr-i, z rationale Functionen der 
unabhängigen Variablen a?o, aJi, . . so 

kann man 

(4) U =/(»), «1 =/l (■0’), • . «»-1 =/r-l (■&') 

setzen, worin /,/i, . . .,/t-i rationale Functionen 
von & sind und 


(5) '0’ = z(u, th» • ^-i) = ^(^0, iZJi, . . a;n-i) 

eine rationale Function der «, oder auch der 
0! ist ' 

Nach dem Satze 1. nämlich können wir zunächst, wenn wir 
Xi, . durch rationale Functionen einer Variablen t 

ersetzen, so dass z nicht von t unabhängig wird, die Functionen 
Uh durch die Formeln (4), (6) darstellen. Die Relationen 
=fh (») =/k DkC«, «1, • • «r-O] 
sind dann in Bezug auf t identisch befriedigt, und müssen also 
nach dem Satze 2. auch in den Variablen x identisch sein, 
w. z. b. w. 

4. Wenn von zwei Variablen d, jede eine ratio- 
nale Function der anderen ist, so sind sie lineare 
Functionen von einander. 


Zum Beweise nehmen wir an, es sei 

y(frO yiC») 

und verstehen unter q>, ^ zwei ganze Functionen ohne gemem- 
samen Theiler, ebenso unter Ordnen wir die zweite der 

Gleichungen (6) in der Form (d) — ipi (d*) = 0 nach 
Potenzen von O-, so mag sie die Gestalt annehmen: 


ao^+ H \- -f- a« = 0 , 

worin die Coefficienten »o, Oj, . . ., ganze lineare Func- 
tionen von d’i sind. Subsütuiren wir darin für & den Werth 
aus der ersten Gleichung (6), so folgt die in Bezug auf iden- 
tische Gleichung 

Oogp** + ^ = 0. 

Hiernach muss Uog?’" durch if theilbar sein, und weil q> 
und fif relativ prim vorausgesetzt sind, so muss Oq durch 
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theilbar, also -0 constaiit oclor linoar sein. Ebenso schliesson 
wir, dass qo constant oclor linear sein muss, und da nicht beide 
Functionen constiint sein können, so ist nach (6) der Satz 4. 
bewiesen. 

Diesen Satz wenden wir auf die in 3, vorkommende Func- 
tion ^ an. Wenn wir mit den Variablen x irgend eine Per- 
mutatiou der alternironden (Iruppe vornohmon, so erfahren die 
Functionen «i, . . Uv-i gleichfalls eiuo Ponnutation. Nach 
(ö) geht durch dieso Permutatioii in eine andere Function - 9*1 
über, dio nach f4) rational durch 9- darstellbar ist Ebenso ist 
aber auch 9 rational durch 9i durstollbar, da man 9 in dom 
Satze 3, durch 9i orsotzen kann, und auch 9 aus 9i durch eine 
Perrautation der alternircndon Gruppe enteteht. Es sind also 
9 und 9i nach 4. linoare Functionon von oinandrr. Darnus 
orgiebt sicli diia folgende Roaultai: 

5. Wenn bei einer allgomeinon (lluichung 
Grades eine Ilcsolvonto mit (iinein Parameter 
Ijestelit, KO gicht ok eine rationale Function 9 
von n Variablen dio durch Jodo Permutation 
dt^r Variablen x der altcrnircndiMi (irupi)o in eine 
lineare Function von sich aclbHt, 


( 7 ) 




a«' f- b 
G 9 "|— d 

übergeht, worin a, c, d Constanto, d. h. Zahlen 
sind. 


§. 126. 

Gruppe der llesolvonten mit oinom Parameter. 

Die Function 9, die im Satze 5. des vorigen Paragraphen 
vorkoranit, ist nach dom Satze 3. seihst die Wurzel einer Ilesol- 
vento mit einem Parameter Ö^(9, ^) = 0, Diese <iloicliung 
ist, da jede Wurzel rational durch jedo andere ausdrückhar ist, 
eine Nornmlgleichung, und ihre Galois’sche Gruppe ist iso- 
morph mit der Gruppe der linearen Substitutionen % (9) des 
Satzes 6. Da man nun in der identischen Gleichung <f>(9,;r) = 0 
alle Pcrmutatioueii der alternironden Gnippe A der Variablen x 
ausfiilireii kann, wodurch sich s nicht ändert, während 9 in jede 
andere Wurzel von O übergeht, so ist die Gruppe der linearen 
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Substitutionen %(0’), d. h. die Galois’ache Gruppe der Gleichung 
mit der altemirenden Permutationsgruppe von n Ziffern (em- 
oder mehrstufig) isomorph. Die Gruppe der linearen Substitu- 
tionen X (ff) möge mit L bezeichnet sein. Sie muss, da sie 
endlich ist, mit einer der im neunten Abschnitte betrachteten 
Polyedergmppen identisch sein. 

. Zur Vereinfachung machen wir nun von dem in §.67, 2. 
bewiesenen Satze Gebrauch, nach dem sich die Gruppe L so 
transformiren lasst, dass eine beliebige der nicht identischen 
Substitutionen von L eine Multiplication wird. Eine Transforma- 
tion der Gruppe L ist aber gleichbedeutend damit, dass für ff 
eine lineare Function von ff gesetzt wird, der dieselbe Eigen- 
schaft wie der ursprünglichen Function ff zukommt. 

Bezeichnen wir also mit ff,f die Function der Variablen 
OTo, ■ ■ -1 ^n — 11 a-Tis 'ö’ durch Anwendung der Permutation % 

hervorgeht, so können wir ff so wählen, dass für eine bestimmte, 
aber behehige Permutation ut 

ff,, = fiff 

wird Wendet man uc wiederholt an, so folgt 

ff„t = C®ff, ffrt<‘ = fi®ff, • . .) 

und wenn also p der Grad der Permutation sr ist, so ist £ eine 
j>*® Einheits Wurzel. 

Ist zunächst w = 3, so besteht die altemirende Gruppe aus 
den Potenzen der cyklischen Permutation y = (0, 1, 2). Wir 
können annehmen, dass die der Permutation entsprechende Sub- 
stitution ;i 5 (ff) multiplioativ sei, dass also ffy= eff sei, worin b 
eine dntte Einheitswurzel ist. ffa ist daher eine altemirende 
(oder symmetrisohe) Function. Als Resolvente mit einem Para- 
meter erhalten wir also die reine Gleichung 

ffa = £f, 

wo 0 eine alternirende Function ist. Wir können etwa für ff 
die Lagrange’sche Resolvente nehmen, und 

erhalten die bekannte Reduclion der cubischen Gleichung auf 
eme reine Gleichung (Bd. I, §. 166^. 

Wir gehen zu dem Falle w = 4 über^ in dem die alter- 
nirende Gruppe A die Pennutationen 

1, «1 = (0, 1) (2, 3), o, = (0, 2) (1, 3), «3 = (0, 3) (1, 2) 
enthält, die eine Vierergmppe JB bilden; ausserdem kommen 
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in A nocli acht cyklische Permutationen von je drei ZiflFem 
y = ( 0 , 1 , 2 ) . . . vor, und A kann so dargestellt werden: 

A = B -j- By + By\ 

Je eine Permutation a und eine Pennutation y können als 
Erzeugende der Gruppe betrachtet werden. Denn ist etwa 

y = (0, 1, 2), «1 = (0, 1) (2, 3), 

so ist 

(1) « 1^01 = / = (0, 3, 1), 

und aus ( 0 , 1 , 2 ), ( 0 , 3, 1 ) kann diö ganze Gruppe A abgeleitet 
werden (Bd. I, §. 160, 8 .). 

Ebenso kann man y und y' als erzeugende Permutationen 
von A aufEassen. Insbesondere ist 

(2) y'yy' «i. 

"Wir wählen fl' so, dass der Permutation y eine Multiplication 
fifl entspricht, in der, da y vom Grade 3 ist, e eine dritte Ein- 
heitswurzel bedeutet. Wir setzen 

(3) *1, ai, a^) 

i^CiCo, aä. a:s, rc,)’ 

und verstehen unter q>^ tii zwei ganze Functionen der vier 
Variablen x ohne gemeinschaftlichen Theiler. 

Aus der identischen Gleichung 

?l = e^ 

folgt dann, dass 

(4) q>y = « 1 9 ), = fi, 9 ) 

sein muss, worin Sj, c, gleichfalls dritte Einheitqwurzeln sini 
Wir wenden eine der Permutationen a auf fl an, und er- 
halten aus flfl = ;j;(fl): 

(5) _ a<p + 61// ^ 

^ ^ Tpa cq) drif 

Da nun g?, t/;, also auch aqp-|-&^ un(V cqp -f- 5i^;, und 
ebenso qPa, ohne gemeinsamen Theiler sind, so muss in der 
Identität (5) der Zähler dem Zahler und der Nenner dem 
Nenner, wenigstens bis auf einen constanten Factor, gleich sein. 
Diesen constanten Factor können wir in die Constanten a, 6 , c, d 
einrechnen und erhalten 

(6) q)a = atp brlJ, = cqp + 



480 


YierEehnter AbBolmitt. 


§. 126. 


Nehmeii wir hierin a = oti und 06 = 02 mid setzen zur 
Abkürzung qpai = 9?i, 90^ = 9a 1 so können wir ans den beiden 
Gleichungen 

9i = Oj9) + Ji^, gjj = OjV 4 - 6 , 1 /» 

flf eliminiren und erhalten eine Gleichung von der Form: 

(7) ÄSP + ÄiqPi 4 - 6 , 9 », = 0, 

worin Ä, Äi, Constanten sind, unter denen wenigstens zwei 
von Null verschieden sind. Auf die identische Gleichung (7) 
können wir nun die Permutationen oti, o, anwenden, und er- 
halten, da Oj^ 0^2 ' — ■ ocj Kj^ 06g, ccj^ 06j 1, o6j 062 1 ist, 


htp 4- Äi9), 4- Ä,93, = 0 

Ä ?>1 -\-Kq) -\- 6,9, = 0 
^<P» “h ~h 0 


Ä, 

Äl, 


— Ä 


fl) 


woraus durch Multiplication mit den daneben stehenden Fac- 
toren und Addition: 


(8) (h^ hl — hf)(p = 0. 

Wenn also h und Äj von Null verschieden sind, so unter- 
scheiden sich 93 und nur durch einen constanten Factor (der 
= i 1 sein muss, da Oi vom 2**“ Grade ist). Ist aber h oder 
Aj =z 0, so folgt aus (7) 9i = i 92 oder 9 = db 98? und die 
Anwendung von Oj auf die erste Gleichung giebt 9 = i 93. Es 
findet also jedenfalls eine der Relationen statt: 

(^) T’ = ± 9>i, 9 = ± 9a) f = i 9s- 

Da man mm ebensowohl j», «j als y, a,, als auch y, ct, als 
erzeugende Elemente der Gruppe Ä betrachten kann, so ergiebt 
dies Resultat, zusammengenommen mit (4), den Satz: 

1, Die Function 9 hat die Eigenschaft, sich durch 
alle Permutationen der alternirenden Gruppe nur 
um einen constanten Factor zu ändern. 

Ganz derselbe Schluss ist aber auch auf ^ anwendbar, und 
also auch auf den Quotienten & beider Functionen. Es ist 
sonach für jede Permutation n der altemirenden Gruppe 

(10) 

Hierin ist, wenn ui zu den cyklischen Permutationen y 
gehört, B eine dritte Einheitswurzel. Daraus ist aber ferner zu 
schliessen, weil alle Permutationen st aus y, y' zusammengesetzt 
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werden können, dass die in (10) vorkommende Constante immer 
eine dritte Einheitswurzel ist. Wenn 7t zu den a gehört, so ist 
ß zugleich eine zweite Einheitswurzel und muss also = 1 sein. 
Daraus folgern wir den Satz: 

3. Die Function d' bleibt bei den Permutationen der 
Vierergruppe A ungeandert. 

Die dritte Potenz von & gestattet die Permutationen der 
altemirenden Gruppe und & ist daher die Wurzel einer reinen 
cubiflchen Gleichung d* = 0 . Dies ist also die Resolvente 

ip) = 0, die in diesem Falle eine Partialresolvente ist. 

Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich jnun ohne Schwierig- 
keit der folgende Satz, dessen Beweis das Ziel dieser ganzen 
Betrachtungen ist: ? 

8. Eine allgemeine Gleichung von höherem als 
4*«“ Grade hat keine Resolventen mit einem 
Parameter. 

Denn ist n grösser als 4, so können wir, wenn wir d' als 
Function von je vieren der Variablen x betrachten, den Satz 2. 
anwenden. Es folgt dann, dass '8' ungeandert bleibt, wenn unter 
den Variablen irgend ein Paar von Transpositionen vorgenommen 
wird. Da man nun aus Transpositionspaaren die ganze alter- 
nirende Gruppe zusammensetzen kann (BdLI, §. 160, 9.), so folgt, 
dass d' überhaupt durch die altemirende Gmppe ungeandert 
bleibt, also eine alternirende oder eine symmetrische Function 
ist (P ('8, ^) = 0 reduoirt sich auf die Identität ^ = 0 und ist 
keine Resolvente. 

Es sei noch bemerkt, dass, wenn man an Stelle der alter- 
nirenden Gruppe die symtnetrische treten lässt, dieser Satz 
a fortiori gilt. 

Den Satz, dessen Beweis wir hier entwickelt haben, hat 
zuerst Kronecker ausgesprochen, ohne einen Beweis dafür zu 
veröffentlichen. Der erste Beweis ist von F. Klein gegeben, der 
dann von Gordan noch vereinfacht ist^). 


F. Klein, Vorleanngen über das üoBaSder, Der Beweis von 
Gordan, dem unsere Darstellung in den Qrundzägen folgt, findet Biob in 
Bd. 29 der Mathematisohen Annalen (1887). 

Wal) er, Algebra, n. 
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§. 127. 

Die Ikosaedergleiohnng. 

Das Resultat dieser Betrachtungen ist zunächst, sofern es 
die allgemeinen Gleichungen von höherem als dem 4*®^ Grade 
betrifPt, ein negatives. Es gelingt nicht, durch rationale ßesol- 
ventenbildung die allgemeine Gleichung 5*®“ Grades auf eine 
Gleichung mit einem Parameter zu reduciren. Wollen vdr 
gleichwohl dies Ziel noch nicht aufgeben, so bleibt nichts übrig, 
als dass wir die Variablen aJi, . . Xn—i nicht mehr als völlig 
unabhängige Variable auffassen, dass wir zwischen ihnen gewisse 
Gleichungen bestehen lassen. Wir haben es freilich dann nicht 
mehr mit der allgemeinen Gleichung des betreffenden Grades 
zu thun, sondern mit ein^r specielleren, bei der die Coefficienten 
nicht unabhängig von einander sind, und es stellt sich die zweite 
Frage ein, wie und ^urch welche irrationale Functionen sich 
die allgemeine Gleichung auf diese specielle zurückflihren lässt. 
Gelingt dies durch Gleichungen niedrigeren Grades, z. B. durch 
Quadratwurzeln, so wird immerhin eine Eeduction des Problems 
erreicht sein. 

Wir nehmen also jetzt an, dass die Variablen Xq^ . . ., Xn^i 
durch eine beliebige Anzahl von Relationen 

(1) • • •» ^n— l) = 0, jB(Xq^ X\^ . . ., i) = 0, , . . 

mit einander verknüpft seien, worin die J., jB, ... rationale 
Functionen der x sind, die an Anzahl und gegenseifager Ab^ 
hangigkeit so beschaffen sind, dass die Werthe der x nicht 
numerisch festgelegt, sondern noch variabel sind. Ausserdem 
legen wir eine Permntationsgmppe St der Xq^ x^—i zu 

Gründe, und betrachten die Fünctiönen der x^ die die Pennu- 
tationen von 3t gestatten, und nur diese als rational, so dass 31 
die Galois’sche Gruppe der Gleichung ist, deren Wurzeln die 
rci, , . Xn^i sind. Die Relationen (1) müssen dann so 
beschaffen sein, dass auch sie die Permutationen 31 
gestatten. 

Wir fragen unter diesen Voraussetzungen nach der Möglich- 
keit, zwei rationale Functionen u, a von a?o, rci, . . ., Xn—i ao zu 
bestimmen, dass zwischen ihnen eine Gleichung 

(2) F (tt, ifif) 3= 0 
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besteht, die für alle den Relationen (1) genügenden Werthe der 
X befriedigt ist nnd worin immer mit Rücksicht auf die Rela- 
tionen (1), nngeändert bleibt, wenn die x den Permutationen 
der Gruppe 91 unterworfen werden. Die Function u soll dadurch 
in V verschiedene Functionen 

(3) 

ubergehen, so dass die Grössen (3) die Wurzeln der Gleichung (2) 
sind, und wenn v > 1 ist, (2) eine Resolvente der Gleichung fiir 
die X ist. 

In dieser Allgemeinheit haben wir für die Losung der Frage 
bis jetzt noch keinen Angriffspunkt Wir fügen daher eine 
weitere beschränkende Voraussetzung hinzu, namUoh: Es soll 
möglich sein, für die Xh rationale" Functionen einer 
Variablen t ' 

(4) Xh = (ph(t) 

zu setzen, so dass die Relationen (1) identisch be- 
friedigt sind, und dass zugleich 0 nicht von t un- 
abhängig wirdJ). 

Um gleich hier ein Beispiel anzuführen, mit dem wir uns 
später noch eingehend beschäftigen werden, erwähnen wir den 
Fall von fünf Variablen Xq, a^, x^, x^^ x^, die den Bedingungen 

(5) Sx = 0, = 0 

genügen, und die also die Wurzeln einer Hauptgleichung 
5*® Grades sind (Bi I, §. 60). Dass die Voraussetzung, die wir 
gemacht haben, in diesem Falle zutrifft, zeigt die Darstellung in 
Bi I, §. 80, (4): 

y = ^-Po + ^ («a -Pi + “1 -P» + “ 0 ^ 3 )» 
was, wenn die dort angeführten Bestimmungen getroffen sind, 
für die 35 gesetzt, den Bedingungen (5) für alle Werthe des Ver- 
hältnisses t = genügt. 

Betraohtet yntin die a und die « als Coordinaten je eiaes Punktes 
S. und ü in einem Raume von « und y Dimensionen, so bestiinjnen die 
Relationen (1) für x eine Mannigfaltigkeit von weniger als n Dimensionen. 
Jedem Punkte X entsprioht ein Punkt U, und der Gesammtlieit der X 
naoh (2) eine iMannigfaltigkeit der ü von einer DimensioQ (eine Ourve) 
ÖDBere Voraussetzung ist die-, dass dies eine sogenannte rationale oder 
uniouxsale Carve oder (in der Spraohe der Functionentheorie} eine Ourve 
vom (Jesohleoht Null sei. 


31 * 


484 


Vierzehnter Abschnitt 


S. V27 


Auch wie die allgemeine ürleichung 5*«'“ ürados auf eini' 
diesen Voraussetzungen entsprechende traiisforniirt worden kann, 
ist dort gezeigt. 

Unter der Voraussetzung (4) hat das BoHtelicu der Rola- 
tionen (1) keinen Einfluss auf die Schlüsso des §. 125, und ^\ir 
haben dann die folgenden Sätze. 

Es sei Xo, Xi, . . Xn-^i ein System von Vnnaldtui, das den 
Relationen Ä = 0, B = 0 , . . . unterworfen, aber aonst unab- 
hängig ist, und es sei 31 eine Permutiitionsgrappi' der x, doroii 
Permutationen die Functionen ^ B, . . . ungeiin dert lasboii. 

Soll die Gleichung, deren Wurzeln die G rossen x 
sind, eine Besolvente 
(6) F (w, £i) = 0 

besitzen, die ausser numerischen Cocifficion ton nur 
einen Parameter enthält, der eine duroli dio Gruppe 3t 
ungeänderte Function der x ist, so muss eine Function 
& der Variablen Xq^ . . ., Xn^i oxistiron, dio dur<di di<* 
Permutationen a von 31 (mit Rücksicht auf dio Ilcdatiunen 
= 0, B = 0, . . .) lineare Subatitutioiioii erleidet 


( 7 ) 


^ Q < 0 ' b 


worin a, 6, c, d numerische Coöfficiontoii sind. Dio 
Wurzeln der Gleichung (6) sind rational durch & aus- 
drückbar, und folglich ist auch 0* Wurzel oinor Glei- 
chung mit einem Parameter 


(8) (2>(d,^) = 0. 

Ist (6) eine Totalresolvente , was immer eintritt, wenn die» 
Gruppe 31 einfach ist, so können auch die x rational durch -fl- 
und die zur Gruppe 31 gehörigen Functionen ausgedrückt werden, 
Bia hierher findet also vollständige Uebereinstimniung mit 
den Resultaten des §. 12Ö statt 

Die Beschränkung aber, auf die wir im % 126 goatosseu 
sind, wird hier nicht mehr nothwendig eintreten, weil jetzt nicht 
mehr, wie im Falle völlig unabhängiger Variablen, aus der 
Gleichheit zweier gebrochener Functionen auf dio Ueborein- 
stimmung von Zähler und Nenner geschlossen werden kann. 

Die linearen Substitutionen (7) bilden eine mit 3t (ein- 
oder mehrstufig) isomorphe Gruppe jP, die mit einer unserer 
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Polyedergruppen identisch sein muss. Wir wollen hier nur 
den interessantesten Fall eingehender behandeln, dass P die 
Ikosaedergruppe ist, die wir überdies ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit in der Normalform (§. 74) annehmen können. 

Für diese Gruppe haben wir in §. 76 die drei Grundformen 
abgeleitet Bezeichnen wir die Variablen dieser Grundformen mit 
J/ai so sind es die drei homogenen Functionen 12*®, 20**® 
und 30®*® Grades: 

f (y) = -4- 11 y^y^ — t/io) 

(QS S(y) = - yf - yf 228 (y« y} - y» y‘) _ 494 yf y« 

^ ^ T(y) = yf + yf + Ö22 (yf y» - y‘y«) 

- 10006 (yfyjo + ySfyl«), 

zwischen denen noch die Kelation 

(10) Pa + = 1728 /“ 

besteht 

Wenn wir in dem Quotienten T* : /^ für das Verhältniss 
yiiya einen der 60 Werthe ta setzen, die aus d' durch die Iko- 
saedersubstitutionen entstehen, so erhält dieser Quotient immer 
denselben Werth, der sich also rational durch die Coefficienten 
der Gleichung (8), d. h, rational durch 0 ausdrucken lässt Wir 
können ihn geradezu gleich 0 setzen, und erhalten für die Be- 
solvente (8) die Form 

(11) Pa — ä/ö = 0, 
was wegen (10) mit 

— (1^28 — 0)p= 0 

gleichbedeutend ist Diese Gleichung ist in Bezug auf yi, y, 
homogen und vom 60®*® Grade, und wenn wir = 1 setzen, 
so silid ihre 60 Wurzeln yi = d'a- Es ist die Ikoaaeder- 
gleichung, die schon im §. 76 definirt war, und die also aus- 
führlich, in der Form (11) geschrieben, so lautet: 

(^so 622^36 — 10006 0-^0 — 10005 ö’io — 6220-6 + 1)* 

= 0^{^ (ö-io -(- 11^5 _ 1)6, 

Das Problem, wie wir es also jetzt gefasst haben, kommt auf 
die Frage hinaus: 

Welche Gleichungen lassen sich durch die Iko- 
saedergleiohung lösen? 
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§. 128. 

Die Resolyenten der Ikosaedergleichuii g- 

Die Formülimiig des Problems, die wir am Sohlust^^ <1 
y origen Paragraphen gegeben haben, führt uns auf die 1* * 
nach den yerschiedenen Resolyenten der Ikosaederglei^^^'**' 
Jedem Theiler der Ikosaedergmppe entspricht eine solche 
yente, deren Grad gleich dem Index des Theilers, also 
ein Theiler yon 60 ist. Nun enthält die Ikosaedergruppe 

1) Tetraedergruppen (§. 72)- Resolyenten 5 ^ Gradci-i 

2) Diedergmppen (§. 71): „ 6***^ „ 

3) Diedergruppen „ 10*«“ „ 

4) CykHsche Gruppen C^: „ 12*«“ „ 

5) Vierergruppen „ IB*«^ „ 

6) Cyklische Gruppen 0^: „ 20«*«“ „ 

7) Cyklische Gruppen C^: „ 30«*«“ „ 

Da die Ikosaedergruppe einfach ist, sind alle diese tilfi 

chungen Totalresolyenten yon einander; wir beschränk© 
uns hier auf die Betrachtung der wichtigsten unter ihnen. 

Die Resolyenten niedrigsten, nämlich B*«“ Grades sind 
zu der Tetraedergruppe gehörigen. 

Um sie zu iSnden, müssen wir eine Function yon ^ 
die durch die Substitutionen der Tetraedergruppe ungeäncloit 
bleibt, während sie in der Ikosaedergruppe fünfwerthig ist. 

Wir nehmen die Ikosaedergruppe in der in §. 74, (22^ :nii 
gestellten Normalform, und nehmen die darin enthaltene 
edergruppe Q (§. 7Ö) heraus, die wir über der Vierergrupp ö 

W '' ii X. i>x 

construirt haben, worin, wenn s eine imaginäre fünfte 
Wurzel ist, rp xmd % die Bedeutung haben: 

(2) I(*)=7+J, . = . + ^>. 

Setzen wir &(x) = ex, so wird die ganze IkoBaädergru]>]»^ 

(3) p = <3 + < 2 ® + <3®s + ^ < 2 ®*, 

nnd 

(^) <2ä = 0"*^®* 

Bind die zu ^ conjugirten Tetraedergruppen. 
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Nun hftl)en wir im §. 72 zwei Formen / und H vom 6*““ und 
8**“ Grade kennen gelernt, die durch die Tetraedersubstitutionon, 
wenn sie homogen und mit der Determinante 1 genommen 
wei'den, absolut ungeändert bleiben. Diese Formen können wir 
freilich nicht geradezu in der Form anwenden, wie sie dort 
gegeben sind, weil dort die Tetraedergruppe in anderer Gestalt 
vorausgesetzt war. ’^^ir finden aber die erste dieser Formen sehr 
einfach, wenn wir uns erinnern, dass ihre Wurzeln die zwei- 
ziihligen Pole der Tetraedergruppe waren, also die Wurzeln der 
drei Gleichungen 

x = i})(x), X = x = i>%{x) 

oder 

*“-1-1 = 0, *“ — 2 CO * — 1 = 0, b**-|-2* — CD = 0, 

und man erhält also mit Benutzung der Belation 

tO“ CD = ] 

dio Gleichung für die zwoizähligen Polo: 

(■*» -f 1) -f- 2*3 — Ü *2 — 2* -f 1) = ü. 

Daher wird die gesuchte Tetraöderform 6*“ Grades in den 
homogenen Variablen *i, 

(6) t(®i,*s) =*!'’-(- 2*/’ *2 — — Ox^x-f — 2xiX^‘-}-x^\ 

Die zweite Tetraiiderform, die wir suchen, ist die Hesse’sche 
Determinante hiervon. 

Setzen wir 

(3 (*,, *,) = 0574« ~ L^'(®i.^s)?). 

so ergiebt eine einfache Rechnung- 

(6) CD (* 1 , Xa) = — (*,“ 4- + (®i' % — ®1 xl) — 7 (»l’aif -|- */*,") 

— 7 — *1**2“)' 

Wir führen noch die drei Ikosaäderformen IS*®“, 20»**® und 
30 «tan Grades an, die ja auch dui’oh die Tetraöd ersubstitutionen 
ungeändert bleiben. (§. 76): 

(7) / (®i, Xi) = *1 *2 (**® -j- 1 1 x^x^ — iBj"), 

(8) R (*i, Xi) = — *1'') 4-228 (** 2 ® Xi — *1 ajJ“) — 494 xf *^'7 

GO T(*.,*,) = (**<'4-a;«')4-522(ai«ä:2®-*>“) 

— 10006 (*f 
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Bilden wir sius dirsiMi iiiv^in.iiitrn 1 '’hmiu'1i dr- '1'» tr u-ilri- 

Functionen von j'i . Jj innl sct/cn "iicli 

Functiüniui , die diircdi dit* liiu'.'nen i;eliHM*ln‘ni n iitr.iidi'i- 
suhstitutionen uni^i^äiidei t hlciheii, mul ilie d.ilii r \\ iir/.rlii \nu 
Uesolventeti 5^*’“ (irailes der Ilv(is,ii‘drrL,di‘ieliun;( suiii. Ih« ILci- 
saedoi^lcn Innig selbst erliiilt iii.in m /\vi*i l■^)rnlen, wenn iimd 
(Kl) in~:/\ 7 ’- ‘ I 72 S 

sot/.t, niid dio Ut‘Holvent(‘n liiLiigini ralnmnl \nn ^ nli. 

IJezoiebnoii wir fiir den Augi'iililicb mit (/*('n ^-) irgeiul 
üinü absolut invariante l^'orni dis l’eliardm's sn gidit ilicse Korm 
durch iig(‘iid eiiu‘ der Substil iitioiien in 

(U) qh ~ - T (f ■ 

ilbi^r, und diese {''iinetinn bleibt uiige.nnimt iluielt ilie Sub.' 

atitutionen der (inipiie W ' QM, 

haraus ergitd»t sieh, dass jimU* sy mmet riNcbe Func- 
tion di^r l'iiiir Ponnen tpr eine Jnvarianti* dc*r Ikonaedei- 
grujijMi ist, lind daher ijaidi dtwn Sat/e ii. 77 durch dio 
(iruinlforjnen /, //, 7' ausgedruckt \serdnn kann. 

])n'H(‘r Satz goHtat.ti't ciuti verliaUnissnmssig leuditc Berech- 
nung der Kesolventiiu, 

Die einfaeliHteij Funetioiusn, die wir als Wur/i-lu von Besol- 
vüiiton verwomhui kiinnon, sind 


(iii) 


1- 

/" 


n -- 


pt 


e - 


II ■ 


IhMiierken wir zuniüjhhti dass dm HyiuinetnR^lnui (Inind- 
fuimtionon der fünf Fmictiniion /, IkosaiMbirinvariauBui der Jirade 
ü, 12, 18, 3l> sind, ho folgt aus den Silt/üii in 5. 77, da die tlrad- 
zahlen 6, IS untor dii^üii Invarianten nirlit vorkonmien, eine 
üloiohung von der Form 

(13) /• I a/t^ h h/H I 

worin et, /;, c Zahlünooel’Hi'ienton sind. Dm sie /n boKtimmen, 
b«zeidintin wir mit ^'^ 9 J die Sumuui der fiiuf Funnlionen in 
fll) und mit II{(p) ihr Product, und erhaltim aus den Newton’- 
ßühen Forniöln (Bd. I, §. 40): 

(14) a/=. -^S(i2), bf^ = cT:r..^n(t). 

In don Summon S(q>} haben nur Bolelie (llieder /f .tJ einen 
von Null Terschiedeuen Coeffieientcn, in denen A — & durch b 
theilbar ißt. Man orlullt iilöo li, A, a durch tileichsetzeii der 



S. 


lluu jjtroflolv 5**'«» (irnüitH 


4SU 


üocrticiiiiteii vou •'‘“•iVi •'1" Scitun ilt*r (Uri 

chuiigoii (li) uiiil liiulft M) (lif* Ui'lutioii 
(15) /'—lO/i' ( <iri/2/ — '/' 11, 

otlor auch 


(lü) t-'i (/* - 10 /7a -1^ iri/-/-* — T- = ü. 

Aus (1(1) utiil (15) tTKcbcii sich iiiiii iiuch (10) iiutl (li!J die 
(llciclumf'cii 5'"« («raih's für r mul im n 
(17) r (/•■ - 10,- \ 45)^ Ä,, 

,18, ‘ 


n ■ ' — 




0. 


I)io Intztii dioHür (flüirlmn^oii f,^oht durch di(‘ Suhstitution 


(19J 

in diu Form 

(liO) //• [ Ifi//* loy //3 "f :i/-‘ ^ 0 

über, diu wir Ijundts im {5, 81 dciH crHten Himden jiIh uim* N4)rmal- 
t'urm der CSloichuii^ (imd»*K keimen i'eb^rnt haben. 


s. 121f. 

Die IlauptroKolvente fiinfton (IradoH, 

Wenn mau dii* Kunetionuu u, u ^lidnlizoiti^ benutzl, ho kann 
nan eine Schnur vuu UeHulventen uldeitun, die die Form der 
Hauiit^jlniehuug ö*®« nradcK huheit und hieh tlireet mit uinur 
jcliehi^ gogubeneu Iliiuptgleichung 5**^ (inidun in Ilohurrin- 
{timmung hrhigen lafisun^j. 

Da UH lH?im Ikimneiler keine luvariuiiten 16^', 

28"^^ ümilnfl giubt, so mühBüii die Fmif’tiouun *V(c5), 
S(<t3), N(tO^)i vurse.h winden, und wunn wir also 

1) Y «ö fitia 

let/.un, so wurden auch diu Functionen 

S{Y), Ä(y«) 

ür beliuingn Worthe tliT Piiramotcr «, ß vorachwinden , und 
laniuB ürgiebt sich eine idontische Gleichung von der Form 

*) Kiepert, QöttiDgar NaabriobteD 1H7B. CreUe*fi Jimrnal, Bd. 87, 

dein, IkoMöder, 8. lOd 
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* Bilden wir aus diesen invarianten Formen des Tetraeders 
Fnnctionen von cci : und setzen d' = Xi : so ergeben sich 

Functionen , die durch die linearen gebrochenen Tetraeder- 
Bubstitutionen ungeändert bleiben, und die daher Wurzeln von 
Besolventen 5 ^ Grades der Ikosaedergleichung sind. Die Iko- 
saedergleichung selbst erhält man in zwei Formen, wenn man 

(10) H3 = 0 = 01 0 -i- 0^ = 1728 

setzt, und die Resolventen hängen rational von 0 ab. 

Bezeichnen wir für den Augenblick mit 9 x^) irgend 

eine absolut invariante Form des Tetraeders, so geht diese Form 
durch irgend eine der Substitutionen in 

(11) 9. = gj 

über, und diese Function bleibt ungeändert durch die Sub- 
stitutionen der Gruppe 

Daraus ergiebt sich, dass jede symmetrische Func- 
tion der fünf Formen 9 , eine Invariante der Ikosaeder- 
gruppe ist, und daher nach dem Satze §. 77 durch die 
Grundformen/, jff", T ausgedrüokt werden kann. 

Dieser Satz gestattet eine verhältnissmäsBig leichte Berech- 
nung der Resolventen. 

Die einfächsten Functionen, die wir als Wurzeln von Resol- 
venten verwenden können, sind 


( 12 ) 


f»t fä 

^ /Ti 1 ^ TJ 


f 


Bemerken wir zunächst, dass die symmetriich,en Grund- 
functionen der fünf Functionen U Ikosaederinvarianten der Grade 
6 , 12 , 18, 30 sind, so folgt aus den Sätzen m §. 77, da die Grad- 
zahlen 6 , 18 unter diesen Invarianten nicht verkommen, eine 
Gleichung von der Form 

(13) ^6 a/<» + + c T = 0, 

worin a, 6 , c Zahlencoefficienten sind. Um sie zu bestimmen, 
bezeichnen wir mit S{(p) die Summe der fünf Functionen 9 * in 
(11) und mit 71 ( 9 ) ihr Product, und erhalten aus den Newton’- 
schen Formeln (Bd. I, §. 46): 

(14) a/= -IS(<*), bp = — iS(n cT^-n(t). 

In den Summen S ( 9 ) haben nur solche Glieder ref 3^ einen 
von Null verschiedenen Coeffidenten , in denen h — Ä durch 5 
theilbar ist. Man erhält also a, &, c durch Gleiohsetzen der 



§. 129. 


HanptreBolTente S^n QradeB 
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Coefficienten von a;^** auf beiden Seiten der Glei- 

chungen (14) und findet so die Relation 

(15) — 10 /t3 -)- 46/*t — T = 0, 

oder auch 


(16) t« (t* — lO/t» + 46/»)» — T» = 0. 

Aus (16) und (16) ergehen sich nun nach (10) und (12) die 
Gleichungen 5*“ Grades fiir r und für u 

(17) • r (r» — lOr -|- 46)» = « 1 , 

, 10m> , 46u 1 ^ 

( 18 ) „5 _ = 0 . 

Die letzte dieser Gleichungen geht durch die Substitution 


(19) y = 

in die Form 


(20) Iby^ ^ lOyy^ = 0 


über, die wir bereits im §. 81 des ersten Bandes als eine Normal- 
form der Gleichung 6*®^ Grades kennen gelernt haben. 


§. 129. 

Die Hauptresolvente fünften Grades. 

Wenn man die Functionen t*, v gleichzeitig benutzt, so kann 
man eine Schaar Yon Resolyenten ableiten, die die Form der 
Hauptgleichung 6^ Grades haben nnd sich direct mit einer 
beliebig gegebenen Hauptgleichnng 5*®“ Grades in Ueberem- 
stimmung bringen letsseni). 

Da es beim Ikosaeder keine Invarianten 8*®“, 14*«*", 16*®", 
22**®" oder 28“*®" Grades giebt, so müssen die Functionen S((d), 
jS(tcD), S(rä®), S(^c5s), verschwinden, und wenn wir ^o 

( 1 ) Y=um-^ßt& 

setzen, so werden auch die Functionen 

S(Y), S{Y^) 

für beliebige Werthe der Parameter a, ß verschwinden, und 
daraus ergiebt sich eine identische Gleichung von der Form 

") Kiepert, Göttinger Naohriohten 1878. Orelle*B Journal, Bd. 87. 
Klein, Xkosaöder, S. 106. 



490 


Vierzehnter Abschnitt. 


§. 129 


(2) r® + 5ar» + 5&r+ c = O, 

worin o, &, c homogene Functionen 3*®", 4*®“, 6^ Grades Yon ß 
bedeuten, deren Coefficienten Ikosaederinvarianten sind. 

Die Function c können wir leicht aus der Formel beatimmen 

c = — JT(©) 7J(a 4- ßt). 

Es ist nämlich nach (lö) des vorigen Paragraphen für ein 
unbestimmtes X 

A5 — 10/A8 + 45/n — T = n(x — t), 
also wenn man A = — a : ß setzt 

n(a-\- ßf) = ai — 10 /a»/3> + 45/*a/3* -f Tß% 

nnd ferner ergiebt sich ohne Weiteres durch Vergleichung eines 
Güedes [§. 128, (6), (8)] 

JT((6) = — 

also 

(3) c = £■>(«» — 10 /a»jS» 4- 45/* a/3* + Tß’‘). 

Die Coefficienten a, h berechnet man wohl am einfachsten 
mit Hülfe der Newton’schen Formeln (B<L I, §. 46J: 

— 16a = S (arä -|- ßtäy 

— 20 5 S (a © — j— ß t ©)*, 

mdem man die Formeln anwendet, die sich nach kurzer Beoh- 
nung durch Vergleichung je eines Gliedes der rechten und linken 
Seite ergeben: 

S(c5>j = — 3.6.8/», S(tmt)=r — 0T, 

S(t*(3») = — 5.72 /», jSr(f»<5») = — 3 . 6 /T, 

S(<S*) = 4 . 6 fH S(t«(5*) = — 6 . 12 /* 

= — 5HT, = — i. 5.27 foE. 

So findet sich: 

(4) o = 8/»a» 4- Ta*/! + 72/«a/3» +/2’/3» 

(5) J = - fEtt< + 18/>£ra9 ßi 4- ETaßi 4- 27 pEß<. 

Um daraus die Resolyente der Ikosaedergleiohung zu er- 
beten, müssen wir statt m und t die Functionen u, v [§. 128, (12)] 
oinführen. 

Setzen -vrä, indem wir mit A, n irgend awei unbestiminte 
Gröfflon bezeichnen, 
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so Iblfft imcli (1) und §. 128, (12)- 
(7) 1' = A» -|- JiüM, 


unil wenn wir, wio in §. 128 
, 7/3 T* 

(M 7^ = “' = - + -1 = 1728 

hotzon, Hü golion die Ausdrücke (3), (4), (ü) in folgende über- 

,.I = 81.+ 


(») 


h: ^ 27 


- 10 + 

und Y ist diü Wuvzul der Gloicliuug 


(10) ys 4. r^aY^ + n&y + c = u. 

Diese Glfiiclmng hat die Form einer Iluuptglcichuiig Grades, 
uTid sie kann jodo ITanptgleiohung durstelhm, wenn wir &, c 
beliebig annehmmi können. Man hat also, wenn a, t, c beliebig 
gegeben angenommen worden, aus (9) die drei Grössen A, 

(und r — 1728 — £fi) zu bestimmen, und es ist eine sehr merk- 
würdige Eigonthümlichkeit diesoB GleiohiiiigSBy Stornos, dass sich 
diese Unbekannten rational durch die gegebenen Grössen o, &, ö 
und die Quadratwurzel aus der Discriminanto der Gleichung (10) 
ausdriioken lassen. 

Um dies naohzuwoißen, leiten wir aus (9) zuiiiLohst einfachere 
Gleichungen ah. 

Wenn wir die zweite von ihnen mit A multipliciren und zur 
dritten addiron, so folgt 


(1 1) iSi (Xh -f- fl) = 

und wenn wir die dritte mit A, die zweite mit multipli- 

dren und subtrahireu 


(12) 



f‘*V. 


Ebenso ergiebt sich aus der ersten und zweiten 


^ ak-{-8h ;^3 I 216A»f4 , g Ifi* . 21b fi“ 

fl «1 ' Äf* " 

DioHu Gleichung orgiebt, wenn man beiderseits zum Quadrat 
erhobt: 
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01«» = A6^rj + 2.216A»;i + (^18 + ^^X^;t» 

+‘®-. 


X^n* 


1 , I aiB»;«« 


tmd wenn man dies abzieht von der aus der ersten Gleiohnng (9) 
abgeleiteten Formel 

27 o»«» = 1728^6 + 2.216 A»fi + 27 (^1 + A*fi* 

, 2.2160 /2 , 72>\ ,, ^ 

+ «1 ^’f^« + 27(- + ^)A»^4 

+ 18 - 216 , ^.^ 27 ,. 


'i’ ’ 


80 folgt mit Rücksicht anf (8): 


a») = 

Daraus folgt weiter durch Vergleichung mit (12) 
(14) 27<z»-^(aA + 86)« = 


und wenn man hierans durch (11) das Yerhältniss fi» : «i elimi- 
nirt, BO ei^ebt sich die quadratische Gleichung für X: 

(IB) A» (a* + a6c — &>) — X (lla»& — ac» -j- 2&»c) 

— 27o»c + 64a»6* — Je» = 0. 

Die Discriminante dieser quadratischen Gleichung ist 
jd = (llo®& — ac* 25»c)» 

-f- 4 (a4 + aic — 6») (27 a»c — 64a>J» + Je») 

= fl» (108 o'c — 13Ba4&» + 90a»6c» 

— 320a6«c + 2566» + c*). 

In §. 80 des ersten Bandes ist die Discriminante D der 
Hauptgleichung 6*®^ Grades abgeleitet Wenn mafi in der dort 
gefundenen Formel (3) 

»0 = 1) Oj = 6 0 , fl* = B 6, flg = c 
einsetzt, so findet sich 

I> = B* (lOOflSc — 13Bo*6» + 90 o»&c» 

— 320flJ«c -|- 2B6&» + c*), 

so dass sich 



fe. 


UoBolvouten Oio'i GratlcN. 


m 


(ICJ 

orf^icht, untl iii.ni auR fin) f’iir X don Ausilnick 

X =r=r -|- 

2 (a^ f a/>c — /;«) 

(irliitU, in dem die Qinidnitwur/ül boido Vürzoiclicii haben kann. 

Man sieht, dass ausser der (Quadratwurzel aus der Dis- 
crirninaute, die i'ational durcli die Wurzeln ausdruckbar ist, noch 
V*) tlarin vorkonunt. 

Hat inan X hurechnot, so erhiilt man aus (11) das Ver- 
hiiltnisH : fl® und aus (12) die letzte Unbekannte 0 rational 
durch X dari^eHtGllk 


S. 130 . 

llesolventon sechston üradt^s. 

Um die Rimolvonton G***" Graclua der IkoHaedorgleieliung zu 
iinden, f^elien wir von oinor der in der IküHaederßriippo ent- 
haltoiion l)ii*ilerjL?rupiion aus (§. 12S, 2.). I)io Darstellung 
der Ilc^saedcrgrul)p^^ ftj. 74, (20)] gKslit unn unmittelbar die Zer- 
legung in die !Nehmigru])iiün; ist * 

(1) Q==z €)^ r ^ 0, 1, 2, 3, 4 

diu DiüdiTgruppe, von der wir ausgühen, so erhalten wir die volle 
Ikoöuc'dergruppü 

(2) Q h Qx+ Qxo^)+ QX&^+ 

Ist dann fla (diui Function, die durch die Substitutionen 
von Q unguiLnd(‘rt bleibt und durch 

z. z®, z®“. z©’. z®* 

in 

r/o, r/„ u,, u, 

übprBcht, a« aiiid die Ua, f/o, Ui, U,, Ui, TJ^ die Wurzeln einer 
Uesülvento 6*®“ Grades. (Üober die Bozoiuhnung U» vgl. §. 81.) 

l'ui die üalois’Hfihe Gruppe dieser Gleichung 6*^” Grades 
zu erlialtoii, liubeu wir den Einfluss zu untersuchen, den die 
Anwendinig der Ikosaedersuhstitutionon auf das System der 
Nebengruppen (2) hat. Es genügt dazu, die Substitutionen 
0, X zu betraclittiii. Es ist aber, wenn wir die Ileibcnfolge 
der Nebengruppen in (2) bcoeliton, nach §. 74, (23J, (25): 
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P@= Q + $2® + + ÖZ®* + QX 

P^=Q Qz + + ÖZ®* + ÖZ®* + ^Z® 

Pz=<9z + <2 + <3z® + Öz®”H- «z®*+ öz®*, 

und daraus folgt, dass sich die Indioes von U folgendermaassen 
vertauscshen ; 

00 , 0, 1, 2, 3, 4 

* 0 ) 00 1 2 S 4 0 

rff) oo 0 4 3 2 1 

X) 0 00 1 3 2 4. 

Bezeiclmen wir den Index allgemein mit und nehmen i 
nach dem Modnl 6 , so dass zwei nach dem Modul 5 congruente 
Zahlen als nicht verschieden gelten, so können wir diese Ver- 
taußchungen so darstellen: 

® = (1,^ + 1), * = 

Daraus folgt aber, dass die Gruppe unserer Glei- 
chung 6 *®“ Grades mit der Congruenzgruppe ig (§. 84) 
übereinstimmt. 

Um zur Bildung von Resolventen 6 ^ Grades zu gelangen, 
müssen wir ähnlich wie bei den Resolventen 5*®“ Grades verfahren. 

Wir haben schon im §. 71 die Grundformen der Dieder- 
gruppen kennen gelernt. Wir stellen sie jetzt in der Form dar : 

9^1 = 9^9 ^ ”1“ 9^8 ^ iflSj. 

Nehmen wir ® und ^ mit der Determinante 1 , also 



so ändern sich die Grundformen 9 ?i, 9 ) 9 , gjg m folgender Weise: 

g>l (JPj 9?g 

®) 

—9^1 — ^93- 

Es sind also 93 ^, 9 ?^, 9 ?i 9?8 absolut invariant, und wenn 
wir daher, wie im §. 128, unter /, S, T die Ikosaederinvajianten 
verstehen, so können wir folgende Functionen als Wurzeln von 
Resolventen 6*^ Grades einfuhren: 

93®fi g)* 93 4 ^ 

T ’ 



im 


IteRoU eilten Öton Grades. 
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Um diü Ausdrücke für die übrigen Wurzeln zu erhalten, 
inufls der Einfluss der mit der Determinante 1 genommenen Sub- 
fititutiunon ©' % auf die Eunctionen qpj, g^8 untersucht werden. 
Wir wollen dies nur für die Function 9?^ durchfüliren, die zu 
<ler oinfaclisten Resolvmite 6^“*^ Orados füliii. 

Wenn wir in 9), die Substitution % in der Form §. 74, (26) 
anwenden, also :r,, diircli 


£ — £-1 £- 2 ’ e «— £-2 £— 

ersetzen, so gcdit q)^ in 

— r,- — Xi x.l 

VT) 

über. Wir sotzon domniich 


(3) — ö = r)X^x^\ 

und erhalten durch Anwendung der Substitutionen %©*■ daraus 

iliü fünf woitoren Formen 

f4) Wr — 4" 

Nun sind die RynimQtrisc.lien Functionen der sechs Formen u) 
invariante IkosaiMlorfornien, und danacli kann man leicht die 
Cioi'lliriontcn dei* Gleichung bilden, deren Wurzeln die w sind. 

Wir urhalt(‘n duroli Vorgleichung dor Grado und jo eines 
Coi'fticionten fiir die Putünzsuinmen dor w 
S(w)~{\ — 0, S(w^) = 30fy Ä(?(;^) = 0, S{w'*) = — 57/, 

und so das Product aller sechs iv 


II (w) = 5/2, 

und demnach ergiebt sich nach den Newton’schen Formeln 
(Hd, I, §, 46) für 10 die Gleichung: 

(5) iv^ — 10 fiv^ + 

Setzen wir also 


(^0 


_ wir _ w 


so folgt liierauB die Gleichung 6^^ Grades für U: 

(7) t/« — 10^ ?7 4- 5 ^9 == 0 

als Resolvente Grades der Ikosaedcrgleichung. 
Setzen wir nach (8) und (4) 


VtVa, = Vö XiXi 
Vu^ = B^X'f 4 " '^ 1^51 ““ 
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BO ergeben eich daiaus die folgenden Relationen: ^ 

= v^+ v^+ v^+ 

(9) 0 =V^^;4-e*V^ + «*V^ + * + 

0 = Vi^ -}- 6»Vt^ + « Vi^ + 

X, Vö Vwi, + e^Vwi + £®Vtöi + + « Vtö^ 

( 10 ) 

und in den Gleichungen (9), (10) können, da sie homogen sind, 
an Stelle der w auch die Ü gesetzt werden. 

Auf die Gleichungen 6*“ Grades, deren Wurzeln den Rela- 
tionen (9) genügen, hat zuerst Jaoohi hingewiesen; man nennt 
sie daher Jacobi’sche Gleichungen 6*® Gradesi). 

Diese Resolventen büden die Grundlage für die Auflösung 
der Gleichungen 6*“ Grades durch trahscendente Functionen, 
auf die wir an einer anderen Stelle zuiückkommen werden. 

1) Suite des uotioes sur les fonotions eUiptiques. Crelle’s Journal, 
Bd- m (1828), Werke, Bd. I, 8. 261. 



Fünfzehnter Abschnitt 

Gruppen linearer ternärer Substitutionen. 

§. 131. 

Ternäre lineare Snbstitntionsgr uppe vom 
168“^*^ Grade. 

Die Frage nach der Gesammtheit aller möglichen endlichen 
Gruppen linearer Substitutionen von. mehreren, insbesondere 
derer von drei und vier Dimensionen, ist von C. Jordan be- 
handelt, der, ähnlich wie es für die binären Substitutionen 
geschehen, eine endbche Anzahl von Typen solcher Gruppen auf- 
gestellt hati). Diese allgemeinen Untersuchungen können wir 
hier nicht verfolgen, wir begniigen uns, ein Beispiel' einer ter- 
nären Gruppe ausführlicher zu betrachten. 

In dem Abschnitte über die Congruenzgruppen (§. 82) haben 
wir eine Reihe einfacher Gruppen kennen gelernt, von denen 
sich die erste, vom Grade 60, als isomorph mit der Ikosaeder- 
gruppe erwiesen hat. Wir wollen nun die nächste dieser einfachen 
Gruppen vom Grade 168 betrachten, die wir mit bezeichnet 
haben, und versuchen, eine mit dieser imorphe, ternäre, Imeare 
Substitutionsgruppe mit der Determinante 1 zu constmiren. 

Dazu führt uns das Theorem §. 88, L, wenn wir vier Ele- 
mente r, 35 , m, 0 aufsuchen, die bei der Composition den Bedin- 
gungen dieses Theorems genügen. 

Wir wollen zunächst eine Substitution r in der Normalform 
annehmen 

/si, 0, 0\ 

( 1 ) 0 , 0 , 

\ 0 , 0 , e,J 

• 

0. Jordan, Mämoire sur Iob äqaationB differentielles lineaireB a 
intägrale algöbriqne. Orelle’a Journal für Mathematik, Bd. 84 (1Ö78). 8nr 
la dätemiinalion des gronpes d’ordre ffni eto. Atti della B. Aooademia di 
Napoli, VoL Vm (1879). Valentiner, Kj6b. Skrift (6) V (1889). 

Weber, AJgebm IL 32 
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und darin müssen, da t vom 7^ Grade sein soll, Si^ fis, Cs 
siebente Einheitswnrzeln sein, die der Bedmgung 

(2) £5 fig = 1 
genügen. 

Nun wollen wir die Substitution % so ^u bestimmen suchen, 
dass die Bedingung %t = oder, was damit gleichbedeutend ist, 

(3) rx = Xf* 

erfüllt ißt Nehmen wir % in der Form 

/Oßi, Os, ag\ 

X = Ißij ßii ßz I 
\yi, yu» ys/ 

an, so ergiebt die Bedingung (3) 

/«i £1, Oa £1, «3 £i\ /«i £*, «a fij*, «8 eh 

f ßi h-i ßi ^ai I = j A ßi ^2*1 ^8 ] • 

\yi £3^ yfl ßa, ye ßs/ \yi ya y# 

Da nun Oj, jSi, yi nicht alle drei verschwinden können, so 
muss £® mit einer der drei Grössen £i , £a , fig übereinstimmen. 
Ware £i = £*, also fii = 1, und folglich nach (2) Sg = 5^1, so 

könnten weder £j noch fig = 1 sein, weil sonst t die identische 

Substitution wäre. Es musste also = y, = «g = ocg =0 und 
«3* = ßsj ßj* = 1 sein, was unmöglich ist. Es bleiben daher nach 
(2) noch zwei mögliche Annahmen übrig: 

£1 = £, f a = £*, £3 = fi*, 

fll = £, 6a = 6^ fig = flS, 

worin fl eine imaginäre siebente Einheitswurzel ist, und diese 
beiden An n a hm en führen zu zwei verschiedenen Gruppen, die 
ganz gleichartig gebaut, übrigens auch isomorph sind. Wir ver- 
folgen hier die erste Annahme weiter, setzen also 

/«, 0, 0\ /o, 0, IN /o, 1, 0\ 

(4) r= 0,6»,0 , 35= 1,0,0U*= 0,0, 1 , x^ = l. 

\o, 0, 6*/ \0, 1, 0/ \i, o,oj 

Dass -wir die nicht verschwindenden Grossen Og, ßi, y, gleich 1 
gesetzt haben, ist keine Beschränkung, da wir jede andere An- 
nahme durch eine Transformation der ganzen Gruppe mittele 
einer Multiplication darauf zuriickfiihren können. 

Die Bedeutung von x in dieser Form ist die einer cjklischen 
Permutation der Variablen. Die Substitutionen r, ^ erzeugen 
zusammen eine Gruppe t^x^ vom 21'^ Grade. 


§. 131. 


Turnüre SnbetitntionB^nippo. 


Um jiun 0) zu bestimmun, hedienon wir udb dor llclatioii 
ax = x^co. 


und oi'halten, wenn 


goHotzt wird, 


«1, aj, a, 

ßi' ßtn ßi 
Yu 7i> 3'i 


«1, «I \ /ßi, ß^, ß^ 

ßi^ ~ Yu ya. Yi 

yai J's, Y\ \«t, «a. «» 


tX'\ — ßi— Vi = “i 

»■i — ßy—Yi — /5i 

/5i, — yj =T= y, 

und <u orbult alRO diu Fom 

/«. /*. y\ 

(n) tü =t: /3, y, « . 

\y. “> /5/ 

Drllokiin -wir dio llodingung aus, dass oj vom 2'™ Grad« 
sein soll, HO orgubüu sich dio llelutioneii 

«“+/**+ y“ = 1 

^ /Jy -|- ya -|- «j3 = 0. 

Aus (6) folgt (ot /3 -)- y)» ^ 1, und woun man dio Detor- 
ininunto von a> glcicli 1 sotz^ so erhält inan mit llonutzung von (6) 
(a ß yp = — 1, folglich 

(7) u -jf- ß -j- y = — 1. 

Aus (ti) und (7) leiten wir noch dio Kelationon ab; 

(Ö) « = /Jy — ß TTz yu — /3“, y = ee/5 — y® 

(9) «3 -j- /3* + y» — Ba/Sy == — 1, 
von denen die Intztore, diu man aus 

(a ^ + y)B _ 3 (| 3 y ya ^ aß) (a + /3 + y) = — 1 

erhält, don negativen Worth der Determinante von a darstellt 
Endlich bilden wir noch nach don Relationen [§. 88, (15)] 

& = ®3 = j;r'*(Dt3: 

/yc®, «6«, ß \ /ye®, », ße^\ 

(10) ® = a, /3«®, ys* , 0-® = «f, ße\ y . 

\ßat, y, tts I 1/3, y£®, aa«/ 
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WenE "wir nnii die Bedingmig anfsnchen, dass = 1 wird, 
90 haben wir 0» = 0-“ zu setzen. Bilden wir also 0® und 0“® 
nach (10), so kann man zuerst versuchen, die Uebereinstinmiting 
herzuflteÜen , indem man eine der drei Zahlen a, /3, y, etwa y, 
gleich 0 setzt; dann muss aber nach (6) und (7) noch eine zweite, 
etwa /3, gleich 0, und die dritte a gleich — 1 sein. Dann wird 
aber 0® nicht mit ©“* übereinstimmend. Also sind alle drei 
Grossen a, y von Null verschieden. Setzen wir nun das zweite 
und dritte Glied der ersten Zeile m den aus (10) abgeleiteten 
Substitutionen 0® und 0~* einander gleich, so ergiebt sich^ wenn 
die Factoren y und a abgeworfen werden: 

a(6 _ £-3) = ^(ß-l — 1), y(fi4 — 1) = /3(6* — s) 

oder 

a(fi® — e-®) = — £-*), y(f® — £“«) = ß(€ — fi-^), 

und hieraus, wenn h einen unbestimmten Factor bedeutet: 

cc = h(E^ — £“*) 

(11) ß = A(£3_ £-3) 

y = Ä(e — ß“^). 


Der Factor h wird nach (7) aus der Gleichung 

(12) — 1 = Ä(£ -f £® + — fi“*) 

bestiimnt, und es ergiebt sich nach Bd. I, §. 179: 

(13) 


Ä = ^= 


v? 

Das Vorzeichen von VT hängt von der Wahl von e ah nnd 
ist positiv, wenn z. B. 


ini 

6 = e 7 


genommen wird. Dann erhalt man fiir a, /J, y: 

— 2sin— — 2sin— — 2Bm-;^ 

“= VT ’ V7 ’ VT ■ 


Ans (11) nnd (12) ergehen sich noch die Formeln 
ose -\- ßs* + ye* =1 

os«-i -j- -(- ys“’ = 1, 

06 + jjfi-i -j- y** =0 

06 -j- /3fi + ys“* = 0, 

os|3y = i, 


( 14 ) 



§. 131. Ternäre Subatitutionegruppe. ÖOI 

und 06, y sind die Wurzeln der cuhisohen Gleichung 
06® -f- «a — i = 0. 

Man kann nun nach §. 88, (15) 

(15) ' &^ = T* CO 

setzen, und daraus erhält man leicht nach (4) und (5) 

/ß, ye®, 066» \ 

(16) @a = yg— 8^ • 

yas-a, ß€, y J 

Vergleicht man dies mit dem Resultate, was man erhält, 
wenn man aus (10) direct 0“ bildet, so ergiebt sich: 

a = «afi— i_|-|3ae -j-ySg-a^ « = /3y +yafia i 

(17) /} = 06 aa-'i-[- = /3y£® -\~aß8 

y = «ags _j_^a£3_j_ySg-a^ y = 

und die Vergleichung mit dem aus (10) gebildeten ergiebt 
ein ganz ähnliches Formelsystem, das aus (17) hervorgeht, wenn 
E mit vertauscht wird, nämlich: 
a = aag -|- /Sag— i ySgS^ a = ßy -|- yaf— * -(- aßs 

ß = «ag -j- jSag— 8 y2g8^ ß — j3yg— 8 -|- ya -f" 

y = «ag— a -j- jSag— 8 ySgS^ y = ßye^ -j- yo6£a uß. 

Damit aber hierin kein Girkelschluas Kege, ist zu zeigen, 
dass die Relationen (17) in Folge der Bestimmungen (11), (12) 
wirkKch erfüUt sind, denn dann erst ist das Bestehen der Rela- 
tion (16) und die Gleichheit von 0a mit 0-a nachgewiesen. Es 
genügt dazu, zwei dieser Relationen, etwa 

u = «ag-i _|_ ß2e ^ ysg-a 
06 = jSy 4“ yo6fia -j- ö 6/J6“^ 

abzuleiten ; denn hat man diese nachgewiesen, so kann man darin 
6 mit vertauschen, wodurch a, j3, y nicht geändert werden, 
und sodann c mit und wodurch 06, /3, y in y, oe, ß und in 
y, 06 übergehen; und daher erhält man das ganze Formel- 
system (17). 

Diese beiden Relationen ergeben sich aber durch eine ein- 
fache Rechnung nach (11), (12) in der Form: 

— (6 + «a + 8* - 6-1 - S-» — 6-*) (64 _ S-4) 

= 6 - 1 ( 6 * — 6 -*)» + 6 ( 6 > — 6 -»)» + 6 -» (6 — £- 1)2 

= (fi — fi“^) (fS — g-a) ga (g — g— 1) (g4 — £—4^ 

-j- («“ — 6”®) (fi^ — fi“*)- 
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Aus diesen Formeln ergiebt sich leicht nach (5), (8), (14). 


0)0 = 


(18) 


/V, 


ßE\ 


/Y, 

ß6*\ 


ß, 

ys» , 

o®* = 

ß. 

yE'‘ 



“ y 


\ß^\ ye-ä, 

a i 


>CD = G)0® = 


/a, ßE-\ 
ße, y, 

^yB^.OCE^, ß j 


Hiernach ist es mm sehr einfach, die charakteristischen Rela- 
tionen des Theorems L, §. 88 für unsere Gruppe durch wirkliche 
Ausrechnung zu bestätigen, und damit ist also eme ternäre Gruppe 
168"*®^ Grades hergeatellt i). 

Die einzigen irrationalen Zahlen, die in den Substitutionen 
der BO bestimmten Gruppe Vorkommen, sind siebente Einheits- 
Wurzeln. Dritte Einheitswurzeln fehlen darin. Demnach kann 
auch, da alle Determinanten = 1 sind, ausser der Identität keine 
Aehnli chkeitssubstitution darin Vorkommen. Wir haben es also 
mit einer reinen Gruppe zu thun (§. 59). Dies ist um so 
bemerkenswerther, weil, abgesehen von einigen trivialen Fällen, 
zu denen gewisse cyklische Gruppen und die Permutationsgruppen 
gehören, die hier betrachtete ternäre Gruppe 168*^ Grades die 
einzige bisher bekannte Gruppe ist, die diese Eigenschaft hat. 


§. 132. 

Pole und Axen der ternären Gruppen. 

Wir wollen uns jetzt der Kurze halber einer geometrischen 
Ausdrucks weise bedienen, indem wir die Variablen zii, rcj als 
Dreieckaooordinaten eines Punktes x in einer Ebene betrachten, 
obwohl auch imaginäre Werthe von x-i, zulässig sein sollen. 

Bedeutet Ä eine ternäre lineare Substitution mit der Deter- 
minante 1, und ist 

(1) (y) = ^(4 


Vergl F Klein 3 „Ueber die Transformation siebenter Ordnung 
der elliptiflohen Functionen“, „üeber die Auflösung gewisser Gleichungen 
vomVtaa Tind Grade“. Mathem. Annaleo, Bd. 14 u 16. Klein-Frioke, 
Vorlesungen über Modul - Functionen , Bi 1, dritter Absohnitt, Capitel VII. 
Gordan, ,^Ueber Gleichungen Tton Grades mit einer Gruppe von 108 Sub- 
stitutionen“. Mathem. Annalen, Bd. 20, 26 



i5. r;*J 


lind Axt* II. 


:»üJ 

MI siiul dir uiiirs zwüitni I*in)ktes (//j, bezu^rn 

:iut‘ dussrlbr Cixirdiiiiitriisystüni , diT :iii8 {t) durch dir Substitn- 
lioii A ulit;eh‘itot ist. 

Wriiii .r riiir •gerade Idiiir dundildutt, so diirrlil.-Luft uueh y 
(dnr siu’iidi* l.Miir, und wenn dir Glrichungrn iHchor beidrn Linien 

(2) -1^ ?i,a\ + ~ 0, Vjj/j rj^, -f- r,//j ~ n 

sind, so rr^^ndd. .sirli iliirrli Kinsotzrn von (1) in (2), dass 
« 1 ^ /<;, «T mit r., r, dundi dir trans jionirtr Sulistitution 
von -1. 

(/i) -- Aj(if) 

/usammruhilngm (S* dl, U».). lOs wird also durch A nicht nur 
aus jtidüin Punkte rin Punkt, sondürn auch aus jeder ^rniden 
Linie (dnr i;t>radn Linie ali^elritet. 

l>io dun*h (l) aus'^rdniekte Przielnnif^ der Punkto ?/ zu den 
Punkten .r kann als oiur AlihilduiiB der JObriie in nich 
Holhnf lu^zeir.liiirt wrnlrn, wohm jedem Punkt» ein hivstiiinuter 
anderer Punkt und jeder geraden Linie eine K^^rade Linie ent* 
spriclit. Der Punkt j/ heis.st das Hild dos Piinktea ^ und die 
f^erad» Linie f) das Itild der geraden Linie u. Hat inan die 
Bihler zweier Punkte, so ist die Verliindungsliniü dieser Hildor 
d.'Ls liild dnr Verlnndutigslinie der beiden Origiiialpunkte. 
Uedontet iS’ ein» zweite ternäre linijaro Substitution und 

S US 

4lie ans A durch S transfomiirte Substitution, so ist 

(7/) A'(y) 

gleichhedeut&nd mit 

0/) =r- A(x), 

vtimn 

(y)-S(!/% (:r)^S(x') 

gesetzt wird. Statt nun durch S eine Abbildung zu dolinirGu, 
kiuin luaii auch eine Coordinatontraiisfonuation darunter 
Yorstehen, indem man unter a;^, rej,, a:(, die Goordinaten dos 
Punkte« (o;) in einem neuen, durch S bestimmten Coordinaten- 
Systeme versteht Dann wird der Zusammenhang zwisclien den 
landen Punkten er, y ebenso wio duroh A auch durch dio traiia- 
füruiirto Substitution -4' ausgcdriickt und die Transformation der 
Öuhstituticmoii ist also gleichbedeutend mit der Tranafunnation 
des CoordinateuByatems. Dio CompOHition der transformirton 
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Sutstitntioiien geschieht, wie wir schon früher gesehen habeu, 
ebenso wie die der ursprünglichen, und es entsteht also durch 
Transformation aus jeder Gruppe eine isomorphe Gruppe. 

Wir haben schon früher (§. 42) allgemein als Pole einer 
linearen Substitution A solche Punkte definirt, die bei der Ab- 
bildung durch A sich selbst entsprechen. 

Nehmen wir A in der Form an: 

ß', y , 

U", ß", Y") 

SO erhalten wir als Bedingung für einen Pol X‘ 

kXi=aXi-{-ßx^-\-y 

(3) = a' Xi + ß* + y' 

Xxi = xl'Xi -|- ß^^ “f“ 

für emen passend bestimmten Coefficienten A. Durch Elimina- 
tion von Xi^ Xi erhalt man hieraus die charakteristische 
Gleichung für die Substitution A\ 

a — X, ß, y 

(4) A= < / =0. 

iS", /'-A 

Es giebt daher im Allgemeinen drei Pole der Substitu- 
tion A. Die drei Verbindungslinien dieser Pole sind dann 
gleichfalls ihre eigenen Bilder, jedoch so, dass auf jeder dieser 
drei Geraden nur zwei Punkte liegen, die auf sich selbst ab- 
gebildet sind. Die Bilder der übrigen Punkte sind in der Linie 
verschoben. Diese Linien woUen wir die Axen der Substitu- 
tion nennen. 

Es können nun aber besondere Fälle emtreten, die hervor- 
zuheben smd. Es können zwei oder selbst alle drei Pole in 
einen Punkt Zusammenfall en, wie das Beispiel 

/« 0 0 \ 
l 06' u 0 

\a" ß" oc"*y 

zeigt, worin oc', oe/', ß" von Null verschieden smd. Hier fallen 
zwei, oder wenn « = 1 ist, alle drei Pole in einen Punkt 
zusammen. 

Wichtiger noch ist ein anderer besonderer Fall, nämlich 
der, dass unendlich viele Punkte ihre eigenen Bilder smd. Wenn 



Polu uud Axeu. 


jor> 


r vDii dein Falle ubsolieti, dass alle Punkto ihre eigenen Bilder 
ul, (liT nur hoi dou AehnlichkeitRsubstitutionon vorkomrat, so 
issi‘11 dio Punkte, die ihre eigenen Bilder sind, wenn ihrer 
ondlieh viele sind, auf einer geraden Lime liegen; denn es 
nn tlieser Fall nur dann ointreten, wenn fiir eine Wurzel von 
) di(i drei (Ihdeliungon (H) aus einer von ihnen folgen, oder, 

dassidho ist, wenn mit A zugleich die siimmtlichen ei’Bten 
itei’dutcrininanton vorschwindon. Kino solche gerade Linio 
dien wir eine llauptiiKc der Substitution A nennen, Al)or 
r gewisHO besondere Substitutionon besitzen Hauptaxen. Eine 
listitution mit einer llaupttbxe hat ausser dieser noch einen 
)1, der in hesiuiderou Fallen auch in die Hauptaxe hinein- 
len kann. 

langen wir, um diese Verlnlltnisso zu dhersohen, die Ilaupt- 
e in die Lime j'i — 0, so inusfl, wenn ;r, rr-? 0 ist, //i = 0, 

. //„ — : x> sein. Diiraus orgioht sich 

//, = «a?!, 

//■j — ^ “f* 

i/a ~ X\ -}- 

Den ausser der Wauptiixe existirouden Pol erhalten wir, wenn 
r i/i i/o = cta;3, j/a ~ a:r;i setzen; dann orgioht sich 

(ß — C 6 )rj 1^- cc'xi = (ß — 

d di(*Her Punkt wird daim und nur dann in die Lime = 0 
len, wonn ^ = a ist Dieser Fall kann hei endlichen üruppon 
dit eiiitreten (vergl. {5. 4&). 

Wonn ein von der Hauptaxo verschiedener Pol existiit, so 
nnoii wir diesen in die Koke = 0, rcn ~ 0 legen, und die 
hstitution erhält die Form 

//l 05 3?!,, J/a y’\ ßx^'t 

' a von ß verschieden ist 

Eine gerade Linie UiXi 4“ ^ dieser 

hstitution dann und nur dann ihr eigenes Bild, wenn entweder 
— 7<3 = 0 oder «1 = 0 ist. 

Wenn also eine Substitution einen Pol und eine 
luptaxo hat, so bleiben ausser dieser alle geraden 
iiicn und nur die ungeändert, die durch den Pol 
hem 
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Es ist noch zu bemerken, dass, wenn drei getrennte Pole 
vorhanden sind, diese nicht in eine gerade Linie fallen können, 
ohne dass die Linie zur Hauptfiixe wird- Denn wenn eine gerade 
Linie ihr eigenes Bild ist, so können, wenn sich die Linie nicht 
Punkt für Punkt selbst entspricht, nur zwei Punkte auf ihr 
liegen, die ihr eigenes Bild sind. 

Fassen wir dies Alles zusammen , so finden wir folgende 
Arten von ternären linearen Substitutionen, wobei zusammen- 
fallende Pole nur einmal mitgezählt sind: 

1 Substitutionen mit drei Polen, 

2. „ „ zwei Polen, 

3. „ „ einem Pol, 

4. „ „ einer Hauptaxe 

und einem Pol, 

5. „ „ einer Hauptaxe. 

Als letzter Fall würde noch die Aehnüchkeitssubstitutiou 
aufzuzählen sein, für den jeder beliebige Punkt sein eigenes 
Bild ist 

Die Art der Substitution bleibt erhalten bei jeder Trans- 
formatioiL 

Wenn ein Punkt ungeändert bleibt durch eine Substitu- 
tion A, so bleibt er auch bei jeder Wiederholung von A, also bei 
A“, A®, . . ungeändert Die Pole von A finden sich daher immer 
unter den Punkten, die bei der Abbildung durch A® ihre eigenen 
Bilder sind. Es kann aber wohl der Fall eintreten, dass z. B. Ä 
drei Pole hat, während eine Potenz, A^^ eine Hauptaxe besitzt. 
Dann müssen zwei der Pole von Ä auf der Hauptaxe von A^ 
liegen, und der dritte Pol von A ist der einzelne Pol von A^. 
Ist nämlich A eine Substitntion mit drei Polen, so können wir 
sie, indem wir die Pole in die Ecken des Coordinatendreiecks 
legen, in die Normalform 

/«, 0, 0\ 

0, /3,0 

\ 0 , 0 , yj 

setzen, worin a, ß, y von einander verschieden sind. Ist non 
ß* — y*j also ß von y um eine Ä*® Einheitswurzel als Factor 
uutersohieden, so hat A^ die »Linie Xi = 0 znx Hauptaxe, und 
die gegenüberliegende Ecke des Goordinatendreieoks zum PoL 



§. lös Anwendung auf die Gruppe (?ioa. 607 

Ist Ä von endlichem Grade fi, so sind o, /3, y Einheits- 
wnrzeln. Ist die niedrigste Potenz von A, die eine Hauptaxe 
hat, BO muss ß : y primitive fc*® und zugleich fi*® Einheitswurzel 
sein, und folglich muss Tc ein echter Theiler von ft sein; wenn fc 
relativ prim zu ft ist, so hat dieselben drei Pole wie A 

§. 133. 

Anwendung auf die Gruppe Gigg- Siebenzählige Pole. 

Wir wollen nun die Pole undAien der Substitutionen unserer 
Gruppe Gißß aufeuchen. 

Diese Arbeit wird wesentlich dadurch erleichtert, dass uns 
aus der Betrachtung der Congruenzgruppe Lj die Grade und 
Cykeln der Gruppe schon bekannt sind (§. 84). Danach giebt es 
— 1 = 48 Elemente 7*®“ Grades J.7, (p — 3) + 1) = 66 

Elemente 3*®“ Grades und ^liP(p — 1)® = 63 Elemente 4*®“ 
oder 2*®*^ Grades A^^ A^ in (Jjse. 

Die Elemente Af ordnen sich (mit Zuziehung der identischen 
Substitution) in acht Cykeln von sieben Gliedern, die A^ in 
28 Cykeln von drei Gliedern und die A 4 , und in 21 Cykeln 
von vier Gliedern. Jeder dieser letzteren Cykeln enthält ein 
Element A^ und zwei Elemente -A*, und wenn wir also zuaammen- 
fassen, so erhalten wir: 

‘ 48 Elemente 7*®^ Grades 

56 „ St- „ 

42 „ 4t- „ 

21 „ 2t- „ 

Wenn ein Punkt durch v Substitutionen der Gruppe (die 
identische eingesohlossen) ungeändert bleibt, so wollen wir einen 
solchen Punkt einen v-zähligen Pol nennen (§. 68). 

Für die Feststellung der Pole und Axen genügt die Betrach- 
tung je eines Cyklus, da aus diesem die anderen durch Trans- 
formation abgeleitet sind (§. 85). 

Nehmen wir die Substitution 7*— Grades t [§. 131, (4)], so 
finden wir die Ecken des Ooordinatendreieoks als drei getrennte 
Pole. Alle Potenzen von r, deren Exponenten nicht durch 7 
theilbar sind, haben dieselben drei Pole. 

Durch Anwendung der Substitutionen %, gehen diese Pole 
oykHsch in einander über; wendet man aber die Substitutionen 
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®, 0®, o, 0)0, ©03, (d 03 an, die in §. 131, (5), (10), (16), 

(18) vollständig gebildet sind, so geht das ganze Coordinaten- 
dreieck m ein völlig davon verschiedenes über (z. B. durch m in 
das Dreieck mit den Eckcoordinaten a, /3, y; /3, y, «; y, a, ß), 
und daraus ist zu schliessen, dass diese Pole nicht mehr als 
siebenzählig sind. Es giebt acht Tnpel solcher siebenzäMiger 
Pole, die alle von einander verschieden sind, und jeder von ihnen 
kann in jeden anderen durch eine Substitution der Gruppe 
transformirt werden. 

Wir haben also den Satz 

1. Es giebt 24 siebenzählige Pole, die sich, den acht 
siebengliedrigen Cjkeln entsprechend, in acht 
Tripel theilen. Jeder dieser 24 Punkte kann 
in jeden anderen durch Substitutionen der 
Gruppe Öißö transformirt werden. 


§. 134. 

Die Hauptaxen. 


Wir gehen zur Betrachtung der Substitutionen 4*®*^ und 2 
Grades über, als deren Repräsentanten wir 0 und 0® wählen 
Nach §. 131, (10) und §. 132 haben wir für 0 die cubische 
Gleichung zu losen; 


( 1 ) 


ye* — A, ß 

a, ßs*' — A, yfiß 

y, as — X 


die entwickelt so lautet: 


= 0 , 


(2) A® — X^(a6 ~|- -f- yf«) 

— - ßr) + — y«) + - ^ß)] 

“f^ 05® -|- /3* — |— y® — 3of^y = 0. 

Diese Gleichung reducirt sich aber mit Benutzung der Rela- 
tionen (8), (9), (14) des §. 131 auf 

(3) ^ X ^ I = 0, 
und hat die Wurzeln 


X = l, X = ±i, 

und daraus lassen sich die Coordinaten der drei Pole berechnen, 
die sich als rationale Functionen von b und % ergeben. 



§. 184 . 


. Hauptaxen 
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Für die Pole von erhalten wir nach §. 131, (16) zunächst 
die cubiflche Gleichung 

ß — Jl, «ß® 

a — A, =0, 

a£“^, ßa^ y — A 

die nach den Relationen zwischen ß, y leicht in die Form 

(4) (A + ly (A - 1) = 0 

gebracht wird und daher eine Doppelwurzel A = — 1 und eine 
einfache Wurzel A = 1 hat Setzen wir den Werth A = — 1 
in die Gleichungen ein, durch die der ungeänderte Punkt be- 
stinunt wird [§. 132, (3)], so ergiebt sich: 

[ß y =0, 

ya-^x^ + (a + + ß^^x^ = 0, 

+ ßax^ + (y + 1)^ = 0- 

Diese drei Gleichungen reduciren sich alle auf die eine, die 
man z. B. aus der ersten durch Multiplication mit ß und An- 
wendung von §, 131, (8) ableitet 

(5) + ßy^^Xi 4“ ccßs^Xs = 0, 

und die eine gerade Linie darstellt Diese Lime ist also eine 
Hauptaxe. 

Solcher Hauptaxen erhalten wir 21, da wir 21 Substitutionen 
2*®^ Grades haben. 

Man kann die Functionen, die, gleich Null gesetzt, die 
21 Hauptaxen darstellen, aus (5) leicht bilden, wenn man die 
Funption 

( 6 ) Ä = ayx^ -4 ßya^Xg -|- aßa^Xg 

durch die Substitutionen t’’, transformirt (r = 0, 1, 2, 

3, 4, 5, 6). Man erhält also die 21 Functionen. 

= ocy£^Ola + yß£^^-^^X2 + aßa^^ + ^Xs, 

(7) Aa.r = ßya^ + ^Xj -[- aßa^^' + ^x^ + aya^^Xs, 

ÄB^r = aßa^+^Xi + + ßya^^-^^x^, 

aus denen leicht zu ersehen ist, dass die 21 Hauptaxen wirklich 
alle von einander verschieden sind. 

Wir fassen dies so zusammen. 

2, Es gehören 21 verschiedene Hauptaxen zu der 
Gruppe ffieai von denen jede in jede andere 
durch Substitutionen der Gruppe transformirt 
werden kann. 
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Da es nur 21 Hauptaxen giebt, so muss jede von ihnen 
durch acht Substitutionen ungeandert bleiben, und diese acht 
Substitutionen bilden einö Gruppe. Um diese Gruppe zu er- 
mitteln, wenden wir auf den in (6) dargestellten Ausdruck A 
die Substitution o [§. 131, (5)] an, und dadurch geht er über in 

(8) -|- aßs^)Xi -|- ß(ay -f- y^s^ + 

Nach §. 131, (14) und (8) ist aber 
a® 4“ H“ aßs^ = ^ ß(as^ ße^) = — ßy = — 

und wenn man die drei Coefficienten des Ausdrucks (8) in dieser 
Weise umformt, so ergiebt sich 

— ayx^ — ßye^x^ — ccßs^Xs^ 

d. L ändert durch Anwendung der Substitution co sein Vor- 
zeichen, und die Hauptaxe Ä bleibt alßo durch die Substitution m 
ungeandert. 

Da A ausserdem durch die Substitution 0 ungeandert bleibt, 
weil zwei Bole von 0 auf A liegen, so haben wir die ganze 
Gruppe 8^ Grades, durch die A ungeandert bleibt, die wir die 
Gruppe von A nennen und mit Ga bezeichnen, in der Form 

(9) a)f^0\ 

Unter diesen acht Substitutionen sind nur zwei, nämlich 
die identische und 0®, die alle Punkte der Linie A ungeandert 
lassen. Bei den anderen bleiben nur je zwei Punkte in Ruhe. 
Denn berechnet man auf dem hier eingeschlagenen Wege aus 
§. 131, (5), (16) die Hauptaxen von cd, 0 ) 0 , 0 ) 0 », a)0\ so erhält 
man, in der Bezeichnung (7), 

-dß,!, ^8, Ol -^8,8? -4a, oj 

die alle von der Hauptaxe Ai^q von 0“ verschieden sind. 

Die Substitution @> hat ausser der Hauptaxe A noch einen 
ißolirten Pol, den wir erhalten, wenn wir die Wurzel A = 1 der 
cubischen Gleichung (4) wählen. Dann ergeben sich für die 
Coordinaten dieses Poles die Gleichungen 

iß — l)aJi + ye^x^ + = 0, 

^ (a^l)Xi + ß^^x, = 0 , 
ar-^x^-]- ßex,^(y l)a^ =0, 
und daraus erhält man: 

(1®) aä : : «8 = «ys* : ßys : »ßs?. 
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Solcher Punkte giebt ea 21. Den Punkt (10) bezeichnen wir 
für den Augenblick mit a. Der Punkt a bleibt nun nicht nur 
durch sondern auch, wie eine Rechnung auf Grund der Formeln 
§. 181, (11) zeigt, durch oo, und folglich durch die ganze 
Gruppe Ga ungeändert, und ißt also ein mindestens aohtzähliger 
PoL Da er aber durch 21 Substitutionen in 21 verschiedene 
Lagen gebracht werden kann, so ist er auch nicht mehr als 
achtzählig. Da er durch die Substitutionen 2*“ Grades oj, 

ungeändert bleibt, und da die Pole dieser Substitu- 
tionen auf A liegen (weil Ä durch sie ungeändert bleibt), wäh- 
rend a nicht auf Ä liegt, so müssen die Hauptaxen dieser vier 
Substitutionen ®cd, ®^(o, ®^(d durch den Punkt a gehen. 

Die Pole der vier Substitutionen ©, ©cd, ©“cd, ®®cd, die wir 
Ol, Oa» ^4 nennen wollen, sind als Bilder des Punktes a gleich- 
falls aohtzäJilige Pole, und müssen, wie a, Pole von Substitutionen 
vierter Ordnung sein, die jedenfalls alle von © und ©b ver- 
schieden sind, weil sonst ©» einer jener vier Substitutionen gleich 
sein musste, was nicht der Fall ist Durch cd bleiben nur zwei 
Punkte der Axe J., nämlich die Pole von m und von ©®a), un- 
geändert. 

Betrachten wir nun die beiden anderen Pole Ci, der Sub- 
stitution ©. Diese Punkte liegen gleichfalls auf der Hauptaxe 
sind aber von den Punkten Oj, o^, Og, verschieden, weil diese^ 
vrie schon bemerkt, nicht unter den Polen von © Vorkommen. 
Nun ist CD ©CD = ©, also 

a)@{x) = ©©(rc), 

und wenn nun {x) = ®(x) ist, so ist auch 
C)(x) = ® CO (x ) , 

d. h. wenn {x) die Coordinaten emes Poles von © sind, so haben 
die 00 (x) die gleiche Bedeutung. Durch die Transformation a> 
gehen also die Pole von © nur in einander über. Der Pol a 
bleibt ungeändert durch ©; und c, dagegen können nicht un- 
geändert bleiben, weil sie unter den Polen von co nicht Vor- 
kommen, und müssen also in einander ubergehen. 

Wir haben also folgende Uebersicht: 

Ungeändert durch co und 0®© auf Ä nur die Punkte %, 

„ „ em „ „ A „ „ „ a* 



512 


Fünfzehnter Absohnitt 


§. isß 


Ein Yon diesen sechs verschiedener Punkt x von A geht 
nur durch die Substitutionen 1 und 0* in sich selbst über und 
kann daher ein zweizähliger Pol genannt werden. Dann gilt 
der Satz: 

3. Ein zweizähliger Pol geht durch die aus co und 
0 abgeleitete Gruppe Grades in vier ver- 
schiedene Lagen über. 

Ist nämlich x ein zweizähhger Pol, und geht x durch ca 
in a/, durch 0 in a;" über, so sind nicht nur af und xf' von x^ 
sondern sie sind auch unter einander verschieden, weü, wenn sie 
identisch waren, x durch ©03 ungeändert bliebe. Durch ca® 
geht dann x in eine vierte Lage a/'' über, und a:"' ist sowohl 
von x' als von af' verschieden, weil sonst x durch co@a) = 0 
oder durch = m ungeändert bliebe. Da x durch 0* 

ungeändert bleibt, so geht x durch 0* in xf\ durch 0 * 0 ? = ©0* 
in durch ©0® in a/" über. 

Da wir auf jeder Hauptaxe zwei Punkte Cj, haben, so 
giebt es im Ganzen 42, und jeder von ihnen kann in jeden an- 
deren durch Substitutionen der Gruppe ubergeführt werden. 
Daraus folgt, dass diese Pole nicht mehr als vierzähUg sind. 
Daher der Satz- 

4. Es giebt 21 achtzkhlige und 42 vierzählige Pole. 
Auf jeder Hauptaxe liegen vier achtzählige und 
zwei vierzählige Pole. Durch jeden achtzähligen 
Pol gehen vier Hauptaxen. Jeder achtzählige 
Pol kann in jeden anderen achtzähligen und jeder 
vierzählige Pol in jeden anderen vierzähligen 
Pol ubergeführt werden. 


§. 135. 


Die drei- und sechszähligen Pole. 


Wir wenden uns nun zur 
dritter Ordnung und ihrer Pole, 
einer solchen Substitution 


Betrachtung der Substitutionen 
und wählen als Eepräsentanten 


0 0 1 
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§ 185. Drei- und ßeoiiBzählige Pole, 

deren Pole man aus 

A fliq ^ ^ 2^3 ) X 2/2 2^ j A 2^ 2/2 

erhalt Es folgt daraus A® = 1; also ist A eine dritte Einheits- 
Wurzel, und wenn daher p eine imaginäre dritte Einheitswurzel 
bedeutet, so ergeben sich die drei Pole: 

=: 2^ rrr Xg, 

(1) Xi = p Xg = (fOXg, 

Xi = Q»Xt = Q X,. 

Zwischen diesen drei Polen besteht aber ein wesentlicher 
Unterschied, Wenden wir nämlich die Substitution co darauf an, 
BO bleibt der erste von ihnen ungeändert Er ist also mindestens 
sechflzählig und gehört zu den Substitutionen 

Die beiden anderen Pole, nämlich 

(2) Xi = QX2 = Q^Xg, X^ = Q^X2 = QXg, 

gehen durch die Substitution © in einander über, und wir können 
nach^eisen, dass sie durch jede andere Substitution der Gruppe, 
ausser %, x\ verändert werden, dass sie also nur dreizählig siod. 
Bezeichnen wir fiir den Augenblick die beiden Punkte (2) mit 
üt und jr', BO können wir zunächst sagen, dass alle Substitutionen 
aus G^ioa, welöhe x ungeändert lassen, eine Gruppe G-^ bilden 
müssen, und zwar einen Theiler von Guq; die Gruppe ent- 
hält ihrerseits die cyklische Gruppe 1, %, xK 

Ist 6 irgend eine Substitution von so kommt also ä 
unter den Polen von vor. Daraus folgt, dass 6 weder vom 
7*®“ noch vom 4*®^ Grade sein kann. Denn die Ooordinaten^ der 
Pole von diesen zwei Graden sind rationale Functionen von s, i, 
wahrend die Coordinaten von ä die davon unabhänge Irratio- 
nalität ( enthalten (Bd, I, §. 174). Dass aber 6 auch nicht vom 
2 t«ii Grade sein kann, ergiebt sich daraus, dass ä auf keiner der 
Hauptaxen liegt. Denn läge es auf emer Hauptaxe, so müsste, 
weil p nicht rational durch b ausgedrückt werden kann, wie aus 
(2) mittelst der Gleichung 

1 + P + P® = ^ 

abzuleiten ist, nach §. 134, (7) eine der 21 Relationen bestehen: 
a = /5fi’' + ® + 

a = + ® + ^ 

oc=ß£^^ + ^ =ys8»- + i, 


Weber, Algebra. IL 
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Fünfzehnter Ahaohnitt. 


§. 186 


von denen offenbar keine möglich ist Die Gruppe enthalt 
also ausser der identischen nur Substitutionen 3*®“ Grades, und 
der Grad von Gä muss eine Potenz von 3 seiu. Da aber 168 
nicht durch 9 theübar ist, so muss der Grad von Q-jt gleich 3 
sein. Hieraus folgt: 

5. Es giebt 56 dreizählige Pole, die zu je zweien 
zu derselben Substitution gehören, und sich 
danach in 28 Paare ordnen. Jeder dieser Pole 
kann durch Substitutionen der Gruppe Gies in 
jeden anderen transformirt werden. 

Setzen wir 

(3) T = Xi Xi -\- 

SO ist T = 0 die Gleichung der Verbindungslinie der Punkte 
jr, n'. Die Function T bleibt durch % ungeändert und wechselt 
durch 03 ihr Vorzeichen. Sie geht aber durch die 28 Substitu- 
tionen in 28 verschiedene Functionen über, die wir 
mit Hülfe der Formeln des §. 131, (11), (14) leicht so darstellen 
können . 

To,r = 

^ ^ —JhTi^r = 

Ä Ta.r = 4" 

und diese stellen, gleich Null gesetzt, 28 verschiedene gerade 
Linien dar, die alle aus einer von ihnen durch Substitutionen 
der Gruppe ableitbar sind. 

Auf der Linie T liegen die drei Punkte mit den Coordinaten 

ay : ßy \ ßu^ 
ßa ‘ ay : ßy, 
ßy ‘ ßoi : ay, 

die aus (10), §. 134 durch die Substitutionen 
hervorgehen und also zu den achtzähligen Polen gehören. 

6. Auf jeder Linie T liegen drei achtzählige und 
zwei dreizählige Pole 

Es bleibt noch der dritte Pol tcq der Substitution x imt den 
Coordmaten 

Xi =Xa = Xs 

zu untersuchen, von dem wir schon nachgewiesen haben^ dass er 
durch die sechs Substitutionen 



§. 186 . 
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(5) 1, X, X*, roZi 

ungeandert bleibt. Es fragt sich nun, ob dieser Pol nicht mehr 
als sechszählig ist. 

Wenn es ansser (5) noch andere Substitutionen giebt, die 
den Pol ÄQ unverändert lassen, so müssen diese nothwendig vom 
2**“ Grade sein, da äq weder ein vierzähliger noch ein sieben- 
zähliger Pol ist, und weil ferner der Grad der zu tCq gehörigen 
Gruppe nicht durch 9 theilbar sein kann. 

Nun liegt der Punkt tCq auf den drei Hauptaxen der Sub- 
stitutionen Grades cd, cd^*- Giebt es noch eme weitere 
Substitution 2*®“ Grades, durch die tCq ungeandert bleibt, so muss 
tCq auf der Hauptaxe dieser Substitution liegen. 

Setzen wir aber in den Gleichungen der Hauptaxen [§. 134, (7)] 
rc, = rcj = iCa, so ist jede dieser drei Gleichungen nur für einen 
Werth von r befriedigt; also kann nicht auf mehr als dreien 
der Hauptaxen liegen, und üCq ist sechszählig. 

Daraus der Satz: 

7. Es giebt 42 sechszählige Pole, die alle aus einem 
von ihnen durch Substitutionen der Gruppe ab- 
leitbar sind. Durch jeden dieser Pole gehen drei 
, Hauptaxen der Gruppe. 

Der Pol Äo liegt auf keiner der Linien Dies lässt sich 
leicht zeigen, wenn man in den A.ufldrucken (4) 
und dann für a®, y® ihre Ausdrücke durch s setzt. Man 
sieht dann leicht (mit Anwendung der IrreducibLlität der Kreis- 
theilungsgleichung) , dass von diesen Ausdrücken keiner ver- 
schwindet. 


§. 136. 

Die Oonfiguration der Gruppe Gißg. 

Die Gesammtheit der geraden Linien und Punkte, die wir 
in den vorangegangenen Paragraphen betrachtet haben, wollen 
wir die Oonfiguration der Gruppe nennen. Das Wort 
hat hier dieselbe Bedeutung, in der es in neuerer Zeit in der 
Geometrie gebraucht wird^). 


Der Axifldruok ist von Reye euxgefOlirt; „Geometrie der Lage.® 
Bd. I, 2 AnfL (1876). 
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Wir beschreiben diese Configuration im Folgenden etwas 
naher, ohne etwas Neues hinzuznfügen , nur um die Sätze der 
letzten Paragraphen anschaulicher und übersichtlicher hervor- 
treten zu lassen. 

Wir haben in dieser Configuration: 

21 Linien A (die Hauptaxen), 

21 Punkte a (die achtzähhgen Pole), 

28 Linien T, 

28 Punkte t (die aeohszähligen Pole). 

Das ganze System geht durch 168 Substitutionen der Gruppe 
in sich selbst über. 

Auf jeder Linie A liegen vier Punkte a. 

Durch jeden, Punkt a gehen vier Linien Au 

Auf jeder Linie T liegen drei Punkte a. 

Durch jeden Punkt t gehen drei Linien A^ 

Die Punkte a und t bilden zusammen das voll- 
ständige System aller Schnittpunkte der Linien A. 

Denn 21 gerade Linien schneiden sich in 210 Punkten, und 
von diesen fallen drei oder sechs zusammen, wenn drei oder 
vier dieser Linien durch einen Punkt gehen. Es ist. aber 
210 = 21 . 6 + 28 . 3. 

Auf jeder Linie A liegen vier Punkte t 

Denn da durch jeden Punkt t drei Linien A gehen, und 
auf jeder Linie A gleich viele Punkte t liegen müssen (weil jede 
Linie A in jede andere transformirbar ist), so ist, wenn x die 
Anzahl dieser Punkte ist, re . 21 t 3 = 28, also a? = 4 Ebenso 
schliesst man: 

Durch jeden Punkt a gehen vier Linien T. 

Keiner der Punkte t liegt auf einer Lmie 21 

Bezeichnen wir die v-zahligen Pole mit Pv, so haben wir 
also folgende Systeme von Polen: 

21 achtzahlige Pole Ps» 

28 sechszahhge „ P^, 

42 vierzählige „ P^, 

66 dreizahbge „ Pg, 

24 siebenzählige „ P 7 , 

unendlich viele zweizählige Pole P^. 
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Die J', Kind alle von P«, P^, P^ verachiodeno Punkte der 
Iliuipta'con; von den Punkten Hegen jo zwei anf einer Linie Ä', 
vtm dun Punkten 1\ hegen ,io zwei auf einer Linie T; die Punkte 
P- liegen nicht auf den Linien Ä (dass sie auch nicht auf T 
hegen, wird sich .sjidtor ergehen). 

Das System der Axen ist genau entsprechend dem System 
der Pole. Jt-do gerade Idnie, die durch einen achtzilliligea Pol 
geht, ist eine Axo (darunter die Haupt'i.xni, vier Linien T und 
zwei VerhiiKlnngslinieu dos P^ mit 1\). Domnne.h konnte man 
diu passend diu Hauptpolo nenuou und die durch sic golieti- 
dun Axen mit A^, A^ huzoichiien. 

norvorziihehon sind ferner die 28 Paare von Verbindungs- 
linien eines /’„ mit den hidden /.ugeliörigon Py, die wir mit A, 
hezeiehiieii köiiiion; und endlich die 24 VerbindungBljnion jo 
/Weier '/.usamiiiüngelidriger P?, als doron llcpriLHUiitanten die 
Seiten des thiordiiiatondroioeks zu hetrachtoii sind, die mit yl; 
büzeielinnt wi'rdon können. 

S?- 137. 

Invariaiiteneiirvon der riru]ipe fr,,,,. 

Line Lorm Gnulcs q> (Xi, cCj, ®;,) wird durch die Sub- 
slitutieneii der ürujipe 6 'i#k im Allgemeinen in 168 voracliiedoue 
Fermoii iiherge.huii. Hei hosondorou Formen ip kann diese 
Zahl sieh aber verringern, und daim hildoa die Substitutionen, 
diireli die <p ungeiindort bleibt, eine in Oiw enthaltene Gnippe 

deren Grad ein Thoiler von 108 sein muss. Die Anzahl der 
Können, in die <p üliergeht, ist der Index des Thoilovs fr', und 
jode dieser voi-sehiodenon Formen q> bleibt durch eine mit O' 
coiijiigirto Grujipo uugeilndert Die Form qp ist eine absolute 
Invariant« der Gruppe G'. 

Die Gleichung qp = l) stellt eine auf das Coordinatendreieck 
.r,, Zt, Xt bezogene Curvo dar, und diese tJurvo wird eben durch 
di« Substitutionen von Gm andere Curven «.bgobildet. Sind 
die 168 Bildourvon nicht alle von einander verschieden, so bleibt 
die Function qp durch die Substitutionen einer Gruppe O" un- 
geüudort oder ändert sich nur um einen constanten Factor, ist 
also relative Invariante von (?". Eine gerade Linie bleibt nur 
dann durch andern als die identische Substitution nngeandert, 
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§. 138 . 


wenn sie zu den im Yorigen Paragraphen beschriebenen Axen 
gehört. 

Alle Eigenschaften und Beziehungen zwischen Punkten, Linien 
und Curven, die durch lineare Tranrformation unzerstörbar sind 
(die sogenannten projectiven Eigenschaften der Geometrie), bleiben 
in den Bildern erhalten. Wenn also z. B. eine gerade Linie 
Tangente oder Wendetangente oder Doppeltangente einer Curve 
ist, BO stehen alle Bilder der geraden Linie in derselben Be- 
ziehung zu den Büdem der Ourve. Ebenso wenn ein Punkt 
Doppelpunkt, Wendepunkt, Kuckkehrpunkt, Beruhrungspunkt 
einer Doppeltangente u. s. w. ist. 

Unter den Formen tp sind uns nun Yor Allem die Yon 
Wichtigkeit, die bei der ganzen Gruppe ungeändert bleiben, die 
InYarianten, deren es hier, da die Gruppe einfach ist, nur absolute 
giebt (§. 55). Ist O (iCi, rrj, x^) eine solche Form, so boU die 
durch die Gleichung = 0 dargestellte Cutyo eine inYariante 
CurYe der Gruppe heissen Es giebt 168 Abbildungen der Ebene 
auf sich selbst, bei denen alle Punkte der Cutyo in Punkte der- 
selben CurYe übergehen. Liegt irgend ein Punkt auf dieser 
CurYe, so liegen auch aUe seine Bildpunkte darauf. 

Im Allgemeinen ist die Zahl der so mit einander Yerbundenen 
Punkte der Curve 168, jedenfalls nicht grosser. Ist sie kleiner, 
so müssen die Punkte Pole sein, und die Anzahl der Büdpunkte 
ist em Theiler von 168 (nämlich 24 für die ■P 71 21 für die Pa, 
28 für die Pg, 42 für die P^, 56 für die P 3 und 84 für ein 
System znsflTnTnengehöriger Pj). Wenn em Pol von einer dieser 
Arten auf der Curve hegt, so liegen alle Pole von derselben Art 
darauf. 


§. 138. 

Die erste Invariante der Gruppe Ö-iga und die 
Grundourve. 

Um nun die Invarianten unserer Gruppe zu bilden, suchen 
vnr Formen der drei Variablen auf, die durch An- 

wendung der drei Substitutionen r, © (§. 131) ungeändert 
bleiben. Dies genügt, da die ganze Gruppe sich aus diesen drei 
Substitutionen zusaimnensetzen lässt (§. 88 ). Nun ist % eme 
cyklifiche Vertauschung der drei Vtiriablen Xi^ © 2 , © 3 , und r 
bedeutet die Substitution 
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/ a.'i , a'g , x’ii \ ^ 

Vfia!!, 

Woiin Illao in oiner Invariante cm Glied a:*' vorkommt, 
worin hl, /ij gniizo mclit negative Zahlen sind, so verlangt die 
Ihivuriiiidorlichküit diircli r, dass 

(1) K -j- 4/i., = ü (mod 7), 

und die Unvuriindcrlichkoit durch %, dass neben diesem einen 
Glied« noch die zwei ontsprecliouden 

jJ* a:^* »a' 

in der Fnuctiun vorkommun, wenn nicht = 7i, ist Dazu 

konmit noch di« Hedingung der Unvoränderlichkeit durch a. Wir 
wollen nun hohen, wie wir diesen Forderungen genügen können, 
und zwar zunilohst an, daaa »lie Ordnung ni der Invariante, d. h, 
die iöuintno -j Äg -|- /t», niöglichat klein wird. 

Di« Redingung (1) kann olibnhar nicht erfüllt sein, wenn 
in :i ist. Ist die«« Sutnni« = .’t, so muss = Ji^ = hi = 1 
sein; aber das Product a;, a'j iCg ist offenbar nicht unverändert 
iluroh ( 0 . Der kleinste Werth, der in Betracht kommt, ist also 
in "• 4, und es sind also allo nicht negativen Lösungen von 

hl -f- /tj -(- A;i = 4, 
hj -j" ‘2/t, -|- 4^ = ü (mod 1) 

auf/,UHUi‘ho«. Hliniiniron wir /ti, so folgt 

hi *1 ülh = (mod 7), 

und daraiiH orgehon sich dio einzig möglichen Lösungen; 

/t, =: 0, hi = fl) h-i ■= 1, 

/t., m 1, /t, = 0, 7li ^ 3, 

7t, = 3, 7 h = 1, hl = 0, 

und folglich die einzige durch % und r uugeänderte Form 

4’‘‘“ Grades 

(2) f (a?!, äjj ®8 -|- ®i -j- 

Um den Einftusa der Substitution o auf die Function / zu 
prüfen, setzen wir 

Xi = «j/i YVa 

( 8 ; Xi — ßyi 4 - YVi + “!/8 

«8 = yj/i 4- «y« + /*ya> 
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§. 188 . 


■worin die Coefficienten a, y die in §, 131 festgesetzte Be- 
dentung haben, und nehmen an, dass durch (3) die Trans- 
formation 

(4) F (yi, y„ y,) = / (a^, x,, x^) 

geleistet werde. Wir büden die zweiten Ableitungen von F nach 
yii Va? ys Rücksioht auf (3) und auf die Formeln 

Ve (p'i'i ^ Vfl (^1 ®a) — ^a Ve f** ^s) = ^a 

Vs /" (®S» ®b) = »8*, Vs /" (®8, ai) =- Vs /" (® 1 , ®s) = • 

Daraus ergiebt sich: 

Vs-F" (yi.yO = 4- XiX^ß^ + XiX,y^ 

+ ®| /3y + *1* ay + 

Vs-F" (ysiys) = 2®ia;a/3y -j- 2a:ja:iay + ^x^x^aß 

+ ®8’(/3y + «V + a;i'c«y + /**) + ^i{«'ß + y’)- 
Da nun die Auflösungen des Systems (3) von derselben Form 
sind (yi a,Xi -j- /Src, -|- ya^g, . . .), so erhält man hieraus. 

Ve-F" (yi,yi;— yiys = 

a;i a^ («* — a |3 — y ») 4- Xj a;i (/3“ — /3 y — a») + «, ie, (yä — « y), 

Vs (yai ys) — yl = 

a^i 05* + «y — y*) + a:,’(y’ + «|3 — «*) 4“ a;*(“* + ^y — ^*> 

Die Coefficienten auf der rechten Seite dieser Gleichungen, 
(oc* — a/5 — y®)? - - ergeben sich aber aus den Werthen von 
y [§• 131, (11)] als verschwindend, und wir erhalten also, 
wenn wir noch eine cyklische Vertauschung der rr, die eine 
cykhsche Vertauschung der y zur Folge hat, anwenden: 

Vs F" (yi, yi) = yi yg , Ve F" (y„ y,) = y» yi , Ve (yg, yi) = yg yg, 

V« -F" (ya, yj) = y*®, V» Ö/s, yO = y®, Ve -F" (yi, ys) = yg*. 

Denmaoh ergiebt edcb nach dem Euler’schen Satze [Bd. I, 

§. lÖ, (6)]: 

F (yi, ys, yg) = y^'y, 4- yj'yi 4- yly^, 
und damit ist nachgewiesen, dass die Function / (rCi, flJs, x^) in 
der That eine Invariante unserer Gruppe G^g ist. Es ist, ab- 
gesehen von einem willkürlich beizufiigenden constanten Factor, 
die einzige Invariante 4*" Ordnung. 

Die Gleichung 


( 6 ) 


/ (ai, Xi, Xi) = 0 


las. 


J)io Grundcurvo. 
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boiltiutüt, wenn Coordiiiaten in der Ebene sind, eine 

Curvü vierter Ordnung, die wir die Grundcurvo der Gruppe 
oder die Ourve f niinin*n wollen, und es giebt 168 Abbildungen 
der Ebene auf sich solbst, boi denen jedem Punkte dieser Curve 
ein Punkt der Curve ontspricht. 

Die gerade liinie =:= 0 schneidet die Curve in drei zu- 
samnienfullendi‘U Punkten bei Xf^ =0 und in einem vierten davon 
getrennten Punkte l)ei Xy = 0. Die Eckpunkte des Coordinaten- 
«Ireiecks sind also Woinlopunkte der Curve, und die Seiten 
sind di«‘ WnndntinigenteiL Bozcichnon wir dio Seiten des Coordi- 
uatniidrideckH mit 1, 2, ;J, und die gegenüberliegenden Ecken 
durch «licHclbon Ziflbni, w» ist die Seite 1 Woiidotangente im 
Piinktt* 2, die Seite 2 Wendetangonte im Punkto 3 und die Seite 3 
We.ndetaiigi'iite im Punkte 1. 

Wir untersuchen nun die Lagci der Polo und Axon in Bezug 
auf <lic (iruinlcurve. Pa di(^ l^ckpunkto des Coordiuatendreiecks 
zu den sii'l)enziLbligun Polen gobüron, ho Bcbliessen wir zunächst, 
ilass alle siidieiiziihligcMi Pole P7 auf der Grundcurve 
liegen. Es mud, wie die Eckpunkte seihst, alles Wendepunkte 
tlur Curve, und diese (u'tlneii sich in acht Wendepunktsdreieoke. 

Pie dreiziLlilignii Pole liegen gleichfalls auf der 
(Irundciirve; denn setzt man 

oder 

Xji “ 

worin Q eine cuhiHeho Einlieitswurzel ist, so reducirt sich 
/’ (x„ ./-.j, j\) auf 

1 ^ 4 = t) 

Um die Schnittpunkte ihrer Verhindungslinie 
r = a?i 4“ + ^3 = ^ 

mit der Grundcurve zu finden, setzt man 
durch / (Xi^ a'a, a:») = 0 in 

4”^a) "“^^1 = C^i "|"^i ^ 

übergeht Da dio linke Seite ein Quadrat ist, so fallen die vier 
Schnittpunkto zweimal zu zweien zusammen, und es folgt, dass 
die Linie T eine Doppeltangente der Grundcurve ist 

Pie 28 Linien T sind Doppeltangenten der Grund- 
curve; ihre Berührungspunkte sind die 66 Pole P3. 
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Hieraus folgt beiläufig, dass die Punkte P 7 niobt auf den 
Linien T liegen, da eine Doppeltangente ausser den Berührungs- 
punkten keinen weiteren Schnittpunkt mit der Curve haben kann. 

Die sechs- und achtzähligen Pole liegen nicht auf 
der Grundcurve. 

Pür die Punkte Pj ist dies unmittelbar einzusehen, wenn 
man [nach §. 185, (1)] \ setzt, wodurch 

/ (^ii rCs) = S wird, also nicht verschwindet. Um dasselbe 
fiir die Pa nachzuweisen, setzt man nach §. 134 (10): 

= ayfiS Xi = ajSs*, 

wodurch, da «jSy = ^ ist [§. 131, (14)], 

/ (a^,' a?s, iCs) = 7 (“‘y“ + 

wird. Setzt man dann [nach §. 131, ( 8 )]: 

= ocßy — a*, = aßy — jS*, = aßy — y^^ 

so erhält man 

(6) = ia/3y(«s-|-/3ä + y»J— |(a*y» + /3»a»4-ySj3>). 

Aus §. 131, ( 6 ), (7) aber folgt 

a* -|- -|- y* = 1, 

«’y* + /3»a* + y»/3» = — 2ußy (<* + /3 + y) = 7, 

und daher ist 

/ (ßh^ ^) = ’h 

von Null verschieden. 

Die sammtlichen Schnittpunkte der 21 Hauptaxen unter 
einander sind die Pole P^ und Pg, und folglich schneiden sich 
niemals zwei Hauptaxen auf der Grundcurve. Die Schnittpunkte 
der Hauptaxen mit der Grundcurve können also nur vierzählige 
oder zweizähhge Pole sein. Um darüber zu entscheiden, stellen 
wir folgende Erwägung an. Wenn unter den Schmttpunkten der 
Hauptaxe A mit der Grundcurve ein Pa vorkommt, so sind alle 
vier Schnittpunkte von einander verschieden und sind zwei- 
zählige Pole. Wenn aber ein P 4 auf A und / liegt, so liegt 
auch der zweite auf A liegende P 4 auf /, und es kann keinen 
anderen Schnittpunkt von A auf / geben, weil ein solcher em 
Pj wäre und vier weitere Pj zur Folge hätte. Die vier Schnitt- 
punkte von A und / müssen also paarweise zusammenfallen und 
A ist eine Doppeltangente. Nun haben wir aber gesehen, dass 
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ilio 28 Linien T Doppoltangenton sind, und eine Curve vierter 
Ordnung knnii nicht mehr als 28 Doppeltangenten haben. Daher 
ist die Annahme unzulässig, und es folgt, dass die Schnittpunkte 
ili‘r Oruiulcurvc mit den Ilauptaxen zweizählige Pole sind. 

Ih'Zöichneu wir also die besonderen zwoizähligen Pole, die 
auf der Gurvc / liegen, mit Fy, so haben wir folgende aus- 
gezeichnete PunktHystcine : 

2‘J 50 84 Pj auf der Curve /, 

21 i's, 42 P^, 28 Pq nicht auf der Curve /. 

Alle anderen riinkte der Curve / gehen durch die Sub- 
Htitutionoii der Gruppe in 168 verschiedene Punkte über. 

DiimuH geht noch unmittelbar hervor, dass die Curve / 
keinen Doppelpunkt haben und tUso um so weniger in Curven 
niiMlrigeren Grades zerfallen kann. Denn angenommen, sie hätte 
eimui Dnpptdpunkt, so milsHton auch alle seine Bildpunkte 
DopIiolpunkU* sein, und weil eine Curve vierter Ordnung, auch 
wenn sic^ zerfiillt, nicht mehr als sechs Doppelpunkte haben 
kann, wenn siti nicht unendlich viele Doppelpunkte, d. h. doppelt 
go/iihlte, CurviMitluule hat, an musste / das Quadrat einer qua- 
tlratint’lmn Form sein. Die Wurzel aus / müsste dann auch 
i*iuc Invariantst stun, währond es doch keine quadratischen 
Invuriantcn gicht 

Man kann iihrigcus auch leicht direct zeigen, dass die 
(Irunilcurvü keiiion Doppelpunkt hat; denn die Bedingungen für 
i'inon Doppelpunkt sind: 

(^l) ~ “-f- Äg = 0, 

/ + xl = 0, 

J* 3 X>2 -|- =: Ü, 

nml diese Gleichungen können nicht anders erfüllt sein, als 
wimn Xi, a?g, x^ vorsoliwinden. 

Der Kürze wegen wollen wir ein System von Punkten, deren 
jndor in jeden anderen durch Substitutionen der Gruppe trans- 
fnniiirbar ist, ein System verbundener Punkte nennen. 

■ §. 189. 

Die höheren Invarianten. 

Weitere Invarianten unserer Gruppe lassen sich nach dem 
Satze 4., §. 66 ableiten, indem wir Covarianten der Form / 
bilden. Wir fassen die in §. 104 allgemein besprochenen 
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Go Varianten ins Auge, nnd bilden znnäohst die Hesse’sche 
Covariante 

, /" (a^i, aji), /" (Xi, Xj), f" (xi, Äg) 

(1) ^ = 64 ’ 

/" (a^a, ai), /" («8, i»j), /" (aii, a^) 

die entwickelt die Form erhalt 

(2) ^ = ba^x^x^ — XiX^ — x^x} — x^x^. 

Auf der Cnrve ^ liegen also die Ecken des Coordinaten- 
dreiecka, und folglich hegen alle sieben zahligen Pole P 7 auf J 
nnd bilden das vollständige STstem der Schnittpunkte von / 
nnd J. 

Eine weitere Covariante, und zwar vom 14^ Grade, erhalten 
wir aus §. 104, (3), nämlich die Determinante: 

^'(^) 

/ns P—L /"(®»>a;s), f"(Xi,Xg), ^'(Xa) 

'■ 9 f"lxt,Xi), f" (Xi,Xa), /"(a:,. ajg), (x^) 

^'(Xa), ■ ^'(Xi), 0 

Die Determinante G lässt sich aus (3), wenn auch etwas 
weitläufig, berechnen, und erhalt den Ausdruck: 

(4) C = Ux\^-—34:XiX2Xi — 260xiXiXs ^x^x^ 

+ dlbs^x^x? Ux^x^ - 1 - 18 2x^x1 
— I23x}x^x^ Uxlx^^ 

worin das Zeichen 2J bedeutet, dass die Summe der drei Glieder 
genommen werden soll, die man aus dem ersten erhält, wenn 
man Xi^ x,, cyklisch vertauscht. Es genügt schon die Berech- 
nung des ersten Gliedes x{\ um zu erkennen, dass die Curve 
(7=0 nicht durch die Ecken des Coordinatendreiecks geht 
Eine vierte Invariante, und zwar vom 21 ®*®“ Grade, erhalten 
wir nach §, 104, (4), wenn wir die Functionaldeterininante der 
drei Formen/, G bilden. 

, 0'(x^) 

( 6 ) K=^ f(Xa), ^'iXa), C'{Xa) , 

/'(®g), ^'(iTg), G'{Xa) 

die gleichfalls hieraus berechnet werden kann. Wir führen 
hier nur die drei ersten Gheder an, aus denen man sieht, 
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tlass tuu'h £li(*so ('urvo nicht durch die Ecken des Coordinaten- 
tlu*U‘ckH t?oht: 

* •* I A" — scf --1 xl^ -\ + ■ ■ ■ 

S- 14:0. 

Das V 1)11 r 1 11 variantoiiHystcm. 

Wir kuniiLMi nun nfichwewcn, das« die Formen /, C, K 
fin volles InviinMiiUuiHystom der (Irnppo sind, d. h. daas alle 
InvariiinttMi iler (iruppe als f;an/.e riitionale B'nnctiüni'n von diesen 
vier darf^estcllt werden kdunon. Wir »tützeu uns dahei auf das 
'riniorüm von Hi^zout (Hd. I, 55 . 55), dass zwei CuiTen von der 
wi***» und Ordnun;?, dio mehr als mn Funkte gemeinsam 
iialmn, oinen gnnoiiisaim'n Uurvnnthoil Inihen müssen. lioruhrungs- 
punkte !^ind tlahci jlIh doppelt oder mehrfach zu zählen. Alle 
Srluiittpnnkto zweier luvuriaiitencurveu bilden entweder ein ver- 
hmidonos System, oder sie zerfallen in Systeme verbundener 
Funkte, untl alle Punkte eines Rolclion Systemes sind gleich oft 
zu zilhhuL 

Eh Bei <& eine Invariante Ordnung, die dio Function / 
nicht als Fact<»r enthält, und unter den Schnittpunkten der 
Ciirvi* d» und / mögen /iiinal dio Pole P 7 , Ajmal die Pole p., 
A,,in(il di« I’olitPj vorkonimciii. A-uaaerdom sollen noch /i* Systeme 
vim jü 1(18 vorliundoium l’nnktun Vorkommen, von denen anch 
(Im*! KorülirmiR) molirore Systorao in ein molirfach gezäliltes 
v.uHiimiiii!nfull(m können. Dann ist die Anzalil aller Schnittpunkte 
)a*idcr Curven 

4m = 24,7ti + 60^*« 4" 84:Ä3 -|- 168 7»4, 

und daher 

(l) m = 6 Ai + 14^*1 + 2 IÄ 3 4-42 Ä4, 

worin Aj, /«,, Aj, A* nicht negative ganze Zahlen bedeuten, die 
Ruch niülit alle verschwinden können. Der kleinste Werth, den 
»» haben kann, ist daher 6 , und eine Invariantencurvo sechster 
Onlnuiig muss durch die 24 Punkte JPj gehen, wie wir es von 

Dia vollitftnilig auHgcrcob Daten Auadrüoko tinden sioli in der 
Abhandlung von Gordan: ^Lieber die typisuhe Daretellung der temäreu 
bi<iaadratiaohen I’onn / = «■ ’ a:* .t, -j- « 1 “ [Mathem. Annalen, 

Bd. XVII, 8. 880 (1380)]. Auoh in Klein-Frioke, Modulfanotionen, 
üd. I, S. 734. 
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A schon nachgswiesen haben. Ist jd' eine zweite Invariante 
6 ^®' Ordnung, die also auch durch die Punkte P 7 gehen 
inuss, so können wir in /f — die Constante a so bestiminen, 
dass die Invarianten curve d' — ad = 0 durch irgend einen 
*2 5®*®^ Punkt von f geht. Dann muss aber, wenn d' — ad nicht 
identisch verschwindet, nach dem Bezout’sohen Theorem d^ — ad 
durch / theilbar sein. Der Quotient wäre eine Invariante zweiter 
Orinung, die nicht eiistirt, folglich muss d' — ad identisch 
Null sein. 

Ist Al = 2, Äj = Äs = ^4 = 80 ist m = 12 . Eine 

Invariantencurve 12 *«^ Ordnung muss die Curve / in den 
24 Punkten P 7 berühren, und wenn wir in O — ad^ die Con- 
stante a passend bestimmen, so ergiebt sich, dass diese Function 
durch / theilbar sem muss. Der Quotient kann als Invariante 
8 ^ Ordnung nur von der Form &/* sein, und demnach ist 
von der Form az/® -f- 6 /®. Ebenso können wir schliessen, dass 
eine Invariante 18*” Ordnung die Form ad^-\-b df^ haben muss. 

Alle Invarianten 6 *”, 12 *”, 18*” Ordnung sind 
also rationale Functionen von d und /. 

Der nächste Werth, den m nach ( 1 ) haben kann, ist w = 14. 
In diesem Falle ist Aj = 1 , während Aj, Ag, Ä 4 gleich Null sind. 
Es gehen also alle Invariantencurven 14*” Ordnung durch die 
56 Punkte Pg, und diese bilden das vollständige Schnittpunktsystem 
emer solchen Invariantencurve mit der Grundcurve. Dies gilt auch 
von der Invariante 0. Haben wir eine zweite Invariante 14*®^ 
Ordnung G', so können wir vneder, wie oben, die Constante a 
so bestimmen, dass C' — aC durch / theilbar ist Der Quotient 
ist eine Invariante 10 *” Ordnung, und daraus folgt, da es ausser 
fd keine Invariante 10 *” Ordnung giebt: 

Jede Invariante 14*” Ordnung ist in der Form 
darstellbar 

a G + bf^d, 

worin a, b Constanten sind. Umgekehrt ist jeder 
Ausdruck von dieser Form eine Invariante 14*” 
Ordnung. 

Es kann sodann m nach ( 1 ) den Werth 20 haben, nämlich 
für Äi = Ä 5 = l. Eine Invariante 20 ®*” Ordnung muss also durch 
die Punkte P, und Pg gehen, d. h. durch die 80 Schnittpunkte 
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von f mit z/ C. Daraus können wir ebenso wie vorhin achliesaen, 
dass eine Invariante 20"*" Ordnung in der Form 

darstellbar ist, worin a, 6, c beliebige Constanten sind. Eine 
unabhängige Invariante 20“^ Ordnung giebt es nioht- 

Nehmen wir nun an, es seien K' und K zwei Invarianten 
2 iiter Ordnung; beide müssen nach (1) durch die 84 Punkte Pj 
gehen, und folglich kann man a so bestimmen, dass — aK durch 
/ theübar wird. Der Quotient wäre eine Invariante 17*®^ Ord- 
nung, die nicht existirt, und folglich ist mit aK identisch. 

Es giebt also, von einem constanten Factor 
abgesehen, nur eine Invariante 21"*“ Ordnung. 

Nun ist aber das System der 21 Hauptaxen auch eine 
Invariante 21"*®' Ordnung, und daraus ist zu schHessen: 

Die Invariante K zerfällt in 21 lineare Fac- 
toren, die, gleich Null gesetzt, die Hauptaxen 
der Oruppe darstellen. 

Wir können sodann eine Invariante 42“*" Ordnung bilden, 
nämlich: 

( 2 ) 

worin i eine beliebige Oonstante ist, und diese Constante läset 
sich so beatimmeu, dass die Curve Q durch einen beliebig 
gegebenen Punkt auf / geht, und sie muss dann auch durch alle 
mit diesem verbundenen Punkte hindurchgehen. Also können 
wir Ä in ^ so bestimmen, dass die Ourve Q aus der Curve f ein 
beliebig gegebenes System verbundener Punkte ausschneidet. 

Ist nun <P eine beliebige, durch / nicht theilbare Invariante, 
die Al, A„ Ag mal durch die Pole Pt, P„ r. geht und ausserdem 
durch beliebige Systeme 5i, Sa, . . . verbundener Punkte auf /, 
die auch theilweise zusammenfallen können, so bilden wir zu- 
nächst nach (2) die Formen die in den Systemen 

Si, Sa, . . . verschwinden, und dann die Fonii 
W = O — az/^i QiQi ‘ 

ergeben. 

Die Curve y? geht für jeden Werth der Constanten a durch 
die sämmtlichen Schnittpunkte von O mit /, und wenn wir also 
a BO bestimmen, dass 3** durch irgend einen davon verschiedenen 
Punkt von / g^ht, so ist W durch / theilbar, also 
(p. = az/^ G^SS QiQq • • • /<Pi. 
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Darin ißt nun Oi wiedor eine Invariante, aber von nie- 
drigerer Ordnung als (P, und durch vollständige Induction ißt 
hiermit der Satz bewiesen: 

Jede Invariante der Gruppe lässt sich als 
ganze rationale Function der vier fundamen- 
talen Invarianten /, C, K darstellen. 
Bestimmt man in ( 2 ) die Constante Tc so, dass die Curve Q 
durch einen der Pole geht, so kann sie durch keinen mcht 
mit Pj verbundenen Punkt der Curve f gehen; denn sie kann 
nicht durch die Punkte P 7 , Ps gehen, weil in diesen entweder jd 
oder C verschwindet, sie kann aber auch nicht durch einen 
Punkt der Grundcurve gehen, der kein Pol ist, weil sie sonst 
durch die 168 verbundenen Punkte gehen musste und nicht 
durch den Pol P, gehen konnte. Dann kann man aber die Con- 
stante h so bestimmen, dass — hQ durch / theilbar wird. 

Der Quotient ist eine Invariante von niedrigerer als der 
42"*«“, jedenfalls aber von gerader Ordnung, und wenn wir ihn 
also durch die fundamentalen Invarianten darstellen, so kann 
dann K nicht Vorkommen, Daraus folgt: 

Die Invariante kann rational durch y, G 
ausgedrückt werden. 

Stellen wir nach diesem Satze in der Form dar; 

(3) = Eaf' 

so können in dieser Summe, in der die a numerische Ooefficienten 
sind, nur solche Glieder Vorkommen, in denen 

2 V -j— 3 Vi -j— 7 Vj = 21, 

und indem wir nun abzahlen, welche Werthe von 1 /, Vj, Vor- 
kommen können, erhalten vrir das Besultat, dass zwischen den 
Formen 

K\ G\ fA^G, pAG\ 
f^A^G, S^A\ pG, pA 

eine lineare Relation mit numerischen Coefficienten besteht. 
Stellen wir diese Relation in der Form dar: 

( 4 ) K^^OA +WG, 

worin O, W gleichfalls Invarianten sind, so können wir daraus 
noch einen geometrischen Schluss ziehen. 

Die Curven ^ und 0 schneiden sich sicher nicht auf der 
Curve /, weil die sämmthchen Schnittpunkte von ^ mit / die P 7 , 
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die von C mit / die Pg sind. Wenn aber ^ und C gleich 0 
sind, so ist auch JT = 0, und folglich liegen alle Schnitt- 
punkte von jd und C auf den 21 Hauptaxen der Gruppe^). 

Die Relation (3) lässt sich benutzen, um aus einem Aus- 
drucke in den Invarianten alle Potenzen von K, mit Ausnahme 
der ersten, zu eliminiren, und daraus ergiebt sich noch. 

Eine Invariante geraden Grades lässt sich 
rational durch /, C, eine Invariante un- 
geraden Grades als Product von K mit einer 
Invariante geraden Grades darstellen. 

Die Relation (8) lat von Gordan durch dieMethoden der Invarianten- 
theone voUetändig berechnet (Mathem. Annalen, Bd. XVII, S. 871). 

Wir wollen die dort gegebene Formel in den von uns gebrauchten 
Zeichen hier angeben. 

= 0» — + 16 68/^0 + 17 . ^0 — 2Ö6P'C 

+ 27 64z/ — 128 . 469/* z:/“ + 48 . Ö12/"z/ — 2048/“^. 
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Das Formenproblem der Gruppe Gms uAd die Theorie 

der Gleiohuugen siebenten Grades. ■ 

! 

I 

§• 141- I 

Die Resolventen des Formenproblems. ' 

Das Formenproblem for die Gruppe Qiqq (§. 58) liefert nach 1 

der allgemeinen Theorie zunächst eme Gleichung 168®*®^ Grades, 
deren Coefficienten Invarianten sind. Jeder Theiler der Gruppe 
fuhrt aber zu einer Resolvente niedrigeren Grades, und zwar 
vom Grade des Index des Theilers. 

Wir wollen hier nur die beiden interessantesten Falle solcher 
Theiler, nämlich die Octaedergruppe 

( 1 ) Qu = X^(oi^&^ 

und die Gruppe 21"^ Grades ' 

(2) Gn = Tf (§. 88) 

betrachten, die uns zn Eesolventen 7**“ und 8*® Grades führen. 

Was zunächst die Resolventen 7*® Grades ' anlangt, so können i 

•wir bei ihrer Bildung von den Hauptaxen der Gruppe ausgehen 
hiine Bauptaxe n ämli ch bleibt durch die Gruppe cd-** unge* 
ändert, und geht durch die ganze Gruppe Gn in drei ver- 
schiedene Limen über. Es muss also sieben Tnpel von Haupt- 
axen geben, die durch eme Gleichung 7*®* Grades bestimmt 
■werden. 

Setzen wir nach §. 134, (7): 

Äi = ayxi +yßsiXi-]- ußs^Xs 

= ßy^^^ Oißs^x^ uyXi , 

As = aßs<‘Xi + <*y!’h + ßys^iCt, 


( 3 ) 
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so sind = 0, = 0, udfl = 0 die Gleiclmngen von dreien 

dieser Axen. Durch die Substitution % gehen cyldisch 

in einander über. Durch die Substitutionen 0 erleiden die Func- 
tionen Al, A^, Aß folgende Vertauschung: 

/Ai^ A^, -4j\ 

\Ai^ — -^81 

wie eine einfache Rechnung zeigt, wenn man die Substitution @ 
wirklich ausfiihrt und die Fontaeln des §. 131 benutzt 

Um den Gang der Rechnung wenigstens anzudeuten, sei 
bemei'kt, dass Ai durch die Substitution 0 [§. 131, (10)] in 

a (ySßa _|_ ^ ^ y (ogs ^ga _j_ 

4- /3 (ay -[- y36 a^E^) Xß 

übergeht Es ist aber nach §. 131, (8), (17), (11): , 

-f* -[- ß^E^ = y^ga _j_ o^aßS _|_ ß^gb ^ «^8 

= « (6‘ + «-*) = Ä (fi — 6-1) = y, 

und daher wird der Coefficient von Xi gleich ay, wie in Ai, und 
ebenso formt man die übrigen Ausdrücke um. Da sich nun m 
aus 0 und % zusammensetzen lasst (§. 88), so] folgt, dass die 
Grossen A^, A^, A^ durch die Gruppe nur unter einander 
permutirt werden, und dass demnach ihre symmetrischen Func- 
tionen Wurzeln von Resolventen 7*“ Grades sind. 

Die emfachste symmetrische Function dieser Grössen ist die 
Summe 

(4) Ä,^ + Ai+Äi, 

und diese woUen wir, mit einem geeigneten numerischen Factor 
multipHcirt, als die Unbekannte der Resolvente einführen. 

Ordnen wir die Summe (4) nach Xi, Xß, so erhalten wir 
dafür einen Ausdruck von der Form 

^ H” "h ^3^ "1" (^a ”h ^8 ^ "I“ ^ ^ 2)5 

worin nach (3): 

A = («Sy® 5—1 -|- /38y*fi”* 0^/3® 63) 6 

^ = 2o5/3y (ae -|- /3 6~® -f" ya®) b * 

Hierbei ist der Factor s aus der Klammer gezogen, damit 
der andere Factor durch die Vertauschung von 6 u nd e® unge- 
ändert bleibt, und sich daher rational durch V— 7 ausdrucken 
lässt (Bd. I, §. 179). 


84 * 
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Nach den Formeln §. 131, (14) ergiebt sich zunächst sehr 


einfach: 




7 ’ 


und für /L erhalt man, wenn man die Werthe §. 131, (11) für 
oß, /3, y einsetzt, und die Formeln §. 131, (12), (13) benutzt: 


(B) 


1 


i + V^ 

14 



1-Y^ 

2 


Setzt man daher 

“h -^2 ^ ~ 

BO ergiebt sich 

1 Y— 7 

(6) 0 = x*-\-x^^x^- 2 + icis:,), 


und diese Function wollen wir als Wurzel der Eeaolvente 
7^ Grades einführen. Die übrigen Wurzeln erhält man daraus 
durch die Substitutioneii so dass sie alle in der gemeinschaft- 
lichen Form 


(7) ßr = + ^^3 

1 V— 7 

r = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 

enthalten sind. 

Die Coefficienten der Gleichung 7*®“ Grades, deren Wurzeln 
die sieben Grössen ßr smd, sind Invarianten unserer Gruppe, 
deren Grad sich leicht angeben lässt 

Wenn nämlioh Oy der Coeffident von in dieser Gleichung 
ist, nachdem der Coeffident der siebenten Potenz auf 1 gebracht 
ist, so ist Oy eine Invariante Grades. Es muss also zu- 
nächst Ol = 0 sem, weil es keine quadratische Invariante giebt. 
Die übrigen Coeffidenten sind durch folgende Invariantenyer- 
bindungen linear und homogen ausgedruckt: 


( 8 ) 


<h 

aß 

Qe 

»7 


durch 

7t 

7i 

n 

7t 


/, 

f\ 

f\ 

G,^f^ 


7) 
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und es sind also acht numerische Coeffioienten zu berechnen, die 
sich durch Vergleichung einiger Glieder in den Ausdrucken der 
Oy durch die Wurzeln emerseits, durch die Invarianten (§. 139) 
a ndere rseits finden lassen, und die ausser rationalen Zahlen nur 
V — 7 enthalten können. 

Wir wollen" diese Coefficienten -zunächst nur unter der Vor- 
aussetzung berechnen, dass / = 0 ist^). 

Man braucht dann nur die ersten Glieder (mit 
in den Potenznummem 2 0 } und U 0 } zu. berechnen und die 
Newton’schen Formeln anzuwenden. Der letzte Goefficient 
ergiebt sich aus dem einen Gliede x^ in dem Producta der 0 r^ 
Man findet zunächst 

1 V"— 7 

U0^= — S^7- I ajjrra... 

2 : ir; = [e . 7 + 15 . 7 . . 

und daraus die gesuchte Resolvente 

( 9 ) e’’ — = 0 . 

A A 


Will man diese Gleichung auf eme andere zuruokfuhren, die 
nur von den Verhältnissen der x^^ x^^ ahhangt, so setzt man 


( 10 ) 


_ Cu 


wodurch man aus (9) eme Gleichung erhält, in der nur noch der 
eme Parameter g vorkommt, nämlich 

(11) «? — — — ^» = 0. 


Macht man dieselbe Substitution in der allgemeinen Resol- 
vente, in der f nicht = 0 gesetzt ist, so hat man doch einen 
weiteren Parameter 


( 12 ) 



einzufiihren, und die Coefficienten der Resolvente werden, von 


Dieser Fall ist darum von besonderem Interesse, weil er, ähnhoh 
wie die rkosaödergleiohtuig , auf die TransformationBgleiohungen aus der 
Tbeone der eDiptisoben Functionen führt. 
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numerischen Factoren abgesehen, wie sich aus (8) leicht ergiebt, 
der Reihe nach 


Ä, g, h\ hg, {g\ ä«), {g\ h^g), 


worin {ß\ Ä3), ’h^g) lineare homogene Ausdrucke mit numeri- 
schen Ooefficienten bedeuten. 

Die Rechnung kann ebenso ausgeführt werden, wie in dem 
obigen speciellen Falle. Zur Vereinfachung kann man 0^ = 0 
setzen und erhalt immer noch Gleichungen genug zur Bestim- 
mung aller Ooefficienten. Man findet so die Ooefficienten der 
Reihe nach: 


7 


1 —V^ 
2 




i_V^ 

— 7 2 9 ^ 

14 (2 -j-V — 7 } A^, 


■9^ + 


2 

167 


A3, 


7V-7 




Die Functionen A smd gebrochene Inyorianten, die nur 
von den Verhältnissen Xi:x%\x^ abhäogen, und wir kpnnen jede 
andere Invariante von derselben Eigenschaft rational durch 
g, A ausdrucken. Denn stellen wir eine solche Invariante als 
Quotienten zweier Formen gleichen Grades ohne gemeinsamen 
Theiler dar, so müssen Zähler und Nenner ganze Invarianten 
gleichen Grades sein, weil nämlich zwei in einfachster Form 
dargesteUte gebrochene Functionen der Variablen x nur dann 
einander gleich sein können, wenn Zahler und Nenner einzeln 
bis auf constante Factoren einander gleich sind. Hier können 
nun Zahler und Nenner nicht von ungeradem Grade sein, weil 
sie sonst den gemeinsamen Factor K hätten (§. 140). Also sind 
Zähler und Nenner rational durch C, jd darstellbar ; und wenn 
ein im Zähler oder im Nenner verkommendes Glied 

(13) /« ^ G\ 

und m der Grad von Zahler und Nenner ist, so ist 

(14) 4a-f-66-|- 14o = w>. 
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Setzen wir nun in (13) 


J=(gC^)\ f=hC*(gG’>) 

80 ergiebt sich für den Ausdruck (13) mit Benutzung von (14) 


Ii + ae 

9 




und im Zahler und Nenner läset sieh der Factor heben, 

BO dass alles rational durch g und h ausgedriickt ist. 

Ebenso wie g^ h hangt auch die Function m nur von dem 
Verhältniss der Variablen ab, und es folgt leicht, dass 

jede andere Function von derselben Eigenschaft, die wie u die 
Substitutionen der Gruppe gestattet, rational durch w, g^ h 
darstellbar ist. Denn eine solche Function lasst sich zunächst 
nach den allgemeinen Sätzen des §. 68 als rationale Function 
von w und den Invarianten darstellen, und zwar nur auf eine 
Weise als ganze Function von u, die den 6*®^ Grad nicht über- 
steigt, Die Coefficienten in dieser Darstellung sind Invananten, 
und da u nur von den Verhältnissen abhängt, so können auch 
die Coefficienten nur von den Verhältnissen abhangen, und smd 
daher rational durch g^ h darstellbar. 


§. 142. 

ßeduction der allgemeinen Kesolvente siebenten Grades 
auf die specielle. 

Wir haben im vorigen Paragraphen zwei Formen der Eesol- 
vente 7*®“ Grades des Formenproblems kennen gelernt, von 
denen die eine, die specielle, für den Fall gilt, dass / = 0 ist, 
d. h. für den Fall, dass der gesuchte Punkt auf der Qrund- 
ourve liegt, die allgemeine für den Fall, dass er eine beliebige 
Lage hat. 

Die Grössen w, p, ä wollen wir, wenn sie sich auf den 
Punkt {x) beziehen, mit 

^^0 z /7 

bezeichnen. Die allgemeine Resolvente soll dann mit 

(2) J2 (ttfl,, gx’i Aio) = Ho» = 0 

bezeichnet werden, und die specielle geht daraus hervor, wenn 
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man = 0 setzt Die Grössen Uc, gat hangen nur von den 
Variablen ab. 

Nun lässt sich, wie Klein a. a. O.^) bemerkt hat, die Losung 
der allgemeinen Resolvente auf die der speciellen zurückfiihren, 
wenn man die Wurzel einer biquadratischen Gleichung 
adjnngirt 

Um dies nachzuweisen, fuhren wir neben dem Punkte (x) 
einen zweiten Punkt (y) ein und bilden die Polare von /: 

(3) fl (®. y) = »1 /' (®i) 4- Vi f (»s) + ya / (^a)- 

Wenn wir dann (x) und (y) gleichzeitig derselben Substitu- 
tion der Gruppe unterwerfen, so bleibt nicht nur f (x) und 
/ (y), sondern auch /i (x^ y) ungeändert (Bd. I, §. 66). Wir 
nehmen nun den Punkt {x) beliebig an, verlangen aber von dem 
Punkte (y), dass er gleichzeitig auf der Grundcurve und auf der 
Polaren des Punktes {x) hegen soll, dass also gleichzeitig 

(4) / (yi, yj, ya) = o, /i (*, y) = o 

sein soll Dann entsprechen jedem Punkte x vier Punkte y, und 
wenn wir für {x) einen mit ihm verbundenen Punkt setzen, so 
geht jeder dieser vier Punkte (y) gleichfalls in einen verbundenen 
Punkt über. Die Function liy ist jetzt = 0 und gy ist eine vier- 
werthige Function des Punktes {x). Symmetrische Functionen 
dieser vier Werthe bleiben ungeändert durch die Substitutionen 
von und folglich ist gy Wurzel einer biqnadratischen 
Gleichung, deren Coeffioienten rational von den A« 
abhängen. Die Wurzel dieser biquadratischen Gleichung muss 
adjungirt werden. 

Die Function Ky ist Wurzel der speciellen Resolvente 

(Ö) B K, y„ 0) = i?, = 0. 

Wir bezeichnen nun die vier zu demselben x gehörigen Punkte 
y mit y, y', y", y'" und bilden die symmetrische Function dieser 
vier Punkte 

(6) {t — Uy) (t — tv) — Uy'O ^ (Q 

für ein unbestimmtes t. Diese Function bleibt ungeändert bei 
allen Substitutionen der Gruppe 0^, und ist also rational durch 
w», y®, K ausdrückbar. 


Mathemabflohe Annalen, Bd XV, S 280. 



§. 148. PermntationBgruppe 108 atcn Q-radee. 537 

Da, wenn wir uns die Bestiinnning von x Vorbehalten, die 
Gleiohtiiig (3) jede beliebige gerade Lime darstellen kann, so 
können wir x so annehmen , dass unter den vier Punkten 
f/, y\ y‘” keine zwei verbundenen Punkte verkommen. Setzen 
wir dann Hy fiir die unbestimmte Grösse t m (6), so erhalten 
wir eine rationale Gleichung 

(7) W (My, Wa, g, Ä) = 0, 

und diese Gleichung ist nicht mehr befriedigt, wenn wir für {x) 
und (y) eine Substitution aus ö-ißg machen, durch die Ua geändert 
und folghch Uy in einen von Uy^ Uym verschiedenen Werth 

übergefohrt wird. 

Die Gleichung (7) hat also, als Gleichung für Ua, betrachtet, 
nur eine Wurzel mit der allgemeinen Resolvente Hx gemein, und 
wenn man den grössten gemeinschaftlichen Theiler von iJ und 
W aufsucht, so erhalt man rational durch Wy, y, h ausgedriickt. 
Damit ist die allgemeine Resolvente auf die specielle zuriick- 
geführt. 


Die Gruppe Gjqs enthalt noch einen Theiler 21“*^ Grades 
ffgi, der durch die Substitutionen ^ erzeugt wird, und der zu 
einer Resolvente Grades Anlass giebt Als Wurzel dieser 
Resolvente kann man einfach das Product XyX^x^ betrachten. 
Die Coefficdenten dieser Resolvente sind Invarianten, die bis zum 
24®töi Grade ansteigen. Wir wollen hier auf diese Resolvente 
nicht näher eingehen. 


§. 143. 

Permutationsgruppe von sieben Ziffern vom 
Grade 168. 

Da, wie wir gesehen haben, das Formenproblem der ternären 
Substitutionsgruppe 168“^ Grades eine Resolvente 7^ Grades 
hat, und die Galois’sche Resolvente dieser Gleichung 7*“^ Grades 
folglich vom Grade 168 ist, so ergiebt sich daraus, dass in der 
allgemeinen Permutationsgruppe von sieben Ziffern, deren Grad 
1.2. 3. 4. 5.6.7 = 5040= 168 . 30 ist, ein Theiler vom Grade 168 
enthalten sein muss. Die Existenz dieses Theilers hat zuerst 
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Kronecker erkannt i), nnd seine nähere Üntersuchnng ist für 
die allgemeine Theorie der Gleichung 7*®^ Grades von grosser 
Wichtigkeit 

Wir können diese Permutaüonsgrnppe dadurch erhalten, 
dass wir die Permutationen aufsuchen, die durch die Substitu- 
tionen der Gruppe (?io8 unter den Grossen je^o» ^6? 

(§. 141) hervorgerufen werden, ffierbei ist dann in Bezug auf 
die Zusammensetzung zu beachten, dass, wenn die beiden linearen 
Substitutionen die Permutationen bewirken, die 

zusammengesetzte Permutation durch lafi hervorgerufen 

wird. Denn nach der Defimtion erhält man (x) dadurch, 
dass man auf die Variablen {x) zunächst die Substitution und 
auf das Ergebniss die Substitution anwendet Ebenso be- 
deutet die Permutation, die sich ergiebt, wenn man auf 
die sieben Zififem zuerst ^ und darauf an wendet Wir 

erhalten so, der Gruppe Gigs entsprechend, eine Permutations- 
gruppe 168*^ Grades, die wir mit Piga bezeichnen, und diese 
beiden Gruppen sind isomorph. 

Da wir t und o als erzeugende Elemente der Gruppe Q-iqs 
erkannt haben (§. 88, L), so genügt es, wenn wir die diesen beiden 
Substitutionen entsprechenden Permutationen bestimmen , um 
daraus die ganze Gruppe -Piöa abzuleiten. 

Nun geht aber aus der Substitution t die cyklische Permu- 
tation der sieben Ziffern 


(t) (0, 1, 2, 3, 4, 6, 6) 

hervor, und der Einfluss von co ergiebt sich aus der Bemerkung, 
dass durch die Substitutionen der Ootaedergruppe o)'* 
angeändert bleibt Um also die Aenderung von durch cd zu 
erhalten, haben wir nur den Einfluss von m t>' auf zu ermitteln. 
Dieser Emfluss aber ergiebt sich unmittelbar ans den Formeln 
§. 88, (16), wonach z. B. cDt = ist, so dass also gi in 

übergeht u. s. £ Demnach entspricht der Substitution © die 
Permutation 


(©) 


/O, 1, 2, 3, 4, 6, 6\ 
VO, 2, 1, 6 , 4, 3, 6) 


= (1, 2) (3, 6). 


Man kann die Gruppe durch die Congruenzgrappe ter- 


, „Ueber Glaohnngen 7*® Gh-adeg“. Monatsberichte 

der Berliner Akademie 1858. 
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närer linearer Substitutionen fiir den Modul 2 darstellen, die 
wir im §, 95 untersucht habend), 

Wir haben zu diesem Zweck die sieben Grössen durch drei 
Indices (xi^ x^) zu bezeichnen, die nach dem Modul 2 ge- 
nommen sind und wobei die Combination (0, 0, 0) ausgeschlossen 
ist. Man erhält so die sieben Grossen 


( 1 ) ( 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ), ( 0 , 0 , 1 ), ( 0 , 1 , 1 ), ( 1 , 0 , 1 ), ( 1 , 1 , 0 ), ( 1 , 1 , 1 ), 

und wenn man die x^ durch die linearen Verbindungen 

(2) ao(^ + bx^-\-cXs: + Oa^i + 

ersetzt, worin die Substitution 

/a, 6 , c \ 


( 3 ) 


Oj, &i, Ci 

6fl, Cjy 


nach dem Modul 2 zu nehmen ist, so erhalt man die Permu- 
tationsgruppe -Pies- 

Wenn wir, wie im §. 95, für r die Substitution der Con- 
gruenzgruppe 

/li 0, 1\ 

(4) r = 1, 0, 0 

\ 0 , 1 , 0 / 

wählen, so können wir die Grössen 0 so bezeichnen, dass sie 
durch Anwendung von r und semen Wiederholungen cykliach in 
einander übergehen, wobei wir eine beliebige der Grössen (1) 
fiir 0 Q wählen können, etwa so: 

(5) 00 = (1, 0, 0), 0x = (1, 1, 0), 0 , = (1, 1, 1), 08 = (0, 1, 1), 

0, = (1,0,1), 0, = (0,1,0), 0a = (0,0,1). 

Es ist dann m so zu wählen, dass 00, 04, 03 dadurch ungeändert 
bleiben und 0i mit 03, mit 05 vertauscht werden. Dies giebt 

/l, 0, o\ 

(6) 0)= 0, 1, 0 , 

\0, 1, 1/ 

und daraus erhält man nach §. 88, (17): 


(7 


/l, 0, 0' 

Z = 0, 0, 1 

\ 0 , 1 , 1 



Naoli einer mÜndHohen Mittheilnng ist dies der Weg, auf dem Bie 
Eroneoker gebildet hat. 
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Die beiden erzeugenden Pennutationen r, eo gehören zur 
ersten Art (Bd. I, §. 160), und folghch ist P „8 ein Theiler der 
alternirenden Permutationsgruppe von sieben Ziffern. 


§ 1 ^- 

Gleichungen siebenten Grades mit einer Gruppe 
168“^ Grades. 

Wir wenden nns jetzt zu der allgemeinen Theorie der 
speciellen Art von Gleichungen 7*®“ Grades, deren Galois’sche 
Gruppe sich auf Pjos reducirt 

Es seien 2 ninächst A«, Aj, Aj, Ag, A., A,, Ag beliebige Grössen, und 

(1) = (Afl, Aj, Aj, Aj, A 4 , Aj, Ag) 

eine cyklische Permntation 7^ Grades. Führen wir noch das 
Transpositionspaar 

(2) 0) = (Al, Ag) (A 3 , A 5 ) 

ein, BO erzeugen diese beiden Permutationen durch ihre Zu- 
sammensetzungen und Wiederholungen die ganze Gruppe Pioa- 
Setzt man nach §. 88, (17) % und ® daraus zusammen, so 
erhalt man (da, wie schon oben bemerkt, die Zusammensetzung 
der Permutationen in umgekehrter Reihenfolge, wie bei den Sub- 
stitutionen, geschehen muss) die folgenden Permutationen der 
sieben Indices:‘ 

0® = cot CO = (Al, Aj, A 3 , A3) (A 4 , Ag), 0 = (Al, Ag, Ag, Aj) (A4, Ag) 
X COt'*0X^ = (Aj, A4, Aj) (Ag, Ag, Ag), 

Ausdrucke, die sich auch sehr leicht aus §1 143, (7) ableiten 
lassen. Man sieht, dass Ag durch m, 0, % und folglich durch die 
ganze in Pigg enthaltene Octaedergruppe Pu ungeandert bleibt. 
Es ist leicht, eine Function der sieben Grossen A zu bilden, die 
zu der Gruppe ■^108 gehört 

Man nehme z. B. das Product Ag Ag, das aus den durch 
CO unberührt bleibenden A besteht, und bilde die Summe der 
Producte, die sich daraus durch Anwendung der cyklisehen Per- 
mutation X und ihrer Wiederholungen ergeben: 

(3) V =. Ag A 4 Ag -[- Aj Ag Ag -|~ Aj Ag Al -j- A 3 Ag Aj “f" A 4 Ag 

- + ^ ^4 + ^6 ^8 
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Wendet man darauf die Substitutionen m und t an, so sieht 
man, dass v ungeandert bleibt und daher alle Permutationen der 
Gruppe Pißö gestattet 

Nun ist -Pl 68 Theiler der symmetrisohen Permutationsgruppe 
Yon sieben Elementen vom Index 30 und Theiler der altemiren- 
den Gruppe vom Index 15. Folghoh ist v Wurzel einer Glei- 
chung 30“*®“ Grades, deren Coefficienten symmetrische Functionen 
der ^ sind, und Wurzel einer Gleichung 15*®“ Grades, deren 
Coefficienten noch das Differenzenproduct der X enthalten. Sind 
die X die Wurzeln einer Gleichung 7*®“ Grades ohne Affect, so 
ist V die Wurzel einer Resolvente 30®*®“ Grades, die durch Adjunc- 
tion der Quadratwurzel aus der Discriminante in zwei Factoren 
1 fiten Grades zerfällt 

Wenn ausser den symmetrischen Functionen der X die 
Grösse v dem Rationalitätsbereiohe angehört, sei es, dass sie 
von vornherein rational ist, oder dass der Rationalitätsbereich 
durch Adjunction von v erweitert wird, so sind die X die Wur- 
zeln einer speciellen Gleichung 7*®“ Grades, deren Galois’sche 
Gruppe vom 168®*®“ Grade ist Was wir nun noch zu be- 
weisen haben, ist, dass sich diese specielle Art von Gleichungen 
7*®“ Grades auf das Formenproblem der Gruppe Gica zuruck- 
fuhren lässt. 

Um dies zu erreichen, müssen wir drei rationale Functionen 
Xi, Xg, X 3 der Wurzeln X zu büden suchen, die, wenn die Per- 
mutationen der Gruppe Pißg ausgefiihrt werden, die entsprechen- 
den linearen Substitutionen der Gruppe Ö-iag erfahren, d. h. die, 
wenn ut eme Permutation aus Pigß und A die entsprechende 
Substitution aus Giee ist, durch Ausführung der Permutation jt 
in A (Xi, Xa, Xg) übergehen. 

Setzen wir diese Functionen Xi, Xg, Xq für die Vanablen in 
die Invarianten der Gruppe Giqq ein, so gehen diese Invarianten 
in Functionen der X über, die durch die Permutationen der 
Gruppe Pi 08 ungeandert bleiben, und die folglich dem Ratio- 
nalitätsbereiche angeboren. Die Berechnung der Werthe der 
Functionen Xi, Xg, Xj aus diesen Werthen der Invarianten ist 
dann das Formenproblem für die Giga- Irgend eine durch die 
Substitutionen von Gins veränderte Function der Xi, Xg, Xs ist 
Wurzel einer 'Resolvente der gegebenen Gleichung 7*®“ Grades, 
und zwar, da die Gruppen Gigs und Pigg einfach sind, eme 
Totalresolvente. 
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Hat man irgend ein System nicht verschwindender Func- 
tionen Xi, X 2 , so IrftTiTi man daher solche Resolventen immer 
bilden. Durch das Formenproblem der Gruppe ist also 
dann die Gleichung 7^ Grades mit der Gruppe Pigg zugleich 
gelöst 

Um die Lösung dieser Gleichungen 7^ Grades auf das 
specieUe Formenproblem, wie es bei den elliptischen Functionen 
auftntt (mit /= 0), zurüokzufiihren , ist dann noch eine aooes- 
sonsche Gleichung 4*®“ Greides zu lösen, so wie wir, um die all- 
gemeine Gleichung Grades auf die Ikosaedergleiohung zuruok- 
zufuhren, eine accessonsche Quadratwurzel nbthig fanden. 

Alles kommt also jetzt noch darauf an, die Functionen 
Xi, Xa, Xg der Wurzeln X diesen Forderungen gemäss zu be- 
stimmen. Um dies zu ermöglichen, müssen wir eimge einfache 
Sätze aus der allgemeinen Invariantentheorie benutzen, die wir 
im folgenden Paragraphen, soweit sie für unsere Aufgabe in 
Betracht kommen, ableiten wollen. 


§. 145. 


Contragrediente Gruppen. 


Wir haben schon im §. 41 den Begriff der contragredienten 
Transformation erläutert Sind nämlich 

/Oj, flg, ag\ 

(1) X — : ( ^ 1 1 -^1 I I 

\Ufi, ^Sj Cg/ \Ci, Ca? Cg/ 

zwei zu einander transponirte Substitutionen, sind Xj, rCg, iCg und 
lij iai is Reihen von Variablen, die durch die Substitutionen 

(2) ö/) = X(z), i = A,(7]) 

in zwei neue Reihen von Variablen j/i, yj, i/g und Tja, jjg trans- 
fonnirt werden, so haben wir diese beiden Reihen von Variablen 
und ebenso ihre Transformationen contragredient genannt 
Durch die Substitution t/ = A(x) wird jede Function 
® (®u (üü) in eine Function der (y) transformirt, und 

die Bildung der Abgeleiteten ergiebt: 


9<P 0<Z> 30 30 

oder in unserer abgekürzten Schreibweise: 
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/ 0 ® 

0 ® 

0 ®\ 

- Ä 

0 ® 

8 ®\ 

V 0 U 4 ’ 

dxt' 

dx^J 


0 y»’ 

dys) 


Dies beweist den Satz: 

1, Die Variablenreihen 


(aJi, ^s) lind 


fixx ’ dx^ ’ dx^J 


sind contragredient. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes lassen sich auch 
die höheren Differentialquotienten nach den x durch die nach 
den y büden, wofür man folgende Regel erhält: 

2. Um die Ableitungen 


dxtdxidxf ci-\-ß + y-m 

durch die Ableitungen nach y auszudrücfcen, 
ersetze man in dem entwickelten Ausdrucke 


(A) 


(6) 




X -|- A -f- ^ = m 


die Producte 


also 


durch 
ViViv^ durch 


0»® 

dxldai>^d-xl 

0«® 


0«.® _ y 8”® 

dx^dx^adxl 

WO unter dem Summenzeichen x, A, fi alle nicht 
negativen der Bedingung x + ^ + ft = m genügen- 
den Werthe durchlaufen. 


Die Coefficienten sind ganze rationale Functionen der 

SubstitutionBCoeffioienten Oi, «i, - - . 

Um diese Regel allgemein zu beweisen, braucht man nur 
die Formel (6) für m — 1 statt m als bewiesen anzusehen, und 
mit Anwendung der Formel (3) die Ableitung nach einer der 
Variablen x zu bilden, und dabei die aus der Definition (4) 
folgende Relation 


OJS = a, + o. + ». 


ZU berücksichtigen. 
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Dieeen Satz können wir nun auch m folgender Weise ver- 
allgememem 

3. Wenn durch die Substitution y z=z A(x) irgend 
eine Form (p{x) in ^(f/) ubergeht, wenn irgend 
eine zweite Form durch die transponirte 
Substitution l = Ai {ri) in W(t}) ubergeht, so erhält 
man eine neue Transformation durch A^ wenn 
man in und ^(rj) die Vertauschungen macht 

“it Qxfdasidxf 
0a+/s+y0 

vtvivl »il 8j;8y{9rt’ 

wenn man also, wie man sich auch ausdrücken 
kann, in 7p und W die Potenzen und Prodncte 
der Variablen f, durch die entsprechenden 
Ableitungen von g?, 0 nach den Variablen rc, y 
ersetzt 

Aus der CompositionBregel der linearen Substitutionen er- 
giebt sich nun sofort der folgende Satz: 

4. Durchläuft A eine Gruppe G, so durchläuft die 
transponirte Substitution Ai eine Gruppe 
Sind A, B zwei Elemente aus G und A^^ B^ die 
entsprechenden Elemente aus Gj, so sind AB 
und^iJ.! entsprechende Elemente. Die Gruppen 

' G und Gl werden zu einander contragredient 
gen annt. 

Die beiden Gruppen G und Gi sind aber nur dann isomorph 
auf einander bezogen, wenn man dem Ay mcht das Element -4, 
sondern das Element -4”^ entsprechen lässt, denn dann ent- 
spricht AiBi dem Elemente AT'^BT'^ = {BAy^. 

Die Invarianten der Gruppe Gj heissen Contra Varianten 
der Gruppe G. Demnach sind auch die Invarianten von G die 
Contravananten von Gi. 

Aus (3) ergiebt sich dann der folgende Satz: 

6. Wenn man in einer Contravariante von G die 
Potenzen und Prodncte der Variablen durch 
die entsprechenden Ableitungen einer Invariante 
ersetzt, so erhält man wieder eine Invariante 
von G. 
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Und ebenso: 

6. Wenn man in einer Invariante von Q die Potenzen 
und Producte der Variablen durch die ent- 
sprechenden Ableitungen einer Contravariante 
ersetzt, so ergiebt sich wieder eine Oontra- 
varian te. 


§. 146. 

Lösung der Gleichung siebenten Grades 
mit der Gruppe Pjga durch das For menproblem der 

Gruppe öiflg. 

Die Hneare Substitutionsgruppe bemerkenswerthe 

Eigenschaft, dass sie mit sich selbst contragredient ist Denn die 
erzeugenden SubstitutioDen r, co von Gti^q (§. 131) bleiben durch 
Transposition ungeandert, und wenn man also irgend eine Sub- 
stitution der Gruppe transponirt, so erhält man eine Substitution, 
die gleichfalls in der Gruppe vorkommt. 

Die Contravarianten von sind also (von der Bezeichnung 
der Variablen abgesehen) mit ihren Invananten identisch. 

Die m der Gruppe G-iqs enthaltene Octaedergruppe die 
aus den Substitutionen besteht, ist aber von ihrer oontra- 

gredienten Gruppe verschieden, denn es ist z. B. nach §. 88, (17) 

08 = CD t Qir*, 

und die dazu transponirte Substitution 

0 8 _ flj -p £0 

lässt sich nach §. 88, (15) in die Form bringen und ist 

also nicht in enthalten. 

Es sei nun Qq irgend eine zu der Gruppe Pa 4 gehörige Func- 
tion der Grössen Aq, (§. 144), z. B. iy selbst Durch 

die cyklischen Permutationen gehe po Poi Pi» ■ • 

In den Resolventen 

(1) mr = i r = 1, 2, . . 6 

0,6 

ist dann ein System von Functionen gegeben, die sich durch die 
Permutationen von Pigg zwar linear, aber nicht ternär sub- 
stituiren; da man ja die Qr selbst linear durch die (5^ aus- 
drücken kann. 

Weber, Aloebra. IL 85 
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Fiin System von drei Ftinctionen, die sich ternär substitiiiren, 
kaiiTi man auf folgende Weise bilden i). 

Wir führen zunächst ein System von Hülfavariablen 
ein, die wir den Substitutionen der Gruppe Giea unterwerfen, 
und daraus bilden wir die zur Gruppe gehörige Function 
mit ihren conjugirten 0r [§. 141, (7)]: 

( 2 ) 0r = 

1 \/ 7 

— ^ {b-^x^x^ 

Hierzu nehmen wir nun eine Function po der Wurzeln 
unserer Gleichung 7*®“ Grades, die zu der Gruppe gehört, 
z. B. eine rationale Function von Iq? die conjugirten Werthe 
von 9 o, pi, . . T Pa» ^d büden die Summe 

(3) i) = Po^0“hPl^lH-p8^a + P8^8 + Pi^4 + Pö^Ö+p6^G» 

die eine quadratische Function der x ist, deren Goef&cienten von 
den Wurzeln Xr abhängen. 

Diese Function ändert sich nicht, wenn die 
Variablen (x) einer Substitution der Gruppe Gigg und 
die Wurzeln Xr gleichzeitig der entprechenden Per- 
mutation aus -Piea unterworfen werden. Denn durch diese 
gleichzeitige Operation werden in der Summe (2) nur die Sum- 
manden unter einander vertauscht, also die Sunune selbst nicht 
geändert. 

Wir können daher als simultane Invariante der 
Gruppen Gigg und -Pl68 bezeichnen. 

Ordnen wir die Function ‘tp nach den Variablen a?!, £Fj, x^^ 
so ergiebt sich 

(4) 7f> =Ä!ri*+JJja^*+J’3®/+2gi®,ic,+2fta;8«i + 2g8aä«s, 
worin zur Abkürzung 

r. 1 y \ 7 r 

jPi = S ffl = — ^ 2 «-*• (fr, 

(5) i>s=2fi*’‘9n 2a = — ^ ~ ^ ~ 2 

r 1 _ V 7 

i>8 = 2 «*■ Pr, 2« = — ^ 2 «“*’'Pr 

F, Klein, „üeber die Aoflösung gewiaser Gleiohnngen vom 7^ 
und Grade“, Mathem. Annalen, Bd. XV (1879). 
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gesetzt ißt, so dass also die q Fnnotionen der "Wurzeln Xr 
sind. 

Nun “wählen wir drei yerschiedene Functionen po, die den 
bisher ausgesprochenen Bedingungen genügen, und bezeichnen 
sie mit qq, qq. 

Die aus diesen drei Functionen abgeleiteten Formen ip seien 
und deren Coefficienten (6) _p<, jpJ, gi; p'J^ gg. Dann 
ist nicht nur jede der drei Functionen tp, eine simultane 

Invariante der Gruppen Pieg, ffi68> sondern auch ihre FunotionaL- 
detenninante (Bd I, §. 66): 


(6) W = ^ 


Die Determinante W ist eine Form 3**“ Grades in den 
Variablen a;, die nach der Bezeichnungsweiae Bd. I, §. 17, (4) 
den Ausdruck haben mag: 


dtp dtp dtp 
0 ^’ 0 ^’ d^ 
dtp' dtp' dtp' 
dXi ’ dci^ ' d^ 
0 ^" 0 ^" dtp'^ 

dxi ’ dXi ’ da^Q 


(7) ^ 


Die Coefficienten sind dann Functionen der Wurzeln 
die linear und homogen von jedem der drei Systeme Pn pr 
abhängen. Solche Functionen nennt man trilinear. 

Es bedeute nun fi, ^5, ein System zu (x) contragredienter 
Variablen, so dass die biquadratische Form 


(8) / (i, , Is) = li* gs + + I,’ I, 


eine Contravariante von 


GiQß ist. 
durch 


Wenn wir nun in 
1 0 ®/ 

6 06i0&0ffc 


( 7 ) 


ersetzen, so erhalten wir eine lineare Form 


(9) X = — 2 dihdfid^i — ^ H“ ^8 ^8’ 

in der die Xq Functionen von kr sind, und L bleibt un- 

geändert, wenn die Wurzeln kr durch irgend eine Permutation 
üt der Gruppe Pjßg und gleichzeitig die Variablen (g) mit den 
Variablen (x) durch die entsprechende Substitution contra- 
gredient transformirt werden. 


86 * 
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Geht nämlich durch 7t der Coefficient in über, 

so ist vermittelst der Transformation (y) = A(x): 

nnd vermittelst der Snbstitntion ^ = Äi (^) besteht die Identität 
/ (£i, ii, is) = f (^ 1 , 77a, 72 b). Folglich ergiebt sich nach dem 
Satze §. 145, 3.: 

08/ 08/ 

Bedeutet also 7t irgend eine Permntation der Gruppe Piag, 

durch die Zi, Zj, Zg in Zi, Y,, ubergeht, und 

M, Ci\ 

^ = I Oj, 63 , Cb j 

die entsprechende Substitution aus der Gruppe Q-us^ so haben 
wir zu setzen: 

= Ol 7ii U 3 72a -|- cIb 728? 

la = 7?i -j- “h ^8 728? 

Sa = ^ 72 i + Ca 929 + 728, 

und die Invananteneigenschaft von L giebt die Relation: 

(10) Zi92i -|- Z392a + ^8 928 = ^iSi + -Zf^a -f" ZsSa? 
oder entwickelt: 

Fj = Ol Zi -|- &i Za + Ci Zb , 

(11) Za = Oa Zj rj- 6a Za -f- Ca Zb , 

Zg = Og Zi 4“ 6 b Zfl Cg Zfl , 

d. h. die Permutation jr, auf die Functionen Zi, Zj, Zg an- 
gewandt, hat denselben Erfolg, wie die lineare Substitution 
Ä (Zi, Za, Zg), und demnach sind die Zi, Zj, Zg solche Func- 
tionen, wie sie unser Problem verlangt (Schluss des §. 144). 

§. 147. 

Möglichkeit der Bestimmung der Functionen Z^, Zj, Zg. 

Um die Zunickführung der Gleichung 7*“ Grades mit der 
Gruppe PiflB auf das Formenproblem der Gruppe G^ieg vollständig 
sicher zu stellen, bleibt noch Eines übrig: 
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§ 147. 


bekommeiL Machen wir dann für die sieben Variablen Pr die 
Substitution 

(4) Qr = 

deren Determinante als das Product aller Differenzen ki — A* von 
Null verschieden ist, und substituiren entsprechend 

(6) Qr = i (.; = i dX, ((r = i aX, 

0,8 o,e 0,0 

so geht dadurch Xi in eine trilineare Form der drei Variablen- 
reihen fla, (^8^ ol't über, die mcht identisch verschwinden kann, 
weil ja auch umgekehrt die a„ a^, oil durch die p,!, linear 
ausdrückbar sind. Nun kann man für die Variablen a^, ai, ai 
solche rationale Zahlenwerthe annehmen (Bd. I, §. 43), dass die 
Functionen Xi, Xj, Xs von Null verschiedene Werthe annehmen, 
und dann stellt (5) eine geeignete Annahme für die Functionen 
Qn Qr dari). 


VergL über die hiermit erledigte Frage: Burokhardt, „üeber 
einen f an damentalen Satz der Lehre von den endhchen Gmppen linearer 
Subetitationen'^. Mathem. Annalen, Bd. 42 (1892). 
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Zahlen und Funotlonale eines algebralsohen Körpers. 


§. 148. 

Definition der algebraischen Zahlen. 

Eine algebraiBche Gleicjhung 

(1) F(x) = J?« -f- J-i H 1- Äm-iX + ^ = 0, 

deren Coefficuenten Am rationale Zahlen sind, nennen 

wir der Kürze wegen eine rationale Gleichung. Sie hat, wie wir 
in früheren Ahschnitten naohgewiesen haben, immer m oder 
weniger, aber immer wenigstens eme WurzeL Wie man jeder 
dieser Wurzeln durch rationale Zahlen, etwa durch Decimal- 
brüche oder durch Kettenbriiche, nöthigenfalls mit Zuziehung der 
imaginären Einheit i = V~— 1 bis auf jeden beliebigen Grad 
nahe kommen kann, d. k wie man die Werthe der Wurzeln an- 
nähernd berechnen kann, ist im zweiten Buche des ersten Bandes 
gezeigt 

In den folgenden Betrachtungen soll es sich nun nicht nm 
diese numerischen Werthe handeln, sondern nm die arith- 
metischen Gesetze, denen diese Zahlen unterworfen sind, die 
sich aus der Definition selbst und nicht aus den numerischen 
Werthen ableiten lassen. Wir stellen also jetzt folgende Definition 
an die Spitze: 

1, Eine Zahl die einer rationalen Gleichung 
F(S) = 0 

genügt, heisst eine algebraische ZahL 

Jede algebraische Gleichung mit rationalen Coefficienten 
liefert uns solche algebraische Zahlen, die sich also in beliebiger 



Siebzelmter Absolinitt 


554 


§. 149 


Menge angeben lassen. Die Frage, ob es auch nicht algebraische 
Zahlen giebt, wird uns spater beschäftigen. 

Eine algebraische Zahl genügt nicht nur einer, sondern 
unendlich vielen rationalen Gleichungen; denn multiplicirt man 
zwei behebige Functionen von der Form F(x) mit einander, so 
erhält man eine Function derselben Form, die für x z= 0 ver- 
schwindet, wenn einer der Factoren diese Eigenschaft hat 

Unter allen rationalen Gleichungen, denen eine algebraische 
Zahl genügt, ist eme von möglichst niedrigem Grade, /(®) = 0, 
worin f{x) die Form hat: 

(2) f(x) = a?" + oiar*-! + • •;+ an, 

und es kann auch nur eine solche Gleichung geben, wenn wir, 
wie bisher immer , den Coefficienten der höchsten Potenz von x 
gleich 1 annehmen. 

Denn sind f(x)^ /i(^) Functionen von der Form (2) 
von gleichem Grade n, so ist /(x) — fi (x) von niedrigerem als 
dem w*“ Grade, und wenn sowohl f{@) als fi{&) verschwindet 
Bö verschwindet auch f{ß) — fi (@) ; wenn also diese Differenz 
nicht identisch verschwindet, so genügt ® einer Gleichung 
von modrigerem als dem Grade, was gegen die Voraus- 
setzung ist 

2. Die Function /(a;) ist im Körper der rationalen 
Zahlen irreduoibeL 

Denn zerfallt f (x) m zwei rationale Factoren {x) und 
/s(^)i von denen jeder von niedrigerem Grade ist als so 

genügt ® einer der beiden Gleichungen /i (@) = 0, (®) = 0, 

was unserer Voraussetzung widerspricht 

3. Ist n der Grad der rationalen Gleichung niedrig- 
sten Grades, der die Zahl @ genügt, so nennen 
wir 0 eine algebraische Zahl Grades. 


§. 149. 

Ganze algebraische Zahlen. 

Eine algebraische Zahl ® wird eine ganze alge- 
braische Zahl genannt, wenn sie einer rationalen 
Gleichung 

(1) + + = O 
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Ganze algebraieohe Zahlen. 


genügt, deren Coefficienten ganze Zahlen 

sind. 

Wir bemerken, dass es nach dieser Definition ausreicht, um 
eine algebraische Zahl @ als ganz zu charakterisiren, wenn unter 
den unendlich vielen Gleichungen der Form (1), denen ® genügt, 
eine ist, deren Coefficienten ganze Zahlen amd 

Die ganzen algebraischen Zahlen umfassen als speciellen 
Fall die gewöhnlichen ganzen Zahlen, die wir zur Unterscheidung 
ganze rationale Zahlen nennen. Die positiven ganzen ratio- 
nalen Zahlen nennen wir auch , einem verbreiteten Sprach- 
gebrauchs folgend, natürliche Zahlen. 

Unter ganzen Zahlen schlechtweg verstehen wir dann ganze 
algebraische, rationale und irrationale Zahlen. 

1. Eine ganze algebraische Zahl, die zugleich 
rational ist, ist nothwendig eine ganze ratio- 
nale ZahL 


Nehmen wir nämlich an, es sei 0 = P ; § rationaler 
Bruch, und P, Q ganze rationale Zahlen ohne gememsamen 
Theiler, etwa Q positiv, so ergiebt sich aus (1): 

Q + A e** H \-An,(^ = 0, 

und daraus ist zu ersehen, dass jeder Primtheiler von § in P 
enthalten sein müsste. Es muss also ^ =;= 1 sein, und 0 z= P 
ist eine ganze rationale ZahL 

2. Summe, Differenz und Product zweier ganzer 
Zahlen sind wieder ganze Zahlen. 

Um diesen Hauptsatz zu beweisen, nehmen wir an, es seien 
a, ß zwei ganze Zahlen, die den Gleichungen 


-J- «1 ös^ 1 -j- . , . oc _|_ — 0, 

^ ^ + ^ +6. =0 

genügen, und machen eine der drei Annahmen 


(0 = a -f- « — ßj ^ß‘ 

Dann setzen wir (iv = tn und bezeichnen die m Grössen 




r = 0, 1, 
s = 0, 1, 



in irgend einer Reihenfolge mit cöi, (Dj, . . (d„. 
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Dann können die Prod.ucte cdqji, cDoja, . . ©o)« nut Hülfe 

der Gleiclmngen (2) in die Form gesetzt werden: 

CD iOr = Cti 1 S ©3 H“ •■•-)“ Cr, tn ©mj 

r = 1, 2, . . m, 

worin die Coefficienten Ca^r ganze rationale Zahlen smd. Wenn 
man ans diesen Gleichnngen aber die ©i, ©a, . . ©« elLounirt, 

so folgt: 


01,1 — ©5 

Ca, 2i - * • 

? ^1, m 


^Ä,l5 

Cfl, 9 ©, . . . 


= 0 , 

l5 

Cm, 3] • - • 

? C,«, m © 



was entwickelt die Form erhält* 

©« + Ci ©*»-1 -| 1- CJ« = 0, 

worin die <7i, (7j, . . Cm gleichfalls ganze rationale Zahlen sind. 
Dies aber zeigt, dass © eine ganze Zahl ist, wie bewiesen 
werden sollte, 

3. Ist f(x) eine im Körper der rationalen Zahlen 
irreducible Fnnction, nnd ist eine Wurzel ® 
von /(ai) = 0 eine ganze Zahl, so sind alle Wur- 
zeln von f(x) ganze Zahlen. 

Denn wenn eine rationale Function F(Qi) für x = a ver- 
schwindet, BO ist F(x) durch f(x) theilbar, und alle Wurzeln 
von f(x) sind zugleich Wurzeln von F(x) (Bd- I, §. 148, II.). 
Wenn mm « eine ganze Zahl ist, so giebt es eine Function 

P(x) = Äi -I [-Am 

mit ganzzahligen Coefficienten ,4i, . . ., die für x = a ver- 
schwindet, und F(x) verschwindet also auch für alle anderen 
Wurzeln von f(x)^ die sonach alle ganze Zahlen sind. 

Ist 

f(x) = a^^aiX^-^^ 

so sind die Ol, Oj, . . ., a„ durch Multiplication und Addition aus 
den Wurzeln von f(x) zusammengesetzt und sind also nach 2. 
ganze rationale Zahlen. Daraus folgt: 

4. Ist 0 eine ganze algebraische Zahl, so hat die 
Gleichung niedrigsten Grades /(©) = 0 [§. 148, (2)] 
ganzzahlige Coefficienten. 
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Dasselbe ergiebt sieb auch aus dem Gauss’schen Theorem 
B(L I, §. 2; denu danach kann eine Function f {x) mit ge- 
brochenen rationalen Coefficienten nicht Theiler einer Function 
F{x) mit ganzen Coefficienten sein. 

Wir beweisen noch den Satz: 

5. Jede algebraische Zahl 0 lässt sich durch Multi- 
plication mit einer natürlichen Zahl in eine 
ganze algebraische Zahl verwandeln. 

Denn ist 

©« + ^ \- A^ = Q, 

und sind Äi^ . . ., Am rationale Zahlen mit dem gemeinsamen 
Nenner a, so erhalt man durch Multiplication mit o™: 

(a 0)^ Aia(a \-A^a^ = 0, 

woraus hervorgeht, dass a0 eine ganze Zahl ist 

§, 150. 

Algebraische Körper. 

Im dreizehnten Abschnitte des ersten Bandes haben wir 
gesehen, wie man aus jeder Wurzel 0 einer in irgend einem 
Körper ß irreduciblen Gleichung w*“ Grades / (0) = 0 emen 
algebraischen Körper £l{&) über Sl ableitet Die aus den w Wur- 
zeln dieser Gleichung abgeleiteten n Körper, die auch zum Theil 
oder alle identisch sein können, haben wir oonjugirte Körper 
genannt 

Bezeichnen wir mit JR den Körper der rationalen Zahlen, so 
giebt also nach unserer Definition jede algebraische Zahl w**“ 
Grades, 0, Anlass zu einem algebraischen Körper B{0) über iJ, 
den wir von jetzt an kurz emen algebraischen Zahlkorper 
Grades nennen. Wir haben auch schon früher naohgewiesen 
(Bd. I, §. 160), dass man immer einen algebraischen Zahl- 
körper bestimmen kann, der eine endliche Anzahl be- 
liebig gegebener algebraischer Zahlen enthalt 

Dieser Satz wird an dieser Stelle hervorgehoben, um darauf 
hinzuweisen, dass die Allgemeinheit einer Betrachtung über 
irgend eine endliche Anzahl algebraischer Zahlen dadurch nicht 
beeinträchtigt wird, dass man diese Zahlen alle in einem alge- 
braischen Zahlkorper gelegen voraussetzt. 
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Jede Zahl co eines solchen Körpers kann als ganze Func- 
tion 9(0) von ® mit rationalen Coefficienten dargestellt werden, 
und jeder Zahl co entspricht in jedem der n conjugirten Körper 
eine bestimmte Zahl. Diese conjugirten Zahlen können zum 
Theil einander gleich sein, und wir haben danach pnmitive und 
impnmitive Zahlen des Körpers unterschieden. Jede pnmitive 
Zahl kann ebenso wie 0 seihst zur Definition des Körpers ver- 
wandt werden. Bei einer impnmitiven Zahl zerfallen die con- 
jugirten Zahlen m Systeme von gleich vielen unter einander 
gleichen (Bd. I, §. 151). 

Eine symmetrische Function der conjugirten Zahlen ist eine 
rationale Zahl. Unter diesen symmetrischen Functionen siud 
zwei von besonderer Wichtigkeit, die Summe und das Product, 
von denen die erste die Spur, die zweite die Norm von gj 
genannt wird Man bezeichnet diese beiden Zahlen durch S((d) 
und N(a)), 

Hierbei werden, wenn unter den conjugirten Zahlen dieselben 
Zahlen mehrfach verkommen, diese gleichen Zahlen so oft in 
die Summe oder das Product aufgenommen, als der Grad ihrer 
Häufigkeit angieht. 

Da sich in jedem solchen Zahlkorper die vier fundamentalen 
Bechenoperationen ebenso wie im Körper der rationalen Zahlen 
auafiihren lassen, so kann man auch die Frage aufwerfen, inwie- 
weit sich die aus der Theone der rationalen Zahlen bekannten 
arithmetischen Grundgesetze in emem beliebigen algebraischen 
Zahlkorper bewähren. Es handelt sich hierbei in erster Linie 
um die Zerlegung der ganzen Zahlen in ihre Primfactoren. 

Da diese Zerlegung mit den Zahlen des algebraischen Kör- 
pers selbst im Allgemeinen nicht gelingt, so ist eine Erweiterung 
des Rechenmateriales nöthig, um die einfachen Gesetze wieder 
herzustellen, und eine solche Erweiterung ist in verschiedenem 
Sinne möglich. Es müssen sich aber diese verschiedenen Er- 
weiterungen auf einander zuriiokfuhren, oder, genauer gesagt, in 
eine eindeutige Beziehung zu einander setzen lassen. 

Kummer hat zuerst für die aus EinheitswUrzeln gebildeten 
algebraischen Zahlen (die Kreistheilungszahlen) das grosse Pro- 
blem durch die Schöpf^g der idealen Zahlen i) gelöst Eine 

E Ummer, Theorie der idealen Primfactoren der oomplezen 
Zahlen eto Orelle’a Journal, Bd. 8ß, (1846); Bd, 40, (1860). Abhandlangen 
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andere ganz allgemeine, keiner Ausnalime unterworfene Lösung 
hat die Aufgabe durch Dedekind gefunden, der als die ein- 
fachsten Elemente der Rechnung die von ihm so genannten 
Ideale 1) betrachtet. Einen davon verschiedenen Weg hat Kron- 
ecker^) eingeschlagen. 

Die Theorie von Dedekind ist von ihrem Begründer um- 
fassend und m stets wachsender Einfachheit und Vollkommen- 
heit dargestellt in dem letzten Supplement der drei neuesten 
Auflagen von Dirichlet’s Vorlesungen über Zahlentheoria 

Die Theorie Kronecker’s ist erst im Jahre 1882 durch die 
Festschrift zu Kummer’s Jubiläum dem weiteren Kreise der 
Mathematiker bekannt geworden. 

Auf einem neuen Wege hat kürzlich Hensel die Theorie 
der algebraischen Zahlen begründet, der überraschend schnell zu 
einigen der wichtigsten Sätze, namenthch in Bezug auf die Dis- 
cnminanten, führt, die sonst nur auf längeren Umwegen zu be- 
weisen waren. Hensel bedient sich emer Art Reihenentwicke- 
lungen der algebraischen Zahlen, deren zu jeder natürlichen 

der Berhaer Akademie 1856 Sar la throne des nombrea oomplexeB oom- 
poB^s de raoines de Pmute et de nombree entiera. Liouville’a Jonmal, 
ßd. 16, 1861. 

Dedekind, in dem letzten Snpplement der 2., 8. nnd 4. Auflage 
von Diriohlefa Yorleaungen über Zahlentheorie (BraunBohweig 1871, 
1879, 1894). Zn vergleichen ißt auch, Snr la thöorie des nombres entiera 
algöbnqneB im Bulletin von Darbonx nnd Hoüel (1^ ßör. XI, 1877). üeber 
den Znaammenhang zwischen der Theorie der Ideale und der höheren 
Oongrnenzen (Abhandlungen der Ges d. WiBBenaoh. in Göttin gen, Bd. 28, 
1878) üeber die Diflcnminanten endlicher Körpei* (ebend. Bd. 29, 1882). 
üeber die Anzahl der Ideal-Olasaen in den verschiedenen Ordnungen eines 
endlichen Körpers (Braoniohweig 1877) Feetschrift zur Süoularfeier des 
Geburtstages von Ganss ^Zor Theorie der Ideale“ nnd „üeber die Be- 
gründung der Idealtheone“. Nachrichten d. Ges d. WiBsenaoh. in GÖttingen 
1894, 1896. Hierher gehören auch die Abhandlungen von Hilbert, „üeber 
die Zerlegung der Ideale etc.“, Mathem Annalen, Bd. 44, 1898. „Grund- 
züge einer Theorie der Galoiß^flohen Zahlkörper“, Göttinger Naohnohten 
1894. Die Theorie der algehraiflohen Zahlkörper. Bericht der Deutschen 
Mathematiker -Teremignng 1897. Hurwitz, „Zur Theorie der Ideale“. 
„Üeber einen Fundamentakatz etc.“, Göttinger Naohriohten 1894, 1895. 

•) Kroneoker, Gnindzüge einer anthmetisohen Theorie der alge- 
braischen Grössen. Fefftsohnft zu Knmiper’fl ÖOjährigem Dootor-JubilÜnm. 
Berlin 1882 (Auch in Bd. 92 von Crelle’s Journal.) Zu erwähnen siud 
hier noch die Arbeiten von Heneel m den Bänden 101, 108, 105, 111, 118 
des Orelle’flohen JoumalB. 
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Primzahl eine gewisse Anzahl gehören. Hierdurch wird die 
Theorie der algebraischen Zahlen in schöne Uebereinstimmung 
mit der von Riemann und Weier str aas ausgebüdeten Theorie 
der algebraischen Functionen gesetzt i). 

§. Ißl. 

Ganze Functionen in einem algehraiaohen Körper. 

Schon im ersten Bande haben wir mehrfach Gelegenheit 
gehabt, ganze Functionen einer beliebigen Anzahl von unab- 
hängigen Veränderheben einzufuhren, und haben auch (im §. 148) 
den Fall erörtert, dass die Ooefficienten einem bestimmten 
Körper «ö angeboren. Wir machen jetzt die Annahme, dass 
dieser Körper ein algebraischer Zahlkorper sei und be- 
trachten also Ausdrücke g) {x, J/, . .)? Summe von 

Gliedern der Form 

. . . 

dargestellt sind, worin die Exponenten r, s, . positive oder 
wenigstens nicht negative ganze Zahlen sind, während die Coeffi- 
cienten a Zahlen in Ä bedeuten. Einen solchen Ausdruck 

(1) 9? (ic, y, ^, . . .) = 2 . . . 

nennen wir eine ganze Function in ß. Wir nehmen den 
Ausdruck immer so geordnet und zusammengefasst an, dass 
dieselbe Combination der Exponenten r, s, . nicht zweimal 
darin vorkommt, und nennen zwei solche Ausdrücke nur dann 
emander gleich, wenn sie dieselben Producte mit 

denselben Ooefficienten behaftet, enthalten. Eine ganze Func- 
tion wird dann und nur dann gleich Null gesetzt, wenn 
alle ihre Ooefficienten Null sind. 

Mehrere ganze Functionen geben durch Addition, Subtraction 
und Multiplication immer wieder ganze Functionen. Nach Bd, I, 
§. 43, L kann man für die Variablen rr, y, jer, . . . solche ratio- 

Bi 0 jettt sind darüber erat zwei Noten in den Göttinger Naohnohten 
Ton 1897 veröffenthoht „Ueher die Beatimmnng der Disommnante eines 
algehraiaohen Körpers“, die Fnndamentalgleiohnng nnd die ansser- 

weaentliohen Diaorimlnantentheiler eines algebraiacjhen Köi’pera “ Eine ge- 
nauere Kenntnifls dieser Unters u oh ungen^ die hoffenthoh bald voDständig 
der Oeffentlichkeit übergeben werden, verdanke ich einer persönhohen Mi*^ 
theilnng des Verfassers. 
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nale Zahlwerthe setzen, dass eine oder eine beliebige Anzahl 
yon gegebenen, von Null verschiedenen ganzen Functionen in Sl 
nicht verschwindende Zahlwerthe (in lö) erhalteru Daraus er- 
giebt sich, dass ein Product mehrerer ganzer Functionen 
nur dann verschwindet, wenn einer seiner Factoren 
verschwindet. 

Die Summe y -f- s -f“ ^ H Exponenten in emem Gliede 

des Ausdrucks (1) heisst der Grad dieses Gliedes, und der 
grösste Werth, den der Grad eines Gliedes mit nicht ver- 
schwindendem Coefficienten in q) annimmt, heisst der Grad der 
Function gp. 

Der Grad eines Productes aus zweien oder mehreren ganzen 
Functionen ist gleich der Summe der Grade der einzelnen 
Factoren. 

Denn fasst man in jedem der Factoren die Summe der 
Glieder höchsten Grades zu einer homogenen Function zusammen, 
so erhält man die Gheder höchsten Grades des Productes, wenn 
man alle diese homogenen Functionen mit einander multiphcirt. 
Das Product dieser homogenen Functionen kann nach dem oben 
Bewiesenen nicht verschwinden, wenn keiner der Factoren ver- 
schwindet, und sein Grad ist gleich der Summe der Grade der 
einzelnen Factoren. 

Die Zahlen des Körpers Sl sind unter den Functionen mit 
enthalten. Man erhält sie, wenn man entweder den Grad oder 
die Anzahl der Variabein auf Null heruntersinken lässt. 

Als specielle Falle sind unter den ganzen Functionen in Ä 
auch die ganzen Functionen im Körper der rationalen 
Zahlen B enthalten: 

( 2 ) ® (rc, y, . . ,, 

worin die Coefücienten a rationale Zahlen smd. 

Wenn diese Coefficienten ganze Zahlen ohne gemein- 
samen Theiler sind, so heisst diese Function eine ursprüng- 
liche oder primitive, von denen wir im Bd. I, §. 2 den Satz 
nachgewiesen haben: 

1. Das Product von zwei primitiven Functionen 
ist wieder eine primitive Function. 

Wenn die Coefficienten der Function (2), die wir für den 
Augenbhck mit 
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Oq , Ol , ag , . . . 
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bezeichnen wollen, gajize ZaMen mit dem grössten gemeinschaft- 
lichen Theiler m sind, so ist, wenn m>l ist, O eine imprimitive 
ganze ganzzahLge Function vom Theiler m, und der Theiler 
einer primitiven Function ist = 1. 

Setzen wir 

(8) Oo = Wßoj Cti = «a = Wöa, . . 

so sind die Ci, ßai • • • ganz© Zahlen ohne gemeinsamen Theiler; 
(4) E (x, y, £f, . . .) = . . . 

ist eine primitive Function und es vnrd 

<S> = mE. 

Diese Functionen <P haben wir im §. 2 des ersten Bandes 
betrachtet und haben dort von ihnen den Satz bewiesen: 

2. Der Theiler eines Productes von zwei oder mehr 
ganzen Functionen ist gleich dem Product der 
Theiler der einzelnen Factoren. 

Die ganzen Functionen in ß hängen ausser von den 
Variablen von emer algebraischen Zahl © ab, enthalten aber 
sonst nur rationale Zahlencoefficienten. Bezeichnen wir eine 
solche Function mit q) (®, rc, y, if, . . .)» so erhalten wir die oon- 
jugirten Functionen y, gja, . . . oder 

(6) qp(@,a:,y, 

wenn wir fiir © die Bammtbchen Wurzeln der irredudblen Gleichung 
f(x) = ö [§. 148, (2)] emsetzen. Diese conjugirten Functionen 
können auch zum Theü einander gleich sein. 

Sie sind alle einander gleich, wenn <p eme Function in B 
ist, und es ist umgekehrt (p eine Function in JJ, wenn die con- 
jugirten Functionen alle einander gleich sind; denn es ist dann, 
wenn wir unter S{(p) die Summe der conjugirten Functionen 
(die Spur) verstehen, 

ntp = ÄCqp), 

und S{(p) ist eine ganze Function, deren Coefficienten symme- 
trische Functionen der n Wurzeln ©, d. h. rationale Zahlen, sind. 

Zu den ganzen Functionen in B gehört auch die Norm 
von gp, d. L das Product 

( 6 ) = 9<Pi9i • • •■, 

denn alle Coef&cienten dieser Function sind symmetrische 
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Functionen der Diese Function ist theilbar durch 9, und 
wenn wir 

N(ip) = <p<p' 

setzen, so sind sowohl cp als 9' ganze Functionen in Ä. Denn 
9' ist als Product 9192... eine ganze Function, und die Coeffi- 
cienten von 9' sind symnietrische Functionen der Wurzeln der 
Gleichung 



die ihrerseits in ß enthalten sind. 

Aus der Definition ergiebt sich, dass die Norm eines Pro- 
ductes gleich dem Producte der Normen der Factoren ist, dass 
also, wenn 9, ^ Functionen in ß sind, 

( 7 ) Nicprp) = N(<p) Nii^) 

ißt. 

§. 1Ö2. 

Zerlegung ganzer Functionen in irreducible Factoren. 

3 . Unter den ganzen Functionen in ß müssen 
reducible und irreducible unterschieden werden, 
von denen die ersten als Product aus ipehreren 
ganzen Functionen in ß darstellbar sind, die 
anderen nicht. Die reduciblen Functionen 9 
lassen sich in eine endliche Anzahl von irredu- 
ciblen Factoren zerlegen, die selbst ganze Func- 
tionen in ß sind, und die irreduciblen Factoren 
von 9 sind durch 9 selbst bis auf coiistante Fac- 
toren bestimmt 

Bei dem Beweis dieses Satzes, den wir in §. 20 des ersten 
Bandes gegeben haben, ist allerdings nicht von Functionen m 
einem bestimmten Körper ß, sondern von ganzen Functionen 
überhaupt die Rede gewesen, deren CoejSB.cienten irgend welche 
Zahlen sein können. Aber schon in §. 148 des ersten Bandes 
ist darauf hingewiesen, dass jener Beweis wörtlich wiederholt 
werden kann unter dem Vorbehalt, dass alle Constanten einem 
beliebig gegebenen Rationalithtsbereich angeboren. Wir 
gehen hierauf nicht noch einmal ein, und nehmen den Satz 3 . 
Memach als bewiesen an. 


S6* 
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Dagegen wollen wir hier auf die Frage zuruckkommen, nin 
ein Verfahren kennen zu lernen, wie man in einem gegebenen 
Falle durch eine endliche Anzahl von Schritten die irreduciblen 
Factoren einer Function ermitteln, oder die Irreducibilität fest- 
stellen kann. 

Wir nehmen zunächst eine ganze Function einer Variablen 
F{x) vom Grade im Körper B der rationalen Zahlen. Wir 
beeinträchtigen dann die Allgemeinheit nicht weiter, wenn wir 
die Coefficienten als ganze Zahlen annehmen. Wollen wir 
nun F(x) in seine irreduciblen Factoren zerlegen, so genügt es, 
alle Factoren (p(x) von F(x) zu ermitteln, deren Grad v nicht 
grösser als wenn F{x) zerlegbar ist, wenigstens 

einer der Factoren einen solchen Grad haben muss. Es sei also: 
(1) F(x) = <p (x) (x), 

und darin können wir die Coefficienten von 9? (x) und (x) 
gleichfalls ganzzahlig annehmen (nach §. löl, 2.). Ist dann r 
eine beliebige ganze rationale Zahl, so werden F(r)^ 
auch ganze rationale Zahlen, und es muss F(t^ wegen (1^ durch 
97 (r) theilbar sein. Nehmen wir nun v 1 von einander ver- 
schiedene feste ganze Zahlen fo, rj, r^, . . i'y, so müssen sich die 
Zahlen 


( 2 ) 9(ro),g)(r^),...,<p(rr) 

unter den Theilem der Zahlen 

( 3 ) F(ri), F (Tr) 

finden, und da die Zahlen (3) durch die Function F selbst ge- 
geben sind, so giebt es nur eine endliche Anzahl von zulässigen 
Annahmen für die Zahlen (2). Durch die Werthe (2) ist aber 
die Function ^(x) selbst vollkommen bestimmt, etwa wenn 
f(x) =z(x — ro) (x — ri)...(x — r,) 

Interpolationsformel von Lagrange 






0 . » 


^ erhält so eine endliche Anzahl von mögUchen Bestimmungen 

vLJr “"l mit jeder dieser Functionen den 

Versuch machen, ob sie in F(x) enthalten ist. 

.rf e«obüd»la Verfahren irf nnter ümeland». nach 

nnf Fnncfaonen m äderen Körpern nnwendbnr, denn nl,n.l,-eK 
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wenn in den Körpern die Zerlegung der ganzen Grössen in ihre 
Primfactoren , ebenso wie bei den ganzen Zahlen, als bestimmt 
voransgesetzt werden kann. 

Dann treten an Stelle der ganzen Zahlen ro, ^i, . . ., f» ganze 
Grössen dieses Rationahtatsbereiches- Diese Voraussetzung trifft 
aber (nach §. 20 des ersten Bandes) bei den Körpern der ganzen 
Functionen einer beliebigen Anzahl von Variablen zu. 

Wenn man daher die Coefficienten in F{x) nicht als ganze 
Zahlen, sondern als ganze Functionen der Variablen y, jsr, . . . 
annimmt, so ist das Verfahren anwendbar, und liefert die Zer- 
legung einer ganzen Function von mehreren Variablen im Körper 
der rationalen Zahlen, wenn man die Zerlegung der Functionen 
von einer kleinen Anzahl von Variablen schon ausgefiihrt hat 
Hierauf lässt sich nun die Zerlegung einer ganzen Function 
in einen beliebigen algebraischen Körper Grades zuruok- 
führen. Nehmen wir an, es sei 
(Ö) <P = ^ X, y, 0,. . .) 

eine solche Function, und «Pa, . - g?n diö conjugirten Func- 
tionen. Wir bilden die Norm 

(6) N((p) :p= • • • 9*», 

die nach §. 151 eine ganze Function in B ist Jeder Theiler 
von g?! = g? ist in einem der rationalen Theiler von N{(p) ent- 
halten und umgekehrt muss auch jeder (nicht constante) ratio- 
nale Theiler von N{q)) mit einer der Functionen gPj, . ■ 9n, 

und folghch mit jeder von ihnen, einen Theiler gemem habeu. 

Ist daher a einer der irreduciblen rationalen Theiler von 
JV(g?), so ist der grösste gemeinschaftliche Theiler tp von a und 
gp, der durch rationale Rechnung gefunden wird, ein Theiler von 
gp in ß. Ist ^ von g? verschieden, so handelt es sich nur noch 
um die Zerlegung von was von niedrigerem Grade ist als g?; 
wenn aber a durch go theübar ist, so erhalten wir auf diese 
Weise keinen echten Theiler von gc. Dann aber giebt es eine 
ganze Function so dass 

a = 9X-> -Z^(9’)-N'(z) = «" 

•wird, und es ist, da a irredncibel ist, N(<p) eine Potenz von a: 

(7) N{,<p) = 

Wenn jetzt qu = cp'fp" redncibel ist, so mnss der Exponent h 
dieser Potenz grösser als 1 sein, da sowohl als 

Potenzen von o sind. 
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Um aber auch in diesem Falle eine Zerlegung eines redu- 
ciblen cp zu erhalten, verfährt man so. 

"Wir befreien zunächst cp von allen quadratischen Factoren, 
was durch rationale Rechnung, nämlich durch Aufsuchung der 
gememschaftlichen Theiler von g? mit semen Derivirten, ge- 
schieht Dann ist die Gleichung (7) fiir A > 1 offenbar nur 
dann möglich, wenn unter den conjugirten Functionen gPs, ...,g?ii 
wenigstens zwei einen gemeinschafthchen Theiler haben. 

Nun fuhren wir aber noch ein System neuer Variablen, 
1, 7?, . . em, und verstehen unter ® die den Körper Ä definirende 
algebraische Zahl, und unter @i, die (von einander 

verschiedenen) conjugirten Werthe. Dann bilden wir die Func- 
tionen 

y — V . 0, 

(8) ^8 = 92 (ic — S y — 7} . . .), 

^„ = g?„ (a; — g y — rj ®„, . . .), 
von denen, wie wir gleich noch nachweisen werden, keine zwei 
einen gemeinschaftlichen Theiler haben. Dann ist also 
N(tP) nicht die A*® Potenz einer rationalen Function, und wir 
können daher, wenn rj} zerlegbar ist, nach der oben angegebenen 
Methode emen echten Theiler von ^ finden. 

Aus jeder Zerlegung von jp erhält man aber eine Zerlegung 
von g?, wenn man a;, y, . . . durch a? 1 0, y -|- ®, . . . ersetzt, 

und ebenso erhalt man umgekehrt aus einer Zerlegung von g? 
eine Zerlegung von wenn man a;, y, . . . durch x — |®, 

y 7/ ®, . . . ersetzt, und beide Functionen sind gleichzeitig zer- 
legbar und unzerlegbar. 

Es bleibt noch zu beweisen, dass keine zwei der Functionen 
(8) einen gemeinschaftlichen Theiler haben. Dies ergiebt sich 
aus dem folgenden allgemeinen Satze: 

Sind (a;, y, . , S** (a?, y, . . .) irgend zwei gleiche 
oder verschiedene ganze Functioii,en in irgend 
einem Rationalitatsbereich, und a, b zwei von 
einander verschiedene Zahlen, so haben die 
Function en 

keinen gemeinschaftlichen Theiler. 

Zum Beweis denken wir uns 4>' in seine irredudbleii Fac- 
toren zerlegt und setzen 
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<D' = Hq) (x, y, . . , .)• 

Die linke und folglich auch die rechte Seite bleiben hier un- 
geandert, wenn man 7 ?, . . . gleich 0 setzt und dann ic, y durch 
X — a^,y — arj . , . ersetzt. Also ist 

= n(p(x — at, y — ari, . . .,0, 0, . . .), 

woraus hervorgeht, dass die irreduciblen Factoren von auch 
m der Form 

( 9 ) (p = (p {x — ai, y — at], . ..) 

darstellbar sind. Ebenso sind die irreduciblen Factoren von ^ 
in der Form 


(10) ^ ^ (00 — y — bi]y . • 

darstellbar, und wenn a und b verschieden sind, kann keine der 
Functionen (9) mit einer der Functionen (10) identisch oder 
nur durch einen constanten Factor verschieden sein. Denn an- 
genommen, es sei fiir ein constantea k: 

( 11 ) (pz=Zl(>, 

so folgt, wenn man . gleich 0 setzt und die Ergebnisse 

dieser Substitution mit g?Q, ipQ bezeichnet, 

( 12 ) (po = kilfo- 

Durch Bildung des Differentials von (11) aber folgt, wenn 
man danach tj, . . . gleich 0 setzt und 




0qPo 




mit dg?o bezeichnet, und entsprechend definirt: 

ad(p^ = bkdi\)Q^ 

was nach (12) nur möglich ist, wenn a = 6 ist 

Folglich haben ^ und 3*^ keinen gemeinschafUichenTheileri). 


') Die hier dargelegte Methode der ZerffiUung einer ganzen Fnnotion 
in irreducible Factoren rühit von Kroneoker her (§. 4 der anf S. 566 
oiürten Festflohrift, Orelle's Journal, Bd.92) YergL auch Molk, Snr nne 
notion qui oomprend oeUe de la divisihilitö et ßur la theone gönörale de 
r61imination. Acta mathematica, Bd. 6 (1884). Indem ich diese Betrach- 
tungen, die in der ereten Auflage fehlten, und die abenfallB auch im ersten 
Bande aohon eme Stelle hätten finden können, hier anfnehme, entspreche 
ich emem mehrfach geäuaserten Wunaohe. 
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§. 153 . 

Die Fnnctionale eines algebraischen Körpers und 
der erweiterte Körper ß. 

Die Variablen, die in der Theorie der algebraischen Zahlen 
verwendet werden, haben nicht die Bedeutung von Zeichen für 
veränderliche Zahlenreihen , wie man es aus der Functionen- 
theone gewöhnt ist, sondern sie sind lediglich Rechnungssymbole 
ohne eine selbständige Bedeutung. Bei den Functionen dieser 
Variablen kommt es eigentlich nur auf die Coefficientensysteme 
an, und die Variablen werden nur dazu benutzt, um die be- 
kannten und geläufigen Regeln der Buchstabenrechnung auf diese 
Coefficientensysteme anzuwenden. Es ist damit freilich nicht 
ausgeschlossen , dass gelegenthch auch die Zahlen betrachtet 
werden, die man erhalt, wenn man die Variablen durch gewisse 
Zahlen, z. B. durch rationale Zahlen, ersetzt 

Demnach fuhren wir in unsere Betrachtungen 
sowohl ganze als gebrochene Functionen von beliebig 
vielen Veränderlichen ein, deren Coefficienten Zahlen 
eines algebraischen Körpers ß sind, und setzen fest, 
dass mit diesen Functionen so gerechnet wird, wie es 
die Buchstabenrechnung verschreibt. 

Jede solche Function m kann als Quotient zweier ganzer 
Functionen in ß, 


( 1 ) 


(D 


— 


dargestellt werden, wobei ^ immer von Null verschieden ange- 
nommen werden muss. Zwei solche Functionen sind nur dann 
einander gleich: 

^ ^ 

wenn tp ip lat Haben die beiden Functionen qp, keinen 

gemeinsamen Theiler, so heisst cp : ip ein irreducibler Bruch. 
Unter den verschiedenen Darstellungen einer Function co giebt 
es eine durch einen irreduciblen Bruch, und diese wollen wir 
die einfachste Darstellung nennen. In ihr sind Zahler 
und Nenner bis auf einen gemeinsamen Factor, der eine be- 
liebige Zahl in ß sein kann, durch co selbst völlig bestimmt 
Eme solche Function cd wollen wir ein Funotional des 
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Körpers iß nennen. Als specielle Fälle sind darunter die 
ganzen Functionen und die Zahlen selbst enthalten. Bei den 
Zahlen ist jede Darstellung als Quotient zweier Zahlen in ß als 
einfachste Darstellung zu betrachten. 

Auf die Functionale lassen sich die vier Grundrechnungs- 
arten in demselben Umfange anwenden, wie auf die Zahlen, und 
der Inbegriff aller Functionale des Körpers ß ist daher gleichfalls 
ein Körper, den wir mit ß bezeichnen und den Functional- 
korper von ß nennen wollen i). 

Der Function alkörper ß enthält den Zahlkorper ß als 
Theiler. 

Ein Functional, dessen Coef&cienten rationale Zahlen sind, 
heisst em rationales Functional Der Inbegriff aller ratio- 
nalen Functionale ist der Functionalkorper It des Körpers B 
der rationalen Zahlen, und der Körper B ist in jedem alge- 
braischen Functionalkorper ß enthalten. 

Jedes rationale Functional A kann als Quotient zweier 
ganzer Functionen in B dargestellt werden, denen man auch 
ganzzahlige Coefficienten geben kann, indem man Zahler und 
Nenner mit dem Hauptnenner aller Coefficienten multiplicirt. 
Sind in dieser Darstellung Zahler und Nenner impnmitiv, so 
kann man den Theiler herausnehmen und erhält eine Darstellung 
in der Form 


( 2 ) 


A = 


El 

Ei 


1 = = 


m der a eine positive, ganze oder gebrochene, rationale Zahl 
ist, während JBi, primitive Functionen in B sind. Hieraus 
folgt: 


Ee hegt nahe, die Funotionale des Köi’pers Ä, mit denen wie mit 
den Zahlen in Sl gerecshnet wird, geradezu als ideale Zahlen des Kör- 
pers Sl en beEeiohnen. Biese Ausdruoteweiae würde sich einerseits an die 
Idealfaotoren von Kummer, andererseita an die von Dedekind ein- 
geführten Ideale flnsohheasen, die zu den Funotionalen in einer sehr nahen, 
später zu erörternden Beziehung stehen. So hesteohend in mancher Hin- 
sicht eine solche Terminologie wäre, so erweist sie sioh doch in anderer 
Hinsicht nicht als zweckmässig , weil dadurch den Funotionalen, die doch 
immerhin nnr Mittel zum Zweck, nicht selbständig für sich Gegenstand 
unseres Interesses sind, anscheinend eine grössere Bedeutung beigelegt 
würde, als ihnen in “Wirkhohkeit zukommt. Mit der Einführung des 
"Wortes „Functional“ folge ioh einem Yorsohlage von Dedekind 
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1. Man kann jedes rationale Fnnctional durch 
Mnltiplication nait einer primitiven Function 
in jR in eine ganze Function in iZ verwandeln, 
und mehrere rationale Functionale lassen sich 
als Bruche darstellen, deren gemeinsamer 
Nenner eine primitive Function ist. 

Die positive Zahl a und der Quotient sind durch A 

vollständig bestimmt. Denn setzen wir a m die Form eines 
rationalen Braches und nehmen an, es sei 

^ El _ ^ 

gi^^EiE'^ = qig[^EiE[. 

Hier haben wir also zwei ganze Functionen in B mit ganz- 
zahligen Coefficienten , die einander gleich sind und deren 
Theiler, da E^E'^ und E^E[ primitive Functionen smd, oder 

ist Folglich ist ^22 = und daher auch 

^ ^ -.El. 

^ *^2 

2. Wir nennen die positive rationale Zahl a den 
absoluten Werth des Functionals A, 


In dem Falle, dass A selbst eine Zahl ist, ist a der absolute 
Werth von A m dem gewöhnlichen Sinne dieses Wortes, und E 
ist = “j- 1 oder = — 1 zu setzen, je nachdem A positiv oder 
negativ ist. Es ist also E in diesem Falle nichts weiter als das 
Vorzeichen von A In der weitgehenden Verallgemeinerung dieser 
elementaren Begriffe liegt das Befremdende, was unsere Definition 
dem ersten Bhck bietet. Sie wird sich aber in der Folge als 
durchaus sachgemäss und nützlich erweisen. 

Aus §. 151, 2. ergiebt sich der Satz: 

3. Der absolute Werth eines Productes zweier oder 
mehrerer rationaler Functionale ist gleich dem 
Producte der absoluten Werthe der Factoren, 

Ist m ein Functional des Körpers lö, so ist N{(o) ein ratio- 
nales Fnnctional, und die Norm eines Productes oder eines 
Quotienten zweier Functionale ist gleich dem Producte 
oder dem Quotienten der Normen der Bestaudtheile. 
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4 Wir nennen den absoluten Werth des rationalen 
Functionals N{m') die absolute Norm Na(oi) von 
CD und setzen 

(3) N(c3) = Na(a)) E((d). 

Na(p) ist immer eine positive rationale Zahl, und E(^cd) 
ist der Quotient zweier primitiver ganzer Functionen. Aus 3 
folgt, wenn oc, ß zwei Functionale in ß sind, die Formel 

(4) N,(aß) = Na(cc) Na(ß), 

oder der Satz : 

ö. Die absolute Norm eines Productes von Func- 
tionalen in ß ist gleich dem Produote der 
absoluten Normen der Factoren. 

Wenn wir alle Coefficienten eines Functionals in ß durch 
die entsprechenden Zahlen eines zu ß conjugirten Körpers ßi 
ersetzen, so erhalten wir ein conjugirtes Functional. Der 
gesammte Functionalkörper ß geht dadurch in einen con- 
jugirten Functionalkorper ß^ über. Da jede Gleichung 
zwischen Functionalen des Körpers ß im Grunde nur die Zu- 
sammenfassung einer Reihe von Gleichungen zwischen Zahlen des 
Körpers ß ist, so haben wir den Satz (Bd. I, §. 148, II) 

6. Jede Gleichung zwischen Functionalen des Kör- 
pers ß bleibt richtig, wenn für alle Functionale 
die entsprechenden Elemente eines conjugirten 
Körpers ßi gesetzt werden. 

Bedeutet t eine in cd nicht vorkommende Variable, so hat 
die Function N(t — cd) die Form 

(5) 0)(^) = ^ ^ 

worin die Coefficienten Äi rationale Functionale sind, und diese 
Function {t) verschwindet, wenn (o für t gesetzt wird. Es giebt 
aber nicht bloss eine solche Function ^ i = cd ver- 

schwindet, sondern beliebig viele, da man jedes mit einer 
beliebigen Function der gleichen Form multipliciren kann. Auch 
kann es verkommen, dass schon ein Product von wemger als 
n Factoren von N(t — cd) rationale Coefficienten erhält, woraus 
Functionen ®(^) von niedrigerem als dem Grade entspringen, 
die fiir t = co verschwinden. Daraus folgt: 

7. Es giebt für jedes Funotional cd des Körpers ß 

unendlich viele Functionen f^ir t = co 
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yerßchwinden, in denen die höchste Potenz von t 
den Goefficienten 1 hat, und deren übrige Coeffi- 
cienten in S enthalten sind. 

Wir sagen dsinn, cd ist eine Wurzel der Gleichung 

= 0 . 

Unter den verschiedenen Functionen tiP(i), deren Existenz 
im Satze 7. ausgesprochen ist, giebt es eine und nur eine F{t) 
von möglichst niedrigem Grade. Denn enstiren zwei solche 
Functionen F(t) und Fi{t) von gleichem Grade w, so ist die 
Differenz F(t) — Fi({) m Bezug auf t höchstens vom Grade 
tn — 1 und verschwindet für t = m. Dividirt man durch den 
Goefficienten der höchsten Potenz von so erhält man eine 
Function von niedrigerem Grade als F{t)^ die nach der 
Voraussetzung über F(t) nicht existirt 

Die Function F({) kann im Körper Ä nicht in Factoren 
zerlegt werden, die ganze Functionen von t sind. Denn zerfiele 
sie in mehrere Factoren derselben Form so musste 

einer dieser Factoren, die doch alle von niedrigerem Grade als 
F(t) selbst smd, für i = m verschwinden, entgegen unserer 
Voraussetzung. 

Jede Function des Satzes 7, ist dann durch diese 
irreducible Function F{t) theilbar, so dass der Quotient <b(t)\F{t) 
eine ganze Function von ^ in ist, in der die höchste Potenz 
von t den Goefficienten 1 hat. 

Unter den Functionen findet sich, wie schon bemerkt, 
auch die Norm — oj), und folglich ist ]S[(t — co) durch F{t) 
theilbar. Sind beide Functionen von gleichem Grade, so ist 
N(t — ©) = F(1}). Ist aber der Grad von F(t) niedriger als 
so verschwindet der Quotient N{t — cd) ; F(t) wenigstens noch 
für emes der mit cd conjugirten Functionale, und folglich für 
alle ; folghch auch für ^ = cd , und daher ist dieser Quotient 
noc hmal s durch F(i)^ d. h. N(t — co) ist durch jF(t)® theilbar. 
Durch Fortsetzung dieses Schlussverfahrens erkennt man, dass 
N{t — cd) eine Potenz von F(t) sein muss, und dass folglich der 
Grad von F(t) ein Theiler von n ist (Bd. I, §. 161). 

Wir fassen dies noch in dem Satze zusammen: 

8. Jedes Functional in Ä ist die Wurzel einer und 
nur einer irreduciblen Gleichung F(t) = 0 in 
und N(t — ©) ist eine Potenz von F(t). 
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Ganze Fnnctionale. 


1. Definition: Ein rationales Fnnctional soll ganz 
genannt werden, wenn sein absoluter Werth eine 
ganze Zahl ist. 


Ein ganzes rationales Functional ist also nach dieser De- 
finition keineswegs nothwendig eine ganze Function der Vanablen. 
Aus der Definition ergiebt sich zunächst, dass die Summe, die 
Differenz und das Product von zwei und folglich auch von 
beliebig vielen ganzen rationalen Functionalen wieder ganz sind. 
Für das Product ist dies eine unmittelbare Folge des Satzes 
§. 153, 3. Um aber den Beweis für die Summe und die Diffe- 
renz zu führen, stellen wir zwei ganze rationale Fnnctionale 
J-i, -4g so durch gebrochene Functionen dar, dass sie eine primi- 
tive Function als gemeinschaftlichen Nenner erhalten: 


Al — Ul 


Dann ist 




j — ■E's 
- 4-2 ^2 ■ 


Al :1z A^ = -^1 i ^ , 


da nun Oi, Og ganze Zahlen sind, so ist der Theiler der ganzen 
Function OiJEi i OgJS'g der absolute Werth von Ai ± -4g. Dieser 
ist eine ganze Zahl, also Ai zt A^ ©in ganzes Functional. 

Für oonstante rationale Functionale, d h. für rationale 
Zahlen, giebt die Definition 1. die ganzen rationalen Zahlen. 

Wir stellen ferner, ebenso wie im §. 149 für die Zahlen, 
folgende Definition der ganzen Fnnctionale des Körpers ß auf. 


2. Definition: Ein Fnnctional ra ans ß heisst 
ganz, wenn es die Wurzel einer Gleichung 

0(t) = + Ait”-^ + H ^ = 0 

ist, in der die Ooefficienten -4^, J.g, . . ., ganze 
rationale Functionale sind. 


Functionale, die nicht zu den ganzen gehören, werden wir 
gelegenüich auch der Kürze wegen als gebrochene Functionale 
bezeichnen. 

Zur Rechtfertigung dieser Definition beweisen wir zunächst 
den Satz: 
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3. Ist o ein ganzes Fnnctional nach der Defini- 
tion 2. und zugleich rational, so ist es ein ganzes 
rationales Fnnctional (nach der Definition 1.). 

Angenommen, es sei m ein gebrochenes rationales Fnnctional, 
und daher der absolute Werth yon co ein rationaler Bruch jp : 2, 
worin p und q ganze rationale Zahlen ohne gemeinsamen Theüer 
sind; dann ist qa> ein ganzes rationales Fnnctional, dessen 
absoluter Werth = also relativ pnm zu q ist Wenn aber 
andererseits © zugleich ganz im Sinne der Definition 2. ist, so 
können wir 

©" = — (Äi ©"‘-i + ALj + • • .) 

setzen, woraus 

{qco)^ = — + ^»2(2®)*"-® H ] 

folgt. 

Hieraus aber ergiebt sich, dass der absolute Werth p”' von 
(2®)“ durch q theilbar sein muss, was nur moghch ist, wenn 
2 = 1 ist Die Definition 1. ist also m der Definition 2. als 
Specialfall enthalten. 

Ist 

A,n 

eine Function von t in der die Coeffioienten ge- 

brochene rationale Functionale mit den Variablen y, . . ., aber 
von der Variablen t frei sind, so kann man eine Function 
bestimmen, in der a den Hauptnenner der absoluten 
Werthe von J.i, . . . und jB(a;, y, . , eine primitive ganze 
Function bedeutet, so dass 

(1) aE(x, y, . . .) (&(i) = P (t, x, y, . . .) 
selbst eine primitive ganze Function ist (§. 163, 1.). 

Zerfallt <P(i) in zwei Factoren in P, ist also 

= < 5,(0 

BO bestinime man hiernach für die beiden Functionen <l>i, (Pj die 
Factoren OiP,, OjPs, eo dass 

Ol Pi ®i = Pi , asPj<I>, = Pj 

primitive Functionen werden, und dann ist auch 

(2) OiO, PiP, a> = PiP, 

eine primitive Function. Aus (1) und (2) folgt: 

(3) Ol Os PiP, P = aEPi P,, 
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und mithin 

(4) a = Oj. 

Wenn also a = 1 ist, so müssen die natürlichen Zahlen Oi, O] 
auch = 1 sein, und wir haben den Satz: 

4. Ist CO ein ganzes Functional in Ä und eine 

Function von t mit ganzen Coefficienten in J2, 
die für t = co verschwindet, so hat auch jeder 
rationale Theiler von ganze Coefficienten 

in B\ insbesondere hat die irreducible Function 
F(t)^ von der co nach §. 153, 8. eine Wurzel ist, 
ganze rationale Functionale zu Coefficienten. 

Wenn ein Functional co nicht ganz ist, so genügt es einer 
Gleichung 

<P (cd) = 00 ”^ ^ cd”*—! -f- CD*"-® “!"•*•+ ^ = 0, 

worin die Coefficienten Ai^ -4^, . . Am zwar rationale, abermcht 
ganze Functionale amd. Ist a der Hauptnenner der absoluten 
Werthe von A^, A^, . . Am so sind aAi, aA^, . . ., aAm ganze 
Functionale. Nun ist 

a’"<2>(©) = (ao))’" -|“ aAi(aco)^-^ -f- a“-4s(acD)’"-® -(- • 

+ a« = 0, 

und aco ist daher ein ganzes Functional. Daraus folgt 

5. Jedes Functional cd des Körpers Ä lasst sich 
durch Multiplication mit einer ganzen ratio- 
nalen Zahl in ein ganzes Functional verwandeln, 
und daher kann man jedes Functional © als 
Quotienten zweier ganzer Functionale darstellen. 
Diese Darstellung ist auf unendlich viele ver- 
schiedene Arten möglich, unter anderem so, dass 
der Nenner eine natürliche Zahl ist 

6. Ist (D ein Functional in Si und giebt es m Grössen 

© 1 , ©a, . . ©„, die nicht alle verschwinden, von 

der Art, dass die m Producte ©©< für i = l,2,...,w 
in die Form gesetzt werden können. 

(6) © ©^ = Ai^i ©1 -|- Aa^i ©a COm ? 

worin die w® Symbole A]t,i ganze rationale Func- 
tionale sind, so ist © ein ganzes Functional. 

Hierin ist m irgend eine ganze natürhche Zahl. Die ©< sind 
in der Anwendung immer Zahlen oder Functionale in ß, jedoch 
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ißt für die Gültigkeit des Satzes nur die Ausführbarkeit der in 
(5) angedeuteten Multiplication wesentlich. 

Der Satz ist eine einfache Folge der Definition der ganzen 
Functionale; denn da die coi nicht alle verschwinden, so muss 
nach dem Determinantensatze (Bi I, §. 27, IL) 

-^1,1 — 00^ 

-Al, 21 -^2,2 • • •) -in, 2 _ Q 

il,mi -^2,1711 • • •? -in, m ® 

sein. Durch Ordnen nach Potenzen von co ergiebt sich hierauß 
eine Gleichung; 

(7) cd”* i-i — I“ • • “j“ -ijt ö, 

worin die Coefficienten Ai, ^ . durch Addition und Multi- 
plication aus den -i,fc zusammengesetzt sind und daher selbst 
ganze rationale Functionale sind, demnach ist auch m ein ganzes 
FuncüonaL 

Für den letzten Coefficienten An m der Gleichung (7) er- 
halten wir den Ausdruck: 

(8) (- lyAn =1± il, 1^2,2 . . . 

und diese Determinante ist also gleich dem Producte 
der sämmtlichen Wurzeln der Gleichung (7). 

Der Satz 4. ist wichtig als Kennzeichen fiir ganze Func- 
tionale, er ient uns hier zum Beweise des folgenden Satzes: 

7. Ist (r, f/, . . .) eine ganze Function, deren Coeffi- 
cienten ganze rationale Zahlen oder Functionale, 
aber frei von den Variablen a:, y, . . . sind, sind 
ferner «, /3, . . . ganze Functionale in ß, so ist 

(9) <D = W (ot, ß,...) 

auch ein ganzes Functional, 

Es seien nämlich ft, v, ... die Grade der ganzzahligen Glei- 
chungen, denen (nach 2.) die Functionale a, jS, - . . genügen, und 
♦n = ftv . . . Wir verstehen unter cdi, ooa, . . cOm die m Grössen 
ar ß» r = 0,1, ..., ft — 1, s = 0,1, ..., V — 1; ... 

Dann können mit Hülfe der Gleichungen ft*«“, . . . Grades, 

denen die Zahlen a, /3, . . . genügen, alle Producte or/3® . . ., in 
denen einer der Exponenten r, s, . .. grosser als ft — 1, v — 1, .. . 
ist, linear in. der Form (6) durch oji, ©a, . . ., ausgedruokt 
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werden, nnd dasselbe gilt daher auch von jedem Functional co 
der Form (9), und folglich auch von den Producten gjcdi, coqj,,...? 
a)Q}„. Daraus folgt nach 6., dass co ganz ist, wie wir beweisen 
wollten. 

Als speciellen Fall des Satzes 7., aus dem übrigens der all- 
gemeine Satz leicht wieder gefolgert werden kann, heben wir 
hervor : 

8. Durch Addition, Subtraction und Multiplication 
ganzer Functionale entstehen immer wieder 
ganze Functionale. 

Wir haben schon früher (§. 150 ) bemerkt, dass man imm er 
einen algebraischen Körper bestimmen kann, der behebig ge- 
gebene algebraische Zahlen enthalt. Daraus folgt, dass in dem 
Satze 7. die a, . . . beliebige ganze algebraische Zahlen oder 
Functionale sein können, und Entsprechendes gilt von dem 
Satze 8. 

Aus der Definition 2. folgt noch nach dem Satze §. 153, 6.: 

9. Ist m ein ganzes Functional des Körpers i^, so 
sind auch alle mit co conjugirte Functionale 
ganz. 

Als besondere Folgerung dieser Sätze sei noch erwähnt: 

10. Die absolute Norm eines ganzen Functionals 
ist eine natürliche ganze Zahl. 

Wir beweisen endhoh noch den folgenden Satz: 

11. Wenn ein Functional co einer Grleichung von 
. der Form 

( 10 ) -| \-oc^ = 0 

genügt, in der »i, Oj, . . oi» ganze Functionale 
in ß, sind, sp ist auch co ein ganzes FunctionaL 

Um ihn zu beweisen, bezeichnen wir mit t eine in den a 
und in co nicht vorkommende Variable und setzen 

(11) y (^) = -j [- 0 ^. 

Dann ist, wenn w der Grad des Körpers ß ist, 

eine ganze Function mn^ Grades von deren Ooefdcienten 
ganze rationale Functionale sind. Zugleich ist O(co) = 0, und 
folglich CD ein ganzes Functional (nach 2.). 

Webai, AlgebiHü IL 


87 
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Daraus folgt noch, dass der Satz 6. richtig bleibt, 
wenn die Coefficienten nicht ganze Functionale 
in iJ, sondern in Ä sind. 

Ist ein ganzes Functional cd zugleich eine Zahl, so ist es 
eine ganze Zahl, weil in diesem Falle N{t — ^co) ganze rationale 
Zahlen zu Coefficienten hat Die ganzen Zahlen, die wir im 
§. 149 betrachtet haben, sind demnach als specielle Fälle unter 
den ganzen Functionalen enthalten. 

§. 165. 

Theilbarkeit Associirte Functionale. Einheiten. 

Die ganzen Functionale unterliegen ähnlichen Gesetzen der 
Theilbarkeit, wie die ganzen rationalen Zahlen. Um sie zu er- 
kennen, stellen wir folgende Definition an die Spitze- 

1. Ein ganzes Functional a heisst durch ein an- 
deres, von Null verschiedenes ganzes Func- 
tional ß theilbar, wenn der Quotient a : ß = y 
ein ganzes Functional ist 

Es ist dann a = /3y, und ß und y heissen Theiler von a, 
und man sagt auch, ß und y gehen in a aut Die Zahl 0 ist 
durch jedes ganze Functional theilbar. 

Aus dieser Definition ergeben sich ohne Schwierigkeit die 
folgenden fundamentalen Sätze über Theilbarkeit: 

2. Sind a und theilbar durch ]3, so ist auch 
a + theilbar durch ß. 

Denn ist a = /3y, «i = ßy^^ so ist a ± «i = /3 (y ± yj, 
und wenn y und yj ganz smd, so ist auch y ± yi ganz. 

3. Ist u theilbar durch und ß theilbar durch y, 
so ist auch a theilbar durch y. 

Denn nach der Voraussetzung giebt es zwei ganze Func- 
tionale A, die den Bedingungen a = ß = Xy genügen. 
Demnach ist auch a = sc^y, und da xk ganz ist, so ist ct durch 
y theilbar. 

Em Product ßy zweier ganzer Functionale ist sowohl durch 
ß als durch y theilbar, und folglich ist, wenn ß durch a theilbar 
ist, auch ßy durch a theilbar. Aua diesen Sätzen ergiebt sich: 
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4. Sind 06 , /3, . . . durch S theilbar, und sind . . . 
beliebige ganze Functionale, so ist 

durch d theilbar. 

Selbstverständlich erstrecken sich diese Definitionen und 
Satze auch auf den Fall, dass Zahlen an die Stelle von Func- 
tionalen treten, und so erhalten wir die Theilbarkeit ganzer 
Zahlen. 

5. Zwei ganze Functionale a, ß, die gegenseitig 
durch einander theilbar sind, heissen aasooiirt. 

6. Ein mit der natiirlichen Zahl 1 associirtes 
ganzes Functional d. L jeder Theiler der 
Zahl 1, heisst eine Einheit 

Je nachdem £ ein Functional oder eine Zahl ist, ist £ eine 
functionale oder eine numerische Einheit 

Im Körper JR der rationalen Zahlen sind als functionale 
Einheiten die primitiven ganzen Functionen und die Quotienten 
von zweien unter ihnen anzusehen. Numerische Einheiten giebt 
es in nur zwei, nämlich 1 und — 1. 

lieber die hierdurch eingefuhrten Begriffe, die in enger gegen- 
seitiger Beziehung stehen, leiten wir eine Reihe von Sätzen ab. 

7. Sind a, ß assooiirte Functionale, so sind die 
Quotienten ß : a und a * ß Einheiten. 

Denn setzen wir ß = ae, so ist £ ein ganzes Functional 
und l : s = a : ß ist gleichfalls ganz; also ist £ ein Theiler 
der Zahl 1, d. h. £ ist eine Einheit 

8. Ist a ein ganzes Functional und £ eine Einheit, 
so sind 06 und 06 £ associirt 

Dies folgt unmittelbar aus der Definition; denn o6:a£ = 1:£ 
und a £ : 06 = £ sind beides ganze Functionale. 

Eine Einheit ist ein ganzes Functional, dessen reciprokes 
gleichfalls ganz ist, und dieses reciproke Functional ist selbst 
eine Einheit Durch eine Einheit ist jedes beliebige ganze Func- 
tional theilbar. Deberhaupt gilt der Satz: 

9. Das Product und der Quotient zweier Einheiten 
sind wieder Einheiten. 

Denn sind , fia zwei Einheiten , so sind fi fia und 1 : £i fia 
ganze Functionale, also fi| £a eine Einheit, und ebenso sind £i ; fia 
und £a : £i ganz. 
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10. Ist ein ganzes Funotional theilbar durch ein 
anderes, a, so ist jedes mit y, asaociirte Fnnc- 
tional ii’ auch durch jedes mit a associirte Func- 
tional ot! theilbar. 

Denn wenn ^ * a ganz und e, fii Einheiten sind, so ist auch 
[16 : asi ganz. 

11. Ist a associirt mit ß und mit y, so sind [auch ß 
und y unter einander associirt 

Denn ist = «£, y = aej, so ist ß = ye : fiij und e : 6i 
ist nach 9. eine Einheit. 

Ist a theilbar durch )3, so ist die absolute Norm von « 
theilbar durch die absolute Norm von ß, denn aus a = ßy folgt 
nach §. 153, 5.: 

(1) Na(a) = Na(ß) Na(yy 

Daraus ergiebt sich weiter, dass die absolute Norm einer 
Einheit = 1 sein muss. Es gilt aber auch das Umgekehrte : 

12. Ein ganzes Functionajl, dessen absolute Norm = 1 
ist, ist eine Einheit 

Denn ist s ein ganzes Functional mit der absoluten Norm 1, 
so ist N(6) ein ganzes rationales Functional mit dem absoluten 
Werthe 1, und daher ist auch 1 ; jN(fi) ein ganzes Functional. 
Setzen wir dann 

N(s) = 6 fi', 

so ist ß' als Product von ganzen Functionalen (den Conjugirten 
zu ß) selbst ganz, und folgüoh ist auch 

1 _ ß' 
ß ~ JN(fi) 

ein ganzes Functional, also s eine Einheit 

Daraus sohlieseen wir noch nach der Formel (1), dass asso- 
ciirte Functio^ale dieselbe absolute Norm haben. 

Ein ganzes rationales Functional ist hiernach immer mit 
seinem absoluten Werthe associirt Ist also a irgend ein ganzes 
Functional dßs Körpers ß, so sind auch jN^(a) und Na{^) asso- 
ciirt. Da nun in N(a) = aa! der Factor a' als Product von 
ganzen Functionalen selbst ganz ist, so ist N(a) und folglich 
auch die natürliche Zahl Na(a^ durch cc theilbar. Wir formu- 
Kren also noch den Satz: 
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13. Eb giebt natürliche ganze Zahlen (in unendlicher 
Menge), die durch ein beliebiges ganzes Funo- 
tional a theilbar sind; darunter ist die absolute 
Norm von a. Ist a die kleinste unter den durch 
a theilbaren natürlichen Zahlen, so ist jede 
durch a theilbare ganze rationale Zahl durch a 
theilbar. 

Denn ist m eine durch a theilbare ganze rationale Zahl, so 
ist auch der Rest der Division von m durch a eine durch a 
theilbare, ganze rationale Zahl Da diese kleiner als a ist, so 
muss sie = 0 sein. 


§. 156. 

Grösster gemeinschaftlicher Theiler. 

Es mögen a, j3, . . . von Null verschiedene ganze Functionale 
in iß in beliebiger aber endlicher Anzahl bedeuten, und a?, y, . . . 
Variable, die in oc, /3, . . . mcht verkommen. Dann ist 

(1) d = OCX -j- ßi/ -j- • • - 

gleichfalls ein ganzes Functional in ß. Die Norm von S ist eine 
ganze homogene Function Grades der Variablen a;, y, . . ., 
deren Coefficienten ganze rationale Functionale sind. Bezeichnen 
wir die absolute Norm von d mit Z), so ist 

(2) N{S) = BE{x,y,...) = J)E, 

und darin ist ZJ (rc, y, . . .) = i/ eine ganze rationale Function 
der Variablen rr, y, . . . und im Allgemeinen eine gebrochene 
Function der in a, j8, . . . vorkommenden Variablen, jedenfalls 
aber eine functionale Einheit in ü [§. 153, (2)]. 

Wir wollen jetzt unter J/o» • • ■ irgend welche ganze ratio- 
nale Zahlen verstehen. Dann ist auch 

do = ax^ "1“ H" ' ■ " 

ein ganzes Functional, und wir woUen beweisen, dass do durch 
S theilbar ist. 

Wir brauchen zu diesem Zwecke nur das ganze Functional 

Si — Sq = cc {xt — x^) ß (yt — yo) H 

zu betrachten, worin t eine neue Variable bedeutet Dann ist 
[nach (2)] : 

(3) N (dt — do) = y* — yo, • • •), 
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oder, mdem wir nach absteigenden Potenzen von t ordnen* 


(4) (8t — do) = 2) (P'E + H ), 


worin • nach §. 154, 7., 8. ganze rationale Functionale 

sind. Setzen wir nnn 







so sind, da E eine Einheit ist, auch Ci, C^, . . . ganze rationale 
Fnncüonale, und es folgt, wenn wir noch 



setzen, aus (4): 

E (8^ N(t — = EE (t’' -|- — |- • • *), 

oder wegen (2): 

(5) N (t — n) = t^ Ci^n-i + ^ 

Da diese Function nun yerschwindet, wenn t = rj gesetzt 
wird, so folgt, dass r} ein ganzes Funcüonal ist (§. 154, 2.), und 
danut ist bewiesen, dass do durch d theilbar ist 

Da Xq^ yoj • • • beliebige ganze rationale Zahlen bedeuten 
können, so schHessen wir daraus, dass die Functionale a, /8, , . . 
selbst durch d theilbar sind, dass also d ein gemeinsamer TheUer 
der Functionale a, jS, . . . ist 

Andererseits ist aber auch (nach §. 156, 4.) d durch jeden 
gemeinsamen Theüer von a, j8, . . . theilbar, und d hat also die 
charaktenatischen Eigenschaften des grössten gemeinschaft- 
lichen Theilers von oc, j9, ... Dieselben Eigenschaften kommen 
aber nach §. 166, 10. jedem mit d aasociirten Funcüonal zu, und 
ebenso sind auch zwei Functionale d, d' mit d.er doppelten Eigen- 
schaft, dass d und d' durch jeden Theüer von a, /5, . . . theübar 
sind, und dass d und d' Theüer von a, j3, . . . sind, durch ein- 
ander theübar, also assocurt, und wir stellen also die Defini- 
tion auf: 


1. Das Functional d = ax ßy — |- • • ■ und jedes 
damit associirte Functional heisst grösster 
gemeinschaftlicher Theüer von a, /3, . . . 

Wenn d eine E inh eit ist, so sagen wir auch, a, jS, . . . 
seien ohne gemeinsamen Theüer; denn dann giebt es ausser den 
Einheiten kein ganzes Funcüonal, das in allen a, /3, . . . aufgeht 
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2. Zwei Functionale a, die keinen gemeinsamen 
Theiler haben, für die also ax ßy eine Einheit 
ist, heissen relative Primfunctionale oder theiler- 
fremd. 

Aus diesen Definitionen ergeben sich sehr einfach folgende 
Sätze; 

3. Wenn ganze Functionale in iß existiren, 

derart, dass 

ß7] B 

eine Einheit ist, so sind die ganzen Functionale 
a, jS, . . . ohne gemeinsamen Theiler. 

Denn haben a, . einen gemeinsamen Theiler d, so ist 
(§. 165, 4.) S auch Theiler von ^ 

also auch eine Einheit sein. 

4 Sind a, y drei ganze Functionale und ist a 
relativ prim zu ß und zu y, so ist a auch relativ 
prim zu ßy. 

Denn nach Voraussetzung smd, wenn j/, w, v vier Vanable 

sind, 

s = ax ßy, = aw + yv 
Einheiten. Demnach ist auch 

»(aux -j- yvx + ßuy) + ß?^y = ««i 
eme Einheit Da aber uux -j- yvx -f- ßuy und vy ganz sind, 
so folgt nach dem Satze 3., dass a und ßy relativ prim sind. 

Hieran schliesst sich der Beweis ^des folgenden sehr wich- 
tigen Satzes: 

5. Sind a, ß, ganze Functionale, a relativ prim 
zu ß und durch ß theilbar, so ist y, durch ß 
theilbar. 

Denn nach der Voraussetzung über cc, ß ist 
OCX ßy = s 

eine Einheit Durch Multiplication mit y folgt daraus: 
ocyx ßyy = ey, 

und da a/ir und ßy nach Voraussetzung durch ß theilbar sind, 
90 ist auch sy und folglich auch das mit sy associirte y durch 
ß theilbar. 
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§. 157. 

Primfunctionale im Körper ß. 

Durch die Sätze des Yorigen Paragraphen haben wir die 
Hülfsmittel gewonnen, um die Gesetze der Theilbarkeit der ganzen 
Functionale im Körper Ä genau auf demselben Wege abzu- 
leiten, den man in den Elementen der Arithmetik auf die natür- 
lichen ganzen Zahlen anwendet. Wir definiren folgen dermaassen: 

1. Ein ganzes Functional sr des Körpers lÄ, welches 
keine Einheit ist, heisst ein Primfunctional, 
wenn es ausser durch die Einheiten nur noch 
durch die mit ihm selbst associirten Functionale 
theilbar ist Jedes ganze Functional in ß, das 
ausser di'esen noch andere Theiler hat, heisst 
zusammengesetzt 

Der BegriflF des Primfonctionales ist hiernach wesentlich 
Yon dem Körper ß abhängig. Es können sehr wohl die Pnm- 
functionale eines Körpers in einem anderen erweiterten Körper 
zusammengesetzt sein. 

Wenn a> ein beliebiges ganzes und 7t ein Prinofunctional 
des Körpers ß ist, so sind nur zwei Fälle möglich: entweder 
(D ist relaÜY pnm zu 7t oder m ist durch 7t tbeUbar; denn ein 
gern emschaftli eher Theüer Yon cd und 7t kann nur entweder eme 
Einheit oder mit 7t assoeürt sein, und im letzteren Falle ist © 
durch 7t theilbar. Daraus ergiebt sich der Satz: 

2. Wenn das Product oeß zweier ganzer Functionale 
«, in ß durch ein Primfunctional 7t theilbar 
ist, so muss einer der beiden Faotoren durch 7 t 
theilbar sein. 

Denn wenn « und ß beide nicht durch 7t theilbar, also beide 
relaÜY prim zu 7t sind, so ist nach §. 156, 4. auch ccß relaÜY 
prim zu 7t. 

Es ergiebt sich daraus durch wiederholte Anwendung, dass, 
wenn ein Product aus mehreren Factoren durch 7 t theilbar ist, 
mindestens einer der Factoren durch 7 t theilbar sein muss. 

3. Die kleinste natürliche ganze Zahl die durch 
ein Primfunctional in ß theilbar ist, ist eine 
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natürliche Primzahl, und die absolute Norm von 
dt ist eine Potenz von jp. Jede durch ä theilbare 
ganze rationale Zahl ist auch durch _p theilbar. 

Nach §. 15Ö, 13. giebt es natürliche Zahlen, die durch sr 
theilbar sind. Die kleinste unter ihnen , p , kann nicht m zwei 
natürhche Factoren, die grosser als 1 sind, zerlegbar sein; denn 
ist p = so muss entweder pi oder p^ durch jr theilbar sein 
(nach 2.). Ist aber keiner der Factoren i?i = 1, so sind sie 
beide kleiner als jp, was der Voraussetzung über p widerspricht. 
Folghch ist p eine natürliche Primzahl. Dass jede durch tc 
theilbare natürhche Zahl m durch p theilbar ist, haben wir 
schon im §. 155, 13. bewiesen. 

Setzen wir nun 

(1) p = 7ta), 

so ist cj ein ganzes Functional, und wenn wir beiderseits die 
absoluten Nonnen nehmen, so folgt, da die absolute Norm einer 
naturhchen Zahl die w*® Potenz dieser Zahl ist: 

( 2 ) p- = Na(^) N.(cd). 

Hieraus folgt der zweite Theil unseres Satzes, dass die 
natürliche Zahl Na{^) eine Potenz von p ist 
Setzen wir demnach 

(3) N,(^)=pf, 

BO ist / eine Zahl, die nur einen der Werthe 1,2,8,..., n haben 
kann, wenn n den Grad des Körpers ß bedeutet 

Die Zahl / heisst der Grad des PrimfunctionalB tc, 

f 

§. 168. 

Zerlegung der ganzen und gebrochenen Functionale 
in Primfactoren. 

1. Jedes von Null verschiedene ganze Functional 
00 des Körpers ß, das keine Einheit ist, ist durch 
ein Primfunctional theilbar. 

Wenn co pnm ist, so ist der Satz evident, weil cd durch 
sich selbst theilbar ist Wenn aber cd nicht prun ist, so ist es 
durch ein ganzes Functional coi theübar, das weder eine Einheit, 
noch mit cd aasociirt ist. Ist also 

(1) 


CD = CDi «, 
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BO ißt weder oji noch « eine Einheit. Aus (1) folgt aber: 

Na (O) = Na (Oi) Na («), 

und da Na{ci) grösser als 1 ist, so ist 

(2) Na(ah) < Na(a}), 

Wenn (Dj noch nicht prim ist, so kann man denselben 
Schluss auf Ol anwenden und findet einen Theiler (Dj von Oi 
derart, dass 

(3) Na (coi) < Na (coi) < Na ((o) 

ist Da es aber nur eine endliche Anzahl natürlicher Zahlen 
giebt, die kleiner sind als Na((i>)^ 9 o muss die Reihe der Func- 
tionale o, £Di, (Dj, . . . abbrechen , und dies ist nur möglich, wenn 
das letzte von ihnen em Primfunctional ist, wodurch der Satz 

1. bewiesen ist 

2. Jedes ganz'e von Null und von den Einheiten ver- 
schiedene Functional oo im Körper Ä kann in 
eine endliche Anzahl von Primfactoren zerlegt 
werden. 

Ist nämlich 7ti ein Primfaotor von cd und 

(4) © = 

BO iflt, da Na (Jfi) > 1 ist, 

Na(a) > NaitDi). 

Ist ©j keine Einheit, so ist es durch ein Primiunctional Wj 
theUbar, und aus 

CDj (Dj 

folgt: 

N^ Xoi) > JVa((Da). 

Fährt man so fort, so erhält man eine Reihe ganzer Func- 
tionale cdi,cds, deren absolute Normen fortwährend abnehmen, 
und diese Reihe bricht also mit einer Einheit ab. Ist die 
letzte von ihnen, die keine Einheit ist, so ist TCy selbst ein Prim- 
functional, und es folgt 

(5) CD = ZCiJTj . . . Jty, 
w. z. b. w. 

3. Ein ganzes Functional cd im Körper ß ist nur 
auf eine Weise in Primfactoren zerlegbar, w^nn 
associirte Primfactoren als nicht verschieden 
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betrachtet werden. Aasociirte Functionale ent- 
halten dieselben Primfactoren. 

Nehmen wir nämlich an, es seien die beiden Producte von 
Primfactoren 

(6) ÄiSTj . . . Ä», 

mit emander associirt, so ist das Product itTiä, . . . sr» durch 
den Primfactor «i theilbar, und es muss daher, nach §. 1Ö7, 2., 
einer der Factoren, etwa durch Xj theilbar und folghch mit 
associirt sein. Dann sind auch die Producte 

... , Xg ... 

associirt, und folghch ist einer der Factoren des ersten Pro- 
ductes, etwa stj, durch x^ theilbar und daher mit Xj associirt. 
So kann man weiter schliessen, und es ergiebt sich, dass nicht 
nur die Arngabl der x mit der Anzahl der ä iiberemstimmen 
muss, sondern dass auch die x einzeln den ä associirt sind. 

Unter den Primfactoren eines ganzen Functionais cd kann 
derselbe mehrmals verkommen , und diese einander gleichen 
(oder associirten) Factoren können zu einer Potenz zusammen- 
gefasst werden. Ist cd durch theilbar, so sagen wir, das 
Primfunctional st geht Ämal in cd aut 

Hiernach hat es einen ganz bestimmten Sinn, wenn von 
den Primfactoren eines ganzen Functionais gesprochen wird. 
Wir folgern noch aus dem Bewiesenen: 

4. Ein ganzes Funotional a ist dann und nur dann 
durch ein anderes ß theilbar, wenn alle Prim- 
factoren von ß unter den Primfactoren von a 
Vorkommen, und jeder von ihnen mindestens 
so oft in a aufgeht, als in ß. 

Denn ist a durch ß und ß durch theilbar, so ist auch a 
durch # theilbar. 

Sind a, /3, . . . ganze Functionale, sTi, . verschiedene 

Primfunctionale, Si, £j, . . . Einheiten, so können wir Exponenten 
ai, Oa, . , &i, 6i, . . . so bestimmen, dass 

flj oc = m:“* . . . 

( 7 ) s^ß = jt^n^.., 

wird, falls wir den Exponenten gleich Null setzen, wenn einer 
der Primfactoren in dem betreffenden Functional nicht aufgeht 
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Ein gemeinsamer Theüer der Zahlen ot, |3, . . . kann keine anderen 
Primfactoren als . . . enthalten, und jeder gemeinsame 

Theiler von a, . . . hat die Form 

(8) e d = , 

worin a nicht grösser als die kleinste der Zahlen Oi, . . . sein 
darf, 6 nicht grösser als die kleinste der Zahlen 6a, . . . m s. £ 

Ist a die kleinste unter den Zahlen Oi, 6^, . . 6 die kleinste 

unter den Zahlen Oai so ist die in (8) dargesteUte Zahl d 

der grösste gemeinschaftliche Theiler der Zahlen a, . . . In 
Worten ausgedrückt. 

Man erhält den grössten gemeinschaftlichen Theiler 
mehrerer ganzer Functionale oc, /3, . . wenn man ein 
Product aus Primfactoren bildet, in das man jeden Prim- 
factor BO oft aufnimmt, als er in jeder der Zahlen 
«, j9, . . . aufgeht Zwei Zahlen oder Functionale smd relativ 
prim, wenn sie keinen gememschafthchen Pnmfactor enthalten. 

Dem entsprechend definiren wir als das kleinste ge- 
meinschaftliche Multiplum ft der Functionale w, j9, . . . ein 
Product aus Primfactoren, in das wir einen Factor ä 
nur so oft aufnehmen, dass er in keinem der Functionale 
a, . öfter als in ^ aufgeht Dieses Functional ft hat 

dann, ebenso wie jedes mit ft associirte Functional, die doppelte, 
und, wie wir hinzufügen können, charakteristische Eigenschaft, 
dass es durch jedes der Functionale a, . theübar ist, und 
dass jedes andere Functional, das durch a, ß, . • . theübar ist, 
auch durch ft theübar ist 

Das klemste gemeinschaftliche Mxütiplum zweier relativer 
Pnmfonctionale ist ihr Product. 

Man kann diese Satze anwenden, um gebrochene Functionale 
in der einfachsten Gestalt oder als reducirte Brüche dar- 
zuflteüen, indem man Zahler und Nenner in ihre Primfactoren 
zerlegt und den grössten gemeinschaftlichen Theüer weghebt 
Zahler und Nenner eines reducirten Bruches sind durch den 
Bruch selbst völlig bestimmt, abgesehen von einem gemeinschaft- 
lichen Einheitsfactor, der unbestimmt bleibt 

Ebenso kann man eine bebebige Zahl gegebener Brüche 
auf gemeinsamen Nenner, den Hauptnenner, bringen, indem man 
ein gemeinsames Multipluip aUer gegebenen Nenner als gemein- 
schaftlichen Nenner wählt 
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Sind die gegebenen Functionale wirkliche Bruche, d. h, 
rednciren eie eich nicht alle auf ganze Functionale, so muss der 
gemeiDBame Nenner wenigstens einen Primfactor enthalten, der 
nicht in allen Zahlern vorkommt. 

Alles das ist in vollkommener Uehereinstiiomung mit den 
Regeln der elementaren Arithmetik, und auch die Beweis- 
methoden, die wir hier angewandt haben, sind wesentlich die- 
selben, die dort gebraucht werden. Der Kernpunkt der Deduction 
ist einerseits die weitgehende Verallgememerung des Begriffes 
der Einheit, andererseits die darauf gegründete Definition des 
grössten gemeinschaftlichen Theilers im §. 1Ö6. 

§. 159. 

Ganze Functionen im Körper Ä. 

Die Hülfsmittel, über die wir jetzt verfügen, reichen aus, um 
die SchluBBweise, deren wir uns im §. 2 des ersten Bandes zum 
Beweis des Qauss’ sehen Satzes bedient haben, auf die Func- 
tionale anzuwenden. 

In der That ist ja der Satz, auf den sich jener Beweis 
wesentlich stützt, dass ein Product zweier ganzer Zahlen nur 
dann durch eme Primzahl theilbar ist, wenn diese Pnmzahl in 
einem der Factoren aufgeht, auch für die jetzt eingeführten 
Primfunctionale als gültig erwiesen. 

Wir können demnach, indem wir dem erwähnten Beweise 
Schritt für Schritt folgen, den Satz als erwiesen ansehen: 

1, Wenn zwei ganze Functionen einer Variablen t 
der Grade h und Je: 

a = oc^t^ + -f- \- ax, 

ß = ^ ^ 

deren Coefficienten ganze Functionale sind, die 
die Variable t nicht enthalten, ein Product 

V — H (- yh+i 

haben, in dem die Coefficienten yo? 
einen gemeinschaftlichen Primtheiler 7t haben, 
BO muss 7t entweder in allen Coefficienten von a 
oder in allen Coefficienten von ß aufgehen. 

Aus diesem Satze ziehen wir hier eine wichtige Folgerung: 
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Die Functionen 

(1) gj = g)o<Ä + 931*»-! -] (- g>A, 

in denen die Coefficienten 9o» ganze oder gebrochene 

Functionale in Sl sind, aber von den Variablen t frei angenom- 
men werden, gehören selbst zu den Functionalen im Körper iß. 
Von ihnen gilt der Satz: 

2. Ein Functional g? ist nur dann ganz, wenn die 
Coefficienten g?o, g?], . . g?* ganze Functionale 

Bind. 

Um ihn zu beweisen, nehmen wir an, es seien g?o, (ph 

nicht alle zugleich ganz. Bestimmen wir ihren Hauptnenner ft 
und setzen 

fi g)o = «01 = «1, • • -1 P'ffh = »Ä, 

so sind «01 oci, . . ganze Functionale, und ft enthalt wenig- 
stens einen Primfactor ä, der nicht zugleich in allen Zählern 
«01 «11 • • -1 «A aufgeht (vergL den Schluss des vorigen Para- 
graphen). 

Dann ist die Function 

(2) Z = jtgj = «0«* + -| 

deren Coefficienten ganz smd, gewiss ein ganzes Functional. 

Nehmen wir nun an, es sei g? selbst ganz, so ist fig> 
durch Ä theübar, wahrend doch nicht sammtliche Coefficienten 
« 0 , « 1 , . . ., «A durch 7C theübar smd. Wenn nun g? em ganzes 
Functional ist, so genügt es emer Gleichung von der Form 

(3) (p”=(l 93«-» + C, 9>"-* H \-0„, 

in der die Coefficienten Ci, C7j, . . ö„ ganze rationale Func- 
tionale siad. 

Diese Functionale setzen wir nach §. 153, (2) in die Form 

(1 fl fl <*in-En 

worin Ol, Oj, ... Om die absoluten Werthe von Ci, (7j, . . ., Cm, 
aJso natürliche ganze Zahlen (oder Null), und E, Ej_, . . E„ 
primitive ganze Functionen, also Einheiten, sintL 
Dann ergiebt die Gleichung (3): 

Efp”' = aiF^i93«-» + Oi,.F,93«-« -| 1- OmEm, 

und durch Multiplication mit ft*"* 

(4) Er = + (hE^fir-’^ -f H omEmii”'-^). 
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Hier stehen nun rechter und linker Hand ganze Functionen 
von deren Coefficienten ganze Funotionale sind. Auf der 
rechten Seite haben alle diese Coefficienten den Factor ft, also 
auch den Factor ä, wahrend nach Voraussetzung nicht alle 
Coefficienten von % diesen Factor haben. Da E eine Einheit ist, 
BO enthalten auch die Coefficienten von E den Factor ä nicht, 
und folglich können nach dem Satze 1. auch die Coefficienten 
von E'jC^ nicht alle durch tc theilbar sein, was doch die Glei- 
chung ( 4 ) verlangen würde. Daraus ergiebt sich, dass unsere 
Annahme, 9? sei ganz, yoi 9^1, . . ., 9371 dagegen nicht alle ganz, 
unstatthaft ist, und der Satz 2. ist somit bewiesen. 

Nehmen wir nun an, in 93 seien die Coefficienten 930, 9?i, . . - 
selbst wieder ganze Functionen einer Variablen, und wenden 
den Satz 2. wiederholt darauf an, so gelangen wir zu dem 
Schlüsse: 

3 . Eine ganze rationale Function beliebig vieler 
Veränderlicher, deren Coefficienten Zahlen oder 
Functionale mit anderen Variablen sind, ist nur 
dann ein ganzes Functional, wenn die Coeffi- 
cienten ganz sind. 

Wir können jedes Functional ca als Quotienten zweier ganzer 
Functionen in der Weise darstellen, dass der Nenner eine pri- 
mitive Function im Körper B wird. 

Denn sind 93, 1/; ganze Functionen in Ä, und ist 

£D = ^, 

SO können wir den Bruch 00 durch erweitern und erhalten im 
Nenner eine ganze Function mit rationalen Coefficienten. Den 
Theiler dieser Function können wir dann zum Zähler von cd 
rechnen, und erhalten, wenn E eine primitive Function, % eme 
ganze Function in ß bedeutet: 

Ea = 

d. h. man kann jedes Functional m in ß durch Multiplioation 
mit einer primitiven Function E in eine ganze Function der 
Variablen verwandeln, deren Coefficienten Zahlen in ß sind. 

Mit Zuziehung des Satzes 3 . ergiebt sich hieraus: 

4 . Jedes ganze Functional 00 im Körper ß ist asso- 
ciirt mit einer ganzen Function %, deren Coeffi- 
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cienten ganze Zahlen in Ä sind, und geht durch 
Multiplication mit einem rationalen Functional, 
welches eine Einheit ist, in % über. 


§. 160. 

Die Primfactoren der Zahlen des Körpers «Ä. 

Da unter den Eunctionalen des Körpers Si auch die Zahlen 
enthalten sind,' so ergiebt sich aus den Resultaten des §. 158, 
dass sich auch die ganzen Zahlen des Körpers Si in Primfactoren 
zerlegen lassen, aber in Pnmfactoren, die im Allgemeinen nicht 
Zahlen , sondern Functionale sind. Es ist aber nicht ausge- 
schlossen, dass in besonderen Fällen unter den Primfunctionalen 
auch Zahlen auftreten können, die dann Primzahlen des 
Körpers ß heisseiL 

Alle Gleichungen zwischen Functionalen sind in letzter In- 
stanz identische Gleichungen zwischen ganzen rationalen Func- 
tionen und losen sich in eine Reihe von Gleichungen zwischen 
Zahlen au£ Sie bleiben also richtig, wenn für die Variablen 
andere Zeichen gesetzt werden. 

Es folgt daraus, dass ein ganzes Functional, eine Einheit, 
ein Primfun ctional nicht aufhören, gacze Functionale, Einheiten, 
Primfonctionale zu sein, wenn für die Variablen andere Symbole 
gesetzt werden. 

Zerlegen wir also eine Zahl in ihre Primfactoren, so können, 
wenn unter diesen Primfactoren Functionale Vorkommen, in der 
diese Zerlegung darstellenden Gleichung die Variablen durch 
behebige andere Variable ersetzt werden, und daraus folgt die 
V eraUgemeinerung : 

1. Man kann die Primfactoren eines ganzen Func- 
tionals £D so darstellen, dass sie die Variablen, 
von denen w abhängt, nicht enthalten. 

Denn jedes ganze Functional cd ist Theiler von Zahlen, 
sogar von rationalen Zahlen, z. B. von der absoluten Norm von 
CD. Die Primfactoren von cd sind daher unter den Primfactoren 
einer dieser Zahlen zu suchen und können also durch Variable 
dargestellt werden , die von den in co vorkommenden ver- 
schieden sind. 
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Nach §. 159, 4. können wir, wenn (o ein gegebenes ganzes 
Functional, ^ eine Einheit, gj eine ganze Function in Sl ist, 
setzen : 

(1) Ea> = q) (x, y, . . .)■ 

Wenn wir andererseits co in seine Pmnfactoren zerlegen, so 
können wir nach 1 . diese Pnmfactoren von den Variablen 
a:, y, . . . frei annehmen, und wenn wir wieder das Product dieser 
Primfaotoren bilden, so erhalten wir eine mit o associirte Zahl 
Ol, die von den Variablen a;, y, . . . frei ist. 

Ordnen wir den Quotienten (p : ®i, der ein ganzes “Functional 
(sogar eine Einheit) ist, nach den Variablen re, y, . . so schliessen 
wir ans §. 159, 3 -, dass alle Ooefficienten der Function <p durch 
Ol und folglich auch durch o und cp theilbar sind. 

Wenn andererseits alle Ooefficienten von cp durch irgend 
einen Factor d in iß theilbar sind, so ist auch tp durch ö theil- 
bar, und daraus ergiebt sich: 

2. Eine ganze Function 9 ? mit ganzen Zahlen als 
Ooefficienten ist der grösste gemeinschaftliche 
Theiler aller ihrer Ooefficienten. 

Die ganze Function 9 ? geht also nach §. 156 in ein asso- 
ciirtes Functional über, wenn die einzelnen Potenzen und Pro- 
duote der Variablen durch je eine Variable ersetzt werden. 
Daraus ergiebt sich auch als CoroUar, dass jedes Functional o 
in em assocurtes übergeht, wenn die Variablen irgendwie anders 
bezeichnet werden. 

Es ist nun der folgende wichtige Satz zu beweisen: 

3 . Ist o ein beliebiges ganzes Functional, so kann 
man eine durch o theilbare Zahl a so wählen, 
dass der Quotient « : o zu einem beliebig ge- 
gebenen Functionale (i relativ prim ist 

Wir beweisen zunächst, dass es eine ganze Zahl ce. giebt, 
die durch o, aber nicht durch ojc theühar ist, wenn 7t ein be- 
liebiges Primfunctional ist 

Süden wir nämlich nach §. 169, 4. eine mit o associirte 
ganze Function 9 , so smd die Ooefficienten dieser Function zwar 
alle durch o, aber nicht alle durch coTt theilbar, weil sonst 
auch q> und mithin o selbst durch theühar wäxe, was nicht 
möglich ist Es giebt also unter den Ooefficienten Ton q> -wenig- 
fltens einen, der die verlangte Eigenschaft hat 

Weber, Algebra. IL 


38 



594 


Siebzehuter Abschnitt. 


§. 160 . 


Es sei jetzt jCj, jTg, ... eine beliebige Anzahl von ein- 
ander verschiedener gegebener Primfunctionale. Wir setzen 

CO-y CD JTj Ä 3 . ■ ■ ^ CD j CD 7t^ ^ CD 3 CO JTj JTg ■ ■ • ^ • » 

und bestunmen nach dem, was soeben bewiesen ist, die ganzen 
Zahlen a^, o^, ocg, . . . in iß, so dass 

ö5i theilbar wird durch a?i, aber nicht durch cdiItTi, 
®^75 n n n jj 

Wsj? 75 J 5®8 75 71 J»®3 ^37 

• 

und leiten daraus die ganze Zahl 

« = “i+a9 + “sH 

ab. Diese Zahl ist offenbar theilbar durch cd, da alle Summanden 
«1, «3, Og, . . . durch cd theilbar sind. Sie ist aber nicht theilbar 
durch cD^i, weil zwar «3, Oj, . . ., nicht aber oc^ durch cd theil- 
bar ist; und ebenso ist sie nicht durch cdjtj, cD:n!:a» • • • theilbar. 
Wenn wir also 

a = (071 

setzen, so ist 9 ^ ein ganzes Functional, das nicht durch jti, n-g, . . . 
theilbar ist, und das daher, wenn Wj, äj, zrg, . . . die von einander 
verschiedenen Primfactoren von /i sind, relativ prim zu fc ist. 

Nehmen wir nun beliebig eine durch cd theübare ganze Zahl 
jS in ß an und setzen /3 = cofi, dann können wir a = cotj so 
bestimmen, dass relativ prim zu fi wird, und dann ist co der 
grösste gemeinschaftliche Theiler von a und ß. Daraus folgt: 

4. Jedes ganze Functional co des Körpers ß ist der 
grösste gemeinschaftliche Theiler zweier ganzer 
Zahlen, und folglich ist cd associirt mit einer 
binären Linearform nx /3y, in der oc und ß 
ganze Zahlen sind. 

Die Zahl a kann auf unendlich viele Arten bestimmt, und 
daher auch noch anderen Bedingungen unterworfen werden. Sn 
kann z. B. oc so gewählt werden, dass die mit oc conjugirten 
Zahlen alle von einander verschieden sind, i h. so, dasa 
05 eine primitive Zahl des Körpers wird. Dies erreicht man da- 
durch, dass man oc durch oc -j- ersetzt, worin f eine primitive 
ganze Zahl des Körpers ist und x eine durch co und theil- 
bare ganze rationale Zahl ist, die man so bestimmen kann^ 
dass die nWerthe von oc -f- alle von einander verschieden 
aufifallen. 
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Es mag hier noch eine allgemeine, auf ein anderes Gebiet 
hinübergreifende Bemerkung ihren Platz finden. 

Es ist das Hauptergebniss dieses Abschnittes, dass sich die 
ganzen algebraischen Zahlen in einem bestimmten Körper in 
eindeutiger Weise in Primfactoren zerlegen lassen, genau in der- 
selben Weise, -wie dies bei den ganzen rationalen Zahlen be- 
kannt ist; freilich aber nur dadurch, dass der Inhalt des Körpers 
(durch Adjunction von Variablen) vergrössert wird. Es entsteht 
so em erweiterter Körper, m dem die Gesetze der Zerlegbarkeit 
rein gelten. 

Den Ausgangspunkt der Definition bildete der Körper R 
der rationalen ZaMen, und wenn wir uns Rechenschaft darüber 
geben wollen, auf welchen Eigenschaften des Körpers JR die 
Möglichkeit dieser Erweiterung beruht, so finden wir, dass es 
einerseits die Existenz der ganzen Zahlen in ü, andererseits die 
eindeutige Zerlegbarkeit dieser ganzen Zahlen in Primfactoren 
ist, die allein bei der ganzen Deduction benutzt wurden. Wenn 
wir also an Stelle des Körpers R irgend einen anderen Körper 
treten lassen, dem diese beiden Eigenschaften zukommen, so 
werden wir dieselben Folgerungen ziehen können. Nehmen wir 
für R einen gmderen algebraischen Zahlkörper, so bekommen 
wir freilioh nichts Neues, wohl aber, wenn wir z. B. an Stelle 
des Körpers R den Körper der rationalen Functionen einer 
Variablen setzen, dem ja die beiden fundamentalen Eigenschaften 
auch zukommen. So gewinnen wir einen Ausgangspunkt fiir die 
Theorie der algebraischen Functionen einer Variablen i). 

VergL Dedekind-Weöer, Theorie der algebraisohen Fnnotionen 
einer Veränderliohen. Crelle’s Journal, Bd. 92. 
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Basis eines algebraischen Zahlkdrpers. 
Discriminanten. 


Es sei 

(1) /(®) = + fli H \-an = 0 

die irreducible Gleichung Grades mit rationalen Coefficienten 
Ol, a,, . . a„, die nns emen algebraischen Körper lÄ = JJ(®) 

definiri Der Körper ß ist dann der Inbegriff aller Zahlen der 
Form 

(2) o = Äi + Äa ® + Aj @3 H ^ Ä„ ®«-i, 

worin Äj, . . A„ rationale Zahlen sind. Setzen wir aber 
für Al, /ij, . . Ab rationale Fnnotionale , so erhalten wir aus (2) 
alle Functionale des Körpers Ä 

Betrachten wir ein beliebiges System von w Zahlen 

(3) (Dr = \r + }k,r®-\ h V r r=l, 2, 

unter der Voraussetzung, dass die Determinante 

(4) = S i A]^ 1 Aa, 2 • . • A„, B 

von Null verschieden ist, so kann, wegen der Irreducibilitat von 
/, eme Gleichung der Form 

(5) ^ ^ ®2 + An ®Ti = 0, 

in der Ai, A 3 , . . ., Icn rationale Zahlen sind, nur dann bestehen, 
wenn diese Coefficienten alle Null sindi und dies gilt auch dann 
noch, wenn in der Gleichung (5) für die Coefficienten h rationale 
Functionale zugelassen werden. 
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Eliminiren wir aber aus den Gleichungen (2) und (3) die 
Potenzen von ®, so ergiebt sich eine Relation von der Ponn 

(6) 0, =: oj„. 

Man kann also jede Zahl und jedes Fuuctional des Körpers 
Ä in der Form (6) darstellen, wenn man für fci, Ä*, . . raüo- 
nale Zahlen ,oder Functionale setzt. Diese Darstellung ist für 
ein gegebenes w [wegen (6)] nur auf eine Art möghch, und ca 
ist eine Zahl , wenn die Äj , ibg , . . . , k» Zahlen sind , dagegen ein 
Functional, wenn unter den i auch Functionale verkommen. 

Ein solches System von Zahlen, wie 

£ 0 i, ojj, . . ., a}„, 

nennen wir eine Basis des Körpers ß. Eine solche Basis 
bilden auch die Potenzen von 

1, ®, ®», . . ., ®»-J. 

Jedes System von « Zahlen des Körpers Ä, 
zwischen denen keine lineare Relation mit von 
Null verschiedenen rationalen Coefficienten von 
der Form (6) besteht, ist eine Basis von ß. 

Bezeichnen wir mit i , to,, j , . . . , (d,.^ „ die mit cor con- 
jugirten Zahlen, so ist das Determinantenquadrat 

(7) z/(aji, a»s, . . ., m») = (2 ± tDi.i a)!,,a . . . 

eine symmetrische Function der conjugirten Werthe 
und ist folghoh eine rationale Zahl. 

Diese Zahl heisst die Discriminante des Systems 


(Dl, © 3 , . . ©rt- Inshesondere ist 




I— 1 


(8) ^(1, ®, ®», . . ., ®"-i) = 

1, ®4, . . 



li • • 



die Discriminante der Gleichung (1) (Bd. I, §. 60), für die man 
auch, wenn N das Zeichen für die Norm ist, 

(9) (-1)^V(®) 

setzen kann. Diese Zahl ist also sicher von Null verschieden. 
Nach dem MultiplicationsBatze der Determinanten (Bd. I, §. 30) 
ergiebt sich aus (8) und (7): 

(10) tDj, . . ., 0)«) = ®, ®*, . . ., ®'*“0i 
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woratLB man schliesat, dass die Discriminante einer Basis Ton Sl 
immer Yon Null verschieden ist. Da H eine rationale Zahl ist, 
so folgt, dass das Verhältniss der Disoritninanten verschiedener 
Basen das Quadrat einer rationalen Zahl ist, und dass die 
Discriminanten aller Basen von ß dasselbe Vorzeichen haben. 

Die Formel (10) zeigt auch, dass irgend ein System 
von n Zahlen cor des Körpers ö immer dann eine 
Basis von ß ist, wenn das Öeterminantenquadrat 
(7) nicht verschwindet. 

Ist © 1 , ©j, . . ., ©n eine Basis von ß, und bedeuten Cr^g ratio- 
nale Zahlen, so bilden auch die n Zahlen 

®r = 1 ®1 “h Cr, a ®a “h * ■ ' “h t* = 1, 2, . . W 

eine Basis von ß, wenn die Determinante 

0 = 2 + Ci,l • • • Cn,n 

nicht verschwindet, denn es ist 

(11) ^(©i, ©i ..,,©;) = ©3, . . ,, ©„). 

Wenn wir z. B. die Elemente ©j, ©a, . . ©« emer Basis mit 

rationalen Coefficienten Cj, Cj, . . ., Cn mulüplichren, deren keiner 
verschwindet, so erhalten wir eine neue Basis 

©1 , Ca ©3 , . , . , Cn (On, 


§. 162. 

Die Minimalbasis und die Körperdiscriminante, 

Nach der zuletzt gemachten Bemerkung verliert eine Basis 
von ß die Eigenschaft, eine Basis zu sein, nicht, wenn man jede 
ihrer Zahlen mit einer von Null verschiedenen rationalen Zahl 
multiplicirt. Nun kann man nach §. 149, 5. jede Zahl durch Multi- 
plioation mit einer ganzen rationalen Zahl in eine ganze Zahl 
verwandeln, und daraus folgt, dass es Basen von ß giebt, 
deren Elemente lauter ganze Zahlen sind. Die Disori- 
minante einer solchen Basis ist eine ganze rationale 
ZahL Diese ganze rationale Zahl ist von Null verschieden- Sie 
ändert sich, wenn eine andere ganzzahlige Basis gewählt wird, 
behält aber für einen bestimmten Körper ein unverändertes Vor- 
zeichen. 

Unter all diesen ganzen Zahlen, die als Discriminanten einer 
g anzzahli gen Basis auftreten können, und die alle in quadra- 
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tiBchem Verhaltniss zu einander stehen , muss nun eine dem 
absoluten Werthe nach die kleinste sein. Diese kleinste Dis- 
•criminante bezeichnen wir mit A und nennen sie die Grund- 
zahl oder aucli die Discriminante des Körpers «ß. 

Dies /I ist eine durch ß völlig bestuninte positive oder 
negative, aber niemals verschwindende ganze rationale Zahl, und 
es giebt immer eine aus ganzen Zahlen mi, ©ai • • •? bestehende 
Basis von ß, deren Diacriminante gleich ^ ist. 

Eine solche Basis wollen wir kurz eine Minimalbasis 
von ß nennen. 

Verstehen wir unter Äi, Ä,, . . Ä„ irgend welche ganze 
rationale Zahlen, so ist jede Zahl von der Gestalt 

(1) ö == Äj Oll -|- /Cj £öa -f- - * • -j- &n 

eine ganze algebraische Zahl, und wir beweisen jetzt den funda- 
mentalen Satz: 

1 . Wenn ®i, ©a, . , ©„ öine Minimalbasis ist, so 

sind in der Form ( 1 ) alle ganzen Zahlen des 
Körpers ß enthalten. 

Da ©1, ©a, eine Basis ist, so kann zunächst jede Zahl 

, in ß in der Form ( 1 ) dargestellt werden, wenn für fca, . . 
rationale Brüche zugelassen werden. Nehmen wir also an, es 
eei eine ganze Zahl cd in der Form 


© 


fcl ©1 “h Äg ©a * “1“ 


©«, 


Ic 


< 2 ) 

darstellbar, worin ii, fca» • • *1 ^ ganze rationale Zahlen sind, 

80 dass nicht alle Jfcj, Zcg, . . ., Än niit k einen gemeinschaffchohen 
Theiler haben. Ist p irgend eine in Jfc aufgehende natürliche 
Primzahl und k=pV^ so muss wenigstens einer der Coefficienten 
Äi, Äg, . . ., K. durch p untheiLbar sein. Es sei etwa k^ durch p 
nicht theilbar; dann lasst sich die ganze rationale Zahl Z so 
bestimmen, dass ZÄi = 1 (mod jp), oder Qhi — 1 ) durch p theilbar 
wird. Es folgt dann aus ( 2 ): 


( 3 ) = + + 


lkf^ CO n , 

= © 1 , 


und ©i ist gleichfalls eine ganze algebraische Zahl Setzen wir 

^ 4 ) 

80 bilden die Zahlen ml, mi, . . o»; eine ganzzahlige Basis 

von ß, weil sich die Zahlen coi, o»*, . . ra„ nnd folglich aUe 
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Zahlen cd linear durch (oi^ cni, . . (dJ, ausdnicken lassen, und die 
Formel (11) des vongen Paragraphen ergiebt 

(5) zi/ (Oi, ©a, . . CD«) — ^(cDj, CDj, . , (D«), 

Die Discriminante ^ (ol, oi, . . cd«) ist also kleiner als 
(© 1 , cDa, . . CD«), und dies widerspncht der Annahme, dass 

cDj, cDj, ..., CD« eine Minimalbasis sei. Damit ist unser Satz 
erwiesen. 

Bezeichnet man die Gesammtheit aller ganzen Zahlen 
des Körpers Ä mit o, so erhalt man alle Zahlen yon o, und jede 
nur einmal, wenn man in 

(6) CDj -[- Äa H” * • ' 4” ^ 

die Coefficienten Äj, fea, . . fe« die sämmtlichen ganzen ratio- 
nalen Zahlen durchlaufen lässt. 

Aus diesem Grunde wird eine Minimalbasis von ß auch 
eine Basis von d genannt. 

2. Die Discriminante einer Basis von o ist gleich 
der Grundzahl des Körpers ß 
Nach der Formel (11) des vongen Paragraphen können wir 
aus emer Basis von o beliebig viele andere durch lineare Sub-. 
stitution ableiten: 

(7) (®1» • • «j ®n) G(fDj^, CDa, ■ • CD«), 

wenn 0 (nach den Bezeichnxmgen des §. 41) eine Uneare Sub- 
stitution mit rationalen ganzzahligen Coefficienten und der Deter- 
minante ± 1 bedeutet 

Da nach der Bedeutung der Basis von o alle ganzen Zahlen 
in ß, also auch die Elemente cni, cni, . . ., cd^ einer zweiten 
Basis Von o linear mit ganzen rationalen Coefficienten durch 
• • -1 CD« darstellbar sind, so folgt auch umgekehrt, dass 
man durch solche lineare Substitutionen mit der Determinante 
+ 1 aus einer Basis von o alle anderen ableiten kann. 

Denn ist 

((Dj, CDa, . . CD«) = C^(CDi, CDa, • • «1 CD«), 

so muss die zusanunengesetzte Substitution G ö' die identische 
sein, und das Product beider Determinanten ist also 1, also jede 
von ihnen = ± 1. 

Da unter den Zahlen von o immer die Zahl 1 enthalten ist, 
so kann man, wenn cd^, cd#, . . ., cd« eine Basis von o ist, die 
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ganzen rationalen Zahlen Ci, Og, so bestimmen, dass 

die Relation 

(8) CiOl] + + h = 1 

befriedigt ist. 

Es gilt aber auch in Bezug auf die Functionale der Satz: 
3. Wenn qJ|, cd,, . . cd„ eine Basis von o ist, so sind 
in der Form 

(9) CD = i*! CD 1 -j- W, (»2 -j- Wn 

in der «i, w,, . . Un ganze rationale Functionale 
sind, alle ganzen Functionale in Si enthalten. 
Denn wir haben schon oben (§. 161) gezeigt, dass alle Func- 
tionale überhaupt in der Form (9) enthalten sind, wenn die 
Coefficienten it,, . . ganze oder gebrochene rationale 

Functionale sind. Wir können aber immer eine ganze primitive 
Function e so bestimmen, dass 

= f/i, eui = yai • • •, ewn = Jfn 
ganze Functionen der Variablen sind, und dann wird 

(10) eo? = !/iQ5i + H h 

und da e eine Einheit ist, so ist e cd zugleich mit o ganz. Da 
nun die Coefficienten der Potenzen und Producte der Variablen 
in der Function (10) nach §. 159*, 3. ganze Zahlen sein müssen, 
BO folgt nach 1., dass die Coefficienten in den Functionen 
yi? y»? • • •? J/n ganze rationale Zahlen sein müssen, und dass 
folglich Ul, 4^2, . . ., ttf» ganze rationale Functionale sind. 

Ist 7] irgend eine Zahl oder ein Functional des Körpers lö, 
so verstehen wir unter der Discriminante von ri die Dis- 
criminante des Systems 

1, % M 

oder auch, wenn ^i, conjugirten Grössen zu ti 

sind, das Dififerenzenproduct 

J{7i) = II(7li — ??»)*. 

Stellt man durch eine Determinante dar [§. 161, (8)], 
so erkennt man aus §. 161, (11), angewandt auf die Potenzen 
von : 

4. Die Discriminante einer ganzen Zahl oder eines 
ganzen Functionals ist immer durch die Grund- 
zahl des Körpers theilbar. 
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§. 163. 

Die Basen der Functionale. 

Ist fl ein ganzes Functional des Körpers *0, so ver- 
stehen wir unter einer Basis von ft ein System von n 
ganzen Zahlen in ß: 

(1) «1» «H, 

das eine Basis des Körpers Sl ist, und dem die Eigen- 
schaft zukommt, dass in der Form 

(2) a = a?! «1 -|- a;, «a H [- 

alle durch ft theilharen ganzen Zahlen des Körpers Ä 
und keine anderen enthalten sind, wenn für cc^, . . a;„ 

ganze rationale Zahlen gesetzt werden. 

Es soll jetzt bewiesen werden, dass jedes ganze Functional 
eine Basis hat. 

Zunächst ist klar, dass eine Basis eines Functionais ft zu- 
gleich Basis aller mit ft associirten Functionale ist, ferner, dass 
jedes Element «i, Og, . , einer solchen Basis durch ft theil- 
bar sein muss, endlich dass aus einer Basis von ft alle anderen 
abgeleitet werden können, wenn man eine lineare Substitution 
mit ganzen rationalen Coefficfenten und der Determinante ± 1 
anwendet. 

Um nun eine Basis von ft zu bilden, gehen wir von einer 
Minimalbasis (Basis von o) aus, die wir, wie oben, mit 

®2i • • *5 

bezeichnen. 

Da es positive ganze rationale Zahlen giebt, die durch ft 
theilbar sind, so giebt es auch ganze rationale Zahlen a, für die 
das Product awi durch ft theilbar ist Die kleinste positive 
unter diesen Zahlen wollen wir imt ai,i bezeichnen, und 

setzen. Sodann bezeichnen wir mit die kleinste positive 
ganze rationale Zahl, für die sich ein ganzes rationales oi^a so 
bestimmen lässt, dass 

ota = ai,a®i “t” 

durch fl theilbar wird, und fahren so fort Wir bilden auf diese 
Weise das System 
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«1 =z Oi^ 1 ©1 , 



<3) 

«2 = Ol, a ©1 -f- «2, a 0^3 , 




«n = Ol, n 0^1 Oa, n O^a 4 " * ' 

’ * -f“ 



worin 02 , 2 , . . On,« die kleinsten positiven ganzen 
rationalen Zahlen sind, die eine Bestimmnng der 
ganzen rationalen Zahlen 01 , 2 , . . On-i,« so ermög- 
lichen, dass die ganzen Zahlen «i, «21 • • •? durch [i 
theilbar werden. 

Jede Zahl ar,r ist hiernach unabhängig von den übrigen 
dadurch definirt, dass sie die kleinste natürliche Zahl ist, für die 
sich die zugehörigen ganzen rationalen Zahlen Oi.n ®a,n ••■1 
so bestimmen lassen, dass 

(4) CCr = CLi,r^i “j“ r ”t“ ‘ ' * 1, r®r— 1 H“ ^,r^r 

durch n theilbar wird. In dem besonderen FaUe, wo Or selbst 
durch ja theilbar ist, hat man demnach ar^r = l zu setzen, und 
die ai^r^ • • •? af-i,r können alle gleich Null angenommen 
werden. 

Bezeichnen wir mit ^ die Grundzahl des Körpers ß, so er- 
gieht sich die Discriminante des durch (3) bestimmten Systems 
^^oh der Formel §. 161, (11): 

(5) ^ (o6l, oßj, . • -J öCn) = Oi^l • • • ^,n^- 

Dies ist eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl, 
und folglich sind die Grössen a eine Basis von fi. 

Um also zu zeigen, dass das so bestimmte System Oi, « 2 ? 
eine Basis von ist, bleibt noch nachzuweisen, dass jede durch 
^ theilbare ganze Zahl oc in der Form (2) dargestellt werden 
kann Nehmen wir, um diesen Beweis zu führen, irgend einen 
Index an, und suchen die Bedingung dafür, dass eine ganze 

Zahl von der Form 

(6) yr = + Äa<Da + • * ■ + ÄrCDr 

durch fl theilbar ist, wenn Ai, Ä^, • . Är ganze rationale Zahlen 
sind. 

Zunächst folgt, dass K durch Or.r theilbar sein muss. Denn 
bezeichnen wir mit jr den Best der Division von hr durch Or.n 
und setzen 

Ar = + Sri 0 ^ ffr < ÖV,r, 

BO ergiebt sich nach (6) 
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yr — lr«^ = (Äi — /rai,r)Oi + (Äs — +•• +!Zr“r, 

und diese Zahl müsste auch durch y, theilbar sein. Dies ist aber 
nach der Definition von Or, r nur möglich, wenn <Zr = 0 is*. Dann 
aber erhalt yr — Ausdruck: 

(7) yr — = Äi' (Di -f- ®a “H ' ‘ ' "1“ 

wird also von derselben Form, wie (6), nur dass r — 1 an Stelle 
von f tritt, und in (7) ist dieselbe Schlussweise zu wiederholen. 
Demnach ergiebt sich durch vollständige Induction der Satz: 

Eine in der Form Ai ©i -|- Äj (Dj -f- • ■ • hr dar- 
stellbare ganze Zahl des Körpers ß ist immer dann 
und nur dann durch ^ theilbar, wenn sie in der Form 

ll C6i ^ ”1” ■ • • Zf 06r 

darstellbar ist, in der die Goefficienten Zj, Zg, . . Zr 
ganze rationale Zahlen sintL 

Setzt TTifl.Ti in diesem Satze r = n, so hat man den Beweis 
dafür, dass das Zahlensystem (3) eine Basis von fi ist. 

Wie man aus der einen Basis von (i alle anderen ableiton 
kann, haben wir schon oben gesehen. 

Wir verstehen jetzt unter 01,03 ,..,,«» ©hae beliebige Basis 
von ^ und stellen das Functional fi nach §. 159, 4. als Quotienten 
zweier ganzer Functionen dar, dessen Nenner eine rationale Ein- 
heit ist. Die Goefficienten des Zahlers sind dann ganze durch 
fi theilbare Zahlen (§, 160, 2.) und können daher in der Form (2) 
dargestellt werden. 

Fassen wir diese Darstellung gehörig zusammen, so ergiebt 
sich also für fi ein Ausdruck 

(8) h“n**n, 

worm die u^, u» ganze rationale Functionale sind. 

Hiermit wollen wir die Linearfonn 

(9) A = «1 ^ Oj Zg -[- * • • 0^ tn 

vergleichen, in der ^1,^2 ,...,^» Variable sind. Diese Linear- 
form ist (nach §. 166) der grösste gemeinsohaftliohe Theiler der 
Zahlen «i, «a, . . ., o» und ist durch ^ theilbar, weil die Zahlen 
061, «a, . . durch fl theilbar sind. Andererseits ist aber 
auch, wie die Darstellung (8) zeigt, fi durch A theilbar, und 
folglich sind die beiden Functionale fi und X mit einander 
assocürt. 
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Das Functional A wollen wir eine Basiaform des 
Functionais ^ nennen; es ist dann X zugleich. Basisform 
von allen mit ^ aasociirten Functionalen. 

Eine Basisform X von ft hat die Eigenschaft, dass man aus 
ihr alle durch ft (oder durch X) theilbaren ganzen Zahlen in ü 
erhält, wenn man für die Variablen ganze rationale Zahlen setzt. 

Die Basis oti, • • ••> steht zu dem Functionale ft in 
einer ähnlichen Beziehung, wie die Basis tOi, m,, . . des 

Systems o aller ganzen Zahlen m ß zu den Einheiten. In der 
That ist die Linearform 

(10) r = co^ii -\- H“ Oh 

eine Einheit; denn sie ist der grösste gemeinschaftliche Theiler 
von © 1 , ©a, . . ., ©H und muss also, wie die Formel §. 162, (8) 
zeigt, ein Theiler von 1, also eine Einheit sein. 

Demnach wollen wir das Functional z eine Basis- 
form von 0 nennen. 

Ans emer solchen Basisform erhält man alle ganzen Zahlen 
des Körpers ß, wenn man fiir die Variablen ganze rationale 
Zahlen setzt 

Die Linearform z ist die Wurzel einer irreduciblen G-leichung 
,jten Grades 

F{t) = N{t^z) = 0, 

in der die Coefficienten der Potenzen von t ganze rationale (und 
homogene) Functionen der Variablen sind. 

§. 164. 

Die absoluten Normen der Functionale. 

Die Elemente cjti, Oj, . . oc„ einer Basis des Functionals ft 
können als ganze Zahlen in ß Hnear und ganzzahlig ausgedrückt 
werden durch eine Basis ©i, ©a, . . ©« von o in der Form 

(1) («1, ‘06,, . . ., 06h) = -4. (®i, ®»)» 

worin A eine lineare Substitution mit ganzen rationalen Coef- 
ficienten bedeutet Emen Specialfall hiervon bieten die For- 
meln (3) des vorigen Paragraphen. 

Eine Basisform X von ft wollen wir so darstellen: 


( 2 ) 


A = 2 
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und die Substitution (1) schreiben wir ausführlicher : 

( 3 ) C6a 2 

worin Variable, a*,, die Substitutioiisooefficienten sind, und der 
Summationsbuolißtabe v von 1 bis n läuft. 

Da die Producta u^cor aUö durch ^ theilbar sind, so können 
sie nach der Bedeutung der Basis in der Form dargestellt werden: 

(4) OvCDr = 2 

worin die ganze rationale Zahlen sind. Hieraus erhalt man 
dann nach (2) 

8 

(5) X 0f = 2 
wenn 

(6) tg^r = 2 

ganze rationale Linearformen sind. 

Substituirt man in (5) wieder die Ausdrücke (3), so folgt 

> a 

(7) X (Dj- = 2 2 

Eliminiren wir aus diesen linearen Gleichungen die ojk, so 
können wir die Gleichung Grades für ^ m Determinanten - 
form darstellen, und das Product der Wurzeln dieser Gleichung, 
also die Norm von A, erhalten wir als die Detenmnante aus den 
Grössen 

B 

• 2 (^a^ V r 

[§. 154, (8)]. Diese Determinante lässt sich aber nach dem Multi- 
phcationssatze der Determinanten (B. I, §, 30) zerlegen, und 
giebt, wenn 

Ä = 2 -i: Oi^iOa^a . , . T= 27 i ^, 1 ^ 2 , a . . . Än,n 

gesetzt wird, 

(8) N{X) = AT, 

Hierin ist T eine ganze Function der Variablen U mit ganzen 
rationalen Zahlencoeffioienten, von der wir nun noch naohweisen 
werden, dass sie primitiv ist. 

Nehmen wir an, im Theiler von T gehe irgend eine natür- 
liche Primzahl p auf. Dann können wir w ganze rationale 
Formen ys, . . y« der Variatlen t so bestimmen, dass die 
n Summen 

(^) ■ H” U.nVn 
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alle durch _p theilbar sind, ohne dass alle j/j, j/g, . . durch p 
theübar sind. 

Die Richügkeit dieser Behauptung folgt aus elementaren 
Determinantensatzen (Bd. I, zweiter A,b8chnitt). 

Wenn nämlich die i,,, alle durch p theilbar sind, so können 
wir die j/r ganz beliebig, z. B. gleich 1 annehmen. 

Anderenfalls nehmen wir an, dass ausser der Determinante 1 
auch alle »n-reihigen Unterdeterminanten durch p theilbar seien 
(»i ^ n), und dass unter den {m — l)-reihigen Unterdeter- 
minanten wenigstens eine nicht durch p theilbar sei Ist dann 
etwa unter den (nt — l).r6ihigen Determinanten der Matrix: 

^, 1 ) • • •, tl,m 


im — 1,1, im — lti, • • ■) 't,n — l,m 

eine durch p nicht theilbar, so setzen wir für yj, y,, . . y„ eben 
diese (wt — l)-reihigen Determinanten und nehmen . . ., y„ 

= 0 an. Diese y genügen dann der gestellten Forderung. 

Sind die y dann so bestimmt, so setzen wir 

(10) ö = Ol !/i + rojys -| h 

und leiten aus (6) die Gleichung ab 

f 

(11) Ao = V a,Ur 

Da nun die a, durch k und die u» durch p theilbar sind, 
so folgt, dass CO durch p theilbar ist, und dass mithin, nach 
§. 162,- 3 ., yi, j/a, . . j/n durch p theilbar sein müssen, was 
unserer Voraussetzung entgegen ist 

Damit ist bewiesen, dass T eine primitive Function ist, und 
dass also der absolute Werth der Determinante A 
gleich der absoluten Norm von k nnd folglich auch 
von (I ist (§. 155). 

Wenden wir das Ergebniss auf die specielle Basis (3), §. 163 
an, 80 ergiebt sich die Formel: 

( 12 ) 

Hieran knüpfen wir noch folgende Bemerkungen: Wenn man 
in einer Basisform eines Functionales ^ 
k o^ti 

auf die Variablen <i, . . ., i» eine ganzzahlige lineare Sub- 

stitution mit der Determinante ± 1 anwendet, so entsteht eine 
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nene BELaißform von ft. Denn allen ganzzahligen rationalen Werthen 
der Variablen tn entsprechen ganzzahlige rationale 

Werthe der nenen Variablen und umgekehrt. 

Die Anwendung einer linearen Substitution auf die Variablen 
t ist aber gleichbedeutend mit der Anwendung der transponirten 
Substitution auf die Coeffidenten «i, o^n (§. 41 , 10.), 

d. h, mit dem Uebergange zu einer neuen Basis von /i: 

( 13 ) (ßi<t ßit • • ^n) = • • •’i 

die dann durch Zusammensetzung mit (1) ergiebt: 

( 14 ) (^1, ^1, . . ., ßn) = SÄ (a)i, fflj, . . ., ©n)- 

Die Discriminflnte der Basis oci, «9, . . 06„ von fi (§. 161 ) 

ist nach (3) gleich wenn Ä die absolute Norm von [i und 

^ die Korperdiscriminante ist. 

Wenn die Discnminantö der durch eine Substitution ( 13 ) 
bestimmten Zahlen ß mit der Discriminante der a übereinstimmt, 
80 muss die Substitutionsdeterminante B = i 1 sein; und wir 
kommen also zu den Sätzen: 

1. Die Discriminante einer Basis von ft ist gleich 
dem Quadrate der absoluten Norm von ft, multi- 
plicirt mit der Grundzahl des Körpers; 

und umgekehrt: 

2. Ist / 3 i, jSj, . . ., ßn ein System ganzer durch ft 

theilbarer Zahlen, dessen Discriminante gleich 
ist dem Quadrate der absoluten Norm von ft, 
multiplicirt mit der Grundzahl des Körpers, so 
ist jSj, eine Basis von ft. 

§. 165 . 

Volles Restsystem nach einem Modul. 

1. Definition: Zwei ganze algebraische Zahlen 
I, 7^, deren Differenz | — vj durch ein ganzes 
Functional ft theilbarist, heissen mit einander 
congruent nach dem Modul ft. 

Der Begriff der Gongruenz lässt sich auch auf Functionale 
ausdehnen, was wir aber fürs Erste noch nicht thun. Dagegen 
ist es wesentlich, als Moduln der Congruenzen nicht bloss Zahlen, 
sondern auch Functionale zu bertLcksichtigen. Jede Oongmenz 
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bleibt besteben, wenn der Modul durch ein associirtes Functional 
ersetzt wird. Bei dem Modul tonnen beliebige Einheitsfactoren 
hinzugefugt werden. 

Wir gebrauchen für die Congruenz das Gauss’sche Zeichen 
(Bi I, §. 123) 

(1) t = n (mod ^). 

Eine solche Congruenz ist gleichbedeutend mit der Gleichung 

( 2 ) | = 

worin co irgend ein ganzes Functional sein kann. 

Aua dieser Darstellung erkennt man dann sofort, dass, ebenso 
wie in Congruenzen zwischen rationalen Zahlen, wenn man m 
einem durch Addition, Subtraction und Multiplication von 
ganzen Zahlen zusammengesetzten Ausdruck jede Zahl durch 
eme nach dem Modul ^ congruente Zahl ersetzt, eine nach dem- 
selben Modul congruente Zahl das Resultat istj in Zeichen: 

Sind -J?!, Ss, • ganz© Zahlen, die den Congruenzen 

li = Tji, = ... (mod ii) 

genügen, und ist if (cci^ . . .) eine ganze Function mit ganz- 
zahligen rationalen Coefficienten, so ist auch 

(3) ti^ du gfl, ^ • • •) 

2. Ist m die kleinste positive ganze rationale Zahl, 
die durch fi theilhar ist, so sind zwei nach dem 
Modul ft congruente ganze rationale Zahlen auch 
nach dem Modul m congruent (§. 155, 13.). 

Ein Hauptsatz über die Congruenzen, zu dessen Beweis wir 
jetzt schreiten, ist der: 

3. Die Anzahl der nach einem Modul ft incon- 
gruenten ganzen Zahlen eines Körpers iß ist 
endlich, und zwar gleich der absoluten Norm 
von ft. 

Um ihn zu beweisen, nehmen wir eine Basis des Functionals 
ft an, und zwar wählen wir gerade die im §. 163, (3) bestimmte 
specielle Basis: 

«1 = 

( 4 ) 0^2 = 

«n = ‘ ’ H“ 

worin cd^, cdj, . ■ ^ ©n ©ine Basis von o ist. 

Wöber, Algebr*. ü- 


39 
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Jede ganze Zahl rj in Sl lässt sich dann in der Form dar- 
stellen 

(5) 1? = yi roi + y,aja -| [- 

wenn die yi, 1/2, • • Vn ganze rationale Zahlen sind. Damit ver- 
binden -wir das Zahlensystem 

(6) S = ^ ®9 H [- SCnCDn, 

in dem wir als ganze rationale Zahl ein voUes Eestsystem 
nach dem Modul Oi^i, nach dem Modul 0^2^ - . Xn nach 
dem Modul an,n durchlaufen lassen. Die Anzahl der so gebilde- 
ten Zahlen f betragt ai,i 02,3 • • - an,n5 eine Zahl, die nach 
§. 164, (12) gleich der absoluten Norm von ^ ist 

Wir wollen nachweisen, dass jede Zahl r} einer und nur 
einer dieser Zahlen | nach dem Modul ^ congruent ist. 

Wenn tj — J durch theilbar sein soU, so muss nach der 
Bedeutung der Basis diese Differenz in der Form 

(7) 7 } — f «1 Ä9 «3 -J- • • • 

darstellbar sein, wonn die Äi, Ä3, . . ., ganze rationale Zahlen 
sind, und wenn diese Bedingung erfüllt ist, so ist auch umgekehrt 
7 } mit ^ nach dem Modul ^ congruent. Ordnen wir die rechte 
Seite mittelst (4) nach cd^, ©3, . . so ergiebt sich aus (5) 

und (6): 

/Q’X y» = ^2 + *2^2,2 + ■ • ‘ + K<H,n , 


yn= Xn -|- hnan,n^ 

Darin aber liegt der Beweis unserer Behauptung. Denn sind 
yn y2? • • o Vn irgend welche gegebene ganze rationale Zahlen^ 
so ist zunächst aus 

Vn = Xn “I“ 

Xn und hn vollständig bestimmt Denn es ist hn der Quotient 
und Xn der Rest der Division von yn durch Darauf erhalten 
wir aus der vorletzten Gleichung 

Vn — l ÄnOn-l^n = -f" ^n-l öt« — 1, n-l, 

wodurch Xh— 1 und hn^i völlig bestimmt smd. Die nächst vorher- 
gehende Gleichung ergiebt 

y«-2 — Ana«_2,n — Än_ian-2,n-l = fl:n-2 + Ä„-2Ötn-2, »-2, 
wodurch a;„_2 und ä»_ 2 völlig bestimmt sind, und so fahren 
wir fort, bis alle Xi und bestimmt sind. 



§. 166 . 


Congrnenzen. 


611 


Hiernach können wir zweckmässig die Gesammtheit der 
Zahlen | oder irgend ein System mit diesen congmenter Zahlen 
ein volles Restsystem nach dem Modnl ft nennen. 

Die Anzahl der Individuen eines vollen Restsystems für den 
Modul ft ist gleich der absoluten Norm von ft. 

§. 166 . 

Gongruenzen. 

Aus der Existenz eines vollen Restsystems nach einem 
Modul ft, die wir im vorigen Paragraphen nachgewiesen haben, 
ergiebt sich eine Reihe von Sätzen, die mit bekannten elemen- 
taren Sätzen der rationalen Zahlentheorie analog sind. 

Bedeutet oc irgend eine ganze Zahl in fi und ft ein als 
Modul dienendes Functional, und ist a relativ prim zu ft, so sind 
zwei Zahlen und ccl' nur dann congruent nach dem Modul ft, 
wenn die ganzen Zahlen J, congruent siad Hieraus ergiebt 
sich, dass, wenn J ein volles Restsystem nach dem Modul ft 
durchlauft, dasselbe auch von dem Products a| gilt, wodurch 
der Satz bewiesen ist: 

1. Ist a eine ganze Zahl in lö, relativ prim zu 
dem Modul ft, ferner y eine beliebige ganze Zahl 
in ß, so ist die Congruenz: 

(1) ai = y (mod ft) 

immer durch eine ganze Zahl | lösbar, und auch 
nur durch eine, wenn für | ein volles Restsystem 
nach dem Modul ft vorgeschrieben ist 

Wenn hierin ft selbst eine ganze Zahl ist, die wir mit ß 
bezeichnen, so ist auch der Quotient 



eine ganze Zahl, i^nd dann nimmt der vorstehende Satz die 
Form an: 

2. Sind a, ß, y drei ganze Zahlen in ß und a, ß 
relativ prim, so kann man zwei andere ganze 
Zahlen in ß so bestimmen, dass 

“1 + = y 


( 2 ) 


39 * 
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wird. Insbesondere kann man also auch für zwei 
beliebige relative Primzahlen a, ß die Gleichung 

( 3 ) a^-\-ßri = l 

durch ganze Zahlen ij befriedigen. 

Dieser Satz lasst sich auf ein System von mehreren Zahlen 
übertragen. 

Wenn die Zahlen «, /9, y, ... in o keinen gemeinsamen Theder 
haben, so können wir zunächst Zahlen iji, fj, . . . in o so be- 
stimmen, dass 

ßi = ßVi yti 

relativ prim zu a wird. Wir haben nämlich, wenn äj, . . . die 
verschiedenen Pmnfactoren von a sind, deren keiner in allen 
ß, y, . . . aufgehen kann, und wenn etwa ß durch stj nicht theilbar 
ist, i/i durch Xi untheilbar, die übrigen Zahlen gj, . . . durch 
theilbar u. s. f. anzunehmen, und erhalten für jede der Zahlen 
i?i, Si, . . . die Bedingung, dass sie durch einige der Primfactoren 

theilbar, durch andere nicht theilbar sein soll, und dieser 
Forderung kann nach §. 160, 3. immer genügt werden Dann 
können wir nach 2. die ganze Zahl t so bestimmen, dass 

a| + r = 1 

wird, und wenn wir = fi, = ... setzen, so erhalten 

wir den Satz" 

3. Sind Uf ßf y, . . . Zahlen in o ohne gemeinschaft- 
lichen Theiler, so lassen sich andere Zahlen 
I) ij» Si • • . in D so bestimmen, dass 

(4) «g -|_ yg . . . _ 1 
wird. 

Daraus lässt sich weiter auf folgenden Satz schliessen: 

4. Sind oi, ßf y, . . . beliebige Zahlen in o, eine 
durch den grössten gemeinschaftlichen Theiler 
aller dieser Zahlen theilbare Zahl in o, so kann 
man die Zahlen g, . . . in o so bestimmen, 
dass 

(5) p. = -|_ yg . 

wird. 

Wenn wir nämlich den grössten gemeinschaftlichen Theüer 
der Zahlen a, /3, y, . . nach §. 166 in der Form 

d = a« -j- y«) -|- . . . 
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annehmen , worin w, v, lo, . . . Variable sind, so giebt es nach 
Voraussetzung ein ganzes Functional qj, so dass y, = da> ist 
Das Functional co stellen wir als Quotienten zweier ganzer Func- 
tionen q) : s dar, von denen € eine Einheit, und folghch 9 eine 
Function mit ganzzahligen Coef&oienten ist, und erhalten so 

(6) 6fi = (ößtt ßv yw 9^- 

Ordnet man beide Seiten dieser Gleichung nach den darin 
vorkommenden Variablen, so erhalt man, wenn Cg, . . . die 
Coeffioienten in e sind, ein System von Gleichungen von folgender 
Form. 

^1 “ fl + ^ + y Si + • ■ • 

(7) « f J + /* + y £2 “h • ■ ’ 


worin die it, . . . Zahlen in 0 sind Nun haben aber die 
Zahlen £1, Sg, . , . als Coefficienten einer Emheit keinen gemein- 
samen Theiler, und folglich kann man nach 3 . die Zahlen 
Ti, Tg, ... in 0 BO bestimmen, dass 

(8) fij iTi fig Tg ‘ ‘ 1 

wird. Aus ( 7 ) folgt aber, wenn man mit iq, Zg, . . . multiphdrt 
und addirt, und dann 

^ = 'Till + Tafa y] = T^lVl "h ^^2^9 -h ' ' ‘ 

setzt, mittelst (8) die zu beweisende Gleichung ( 5 ). 

Wir beweisen noch den folgenden Satz: 

5 . Ist ft, v, p, . . . ein System von Functionalen, deren 
je zwei relativ prim sind, und «, /S, y, . . . be- 
liebige ganze Zahlen in iß, so kann man eine 
Zahl 0 (nach dem Modul fi v ^ . . .) bestimmen, 
die den Congruenzen 

(9) 0 = a (mod ft), 0 = ß (mod v), 0 = y (mod p), . 

genügt. 

Um ihn zu beweisen, wähle man eine ganze Zahl a in iä, 
die relativ prun zu ft, aber durch v p . theilbar ist. Ebenso 
sei b relativ prim zu v, aber durch ft ^> . . . theilbar^ und ent- 
sprechendes gelte für c, . . . Dann lose man nach 1. die Con- 
gruenzen 

(10) ai = 1 (mod ^), bi] = 1 (mod v), cf = 1 (mod p), ... 
und setze 
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( 11 ) & = aa^ 4 " ^ßv + + ■ • -1 

nnd diese Zahl genügt offenbar den Congruenzen (9). 

Wenn das Fnnctional ff ein Theiler des Functionais [i ist, und 
^ = vä, 

so werden in einem vollen Restsystem ^ nach dem Modul ^ alle 
Reste nach dem Modul v Vorkommen. Jeder dieser Reste wird 
aber gleich oft unter den Zahlen | auftreten. Denn wenn |o 
die durch v theilbaren unter den Resten § sind, so sind zwei 
Zahlen § und nur dann nach dem Modul v congnient, wenn 

I = “h Io (mod 

ist Da nun die Anzahl der nach dem Modul v verschiedenen 
Reste Na{v) beträgt, und Na(ß) = Na(y) Na{S) ist, so folgt 

6. In einem vollen Restsystem nach dem Modul ^ 
kommt jeder Rest nach dem Modul v gleich oft, 
nämlich J?‘a(ff)mal vor. 

Ist ff der grösste gemeinschaftliche Theiler der Zahl a und 
des Function als ft, so wird ocf mit dann und nur dann nach 
dem Modul congruent sein, wenn 

S = S' (mod v). 

Wenn also | ein Restsystem (mod ft) durchläuft, so wird af 
eine durch ff theilbare Zahl y 'genau J7’a(ff)mal darstellen; und 
es muss also dabei auch jede der Na{v) durch ff theilbaren Zahlen 
als Rest erscheinen. Hieraus folgt: 

7. Haben a und (i den grössten gemeinschaftlichen 
Theiler ff, so hat die Oongruenz 

(12) oc f = y (mod ft) 

nur dann Lösungen, wenn auch y durch ff theil- 
bar ist, und in diesem Falle ist die Anzahl der 
mod ft verschiedenen Losungen gleich Na(d), 

Wenn a und a' zwei nach dem Modul ft congruente Zahlen 
sind, so giebt es ein ganzes Functional so dass 

( 13 ) c6^ = a-]-(iri 

ißt, und diese Gleichung ist mit der Oongruenz a = a (mod ft) 
gleichbedeutend. 

Um den Begriff der Congruenz auf ganze Functionale aus- 
zudehnen, muss man ein Functional m als Quotient zweier ganzer 
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Functionen (p : e darstellen, so dass e eine functionale Einheit ist. 
Zwei Functionale 

(p , ffi' 

® ” e ’ ~ V 

heissen dann nach dem Modul ^ congruent: 

(14) CD = (d' (mod ^), 

wenn in der nach der Variablen geordneten Function — egj' 
alle Coefficienten durch (i theilbar sind. Dies findet z. B. dann 
statt, wenn qp, qp' und e, e' dieselben Variablen haben, und 
wenn entsprechende Coefficienten nach dem Modul ^ congruent 
sind. Ist dann ein ganzes Functional, so gilt auch hier die 
Gleichung 

(15) 0)' = oj + (iri, 

die wieder mit (14) gleiohwerthig ist. Man kann daher auch 
solche Functionalcongruenzen addiren, subtrahiren und multi- 
pliciren, wie Gleichungen. 


§. 167. 

Der Fermat’sche Satz. 

Aus der Theorie der Congruenzen lassen sich Folgerungen 
ziehen, die den aus dem Fermat’echen Lehrsätze abgeleiteten 
Sätzen der rationalen Zahlentheone genau entsprechen, von denen 
hier die wichtigsten, späterer Anwendung wegen, besprochen 
werden müssen. 

Wir wollen unter Jt ein Primfnnotional /*“ Grades verstehen, 
also, wenn p die durch n theilbare natürliche Primzahl ist, 

( 1 ) Na(n)=P^ 

setzen (§. 167). Ist dann a irgend eine durch ic nicht theilbare 
Zahl in 0 , so wird, wie wir schon im vorigen Paragraphen ge- 
sehen haben, das Product ag zugleich mit der Zahl | ein volles 
Restsystem nach dem Modul % durchlaufen. Lassen wir die durch 
3 t theübare Zahl weg, so hleiben Naipi) — 1 Zahlen übrig, und 
wenn wir das Product bilden, so folgt 

(2) 1T(|) = JT (f) (mod ä), 

wenn JI(g) das Product aller Zahlen eines vollen Restsystems 
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(mit Anaschluss der Null) bedeutet, und daher durch ä nicht 
theilbar ist. Demnach folgt aus (2): 

(3) = 1 (mod 7t), 
oder, wenn man mit a multiplicirt, 

(4) = a (mod 7t\ 

und in der letzten Form gilt der Satz auch noch, wenn a durch 
7t theilbar ist 

Die Formeln (3), (4), die genau dem Fermat’schen Lehr- 
sätze entsprechen (Bi I, §. 143), sollen auch hier als Fermat’- 
acher Lehrsatz bezeichnet werden. 

Wir sprechen ihn so aus: 

1. Ist 7t ein Primtheiler der natürlichen Primzahl ji, 
80 ist für jede ganze Zahl cd im Körper ß 

= CO (mod n). 

Hieran knüpfen sich nun wichtige Folgerungen: 

2. Bezeichnet f(t) eine ganze Function w*®' Grades, 
deren Coefficienten ganze Zahlen in ß sind, 
und 7t ein Primfunctional, so hat die Congruenz 

(5) f(t) = 0 (mod 7t) 

höchstens m Wurzeln, i h. es giebt höchstens m 
incongruente ganze Zahlen in ß, die, für t ge- 
setzt, die Congruenz befriedigen. 

Bedeutet nändich a irgend eine Zahl in o, so können wir 

(6) /(C = (^-«)/i(0 + /(«) 

setzen, worin /^(t) eine ebensolche Function wie f(t) ist, aber 
nur vom (m — 1)*«^ Grade. Ist aber/(a) = 0 (mod 7t), so muss 
jede Wurzel von (5) der Congruenz 

(t— a) /i (t) = 0 (mod 7t) 

genügen. Sie muss also entweder mit a congruent oder eine 
Wurzel der Congruenz (m — 1)^ Grades 

fl (^) = 0 (mod 7t) 

sein. Setzen wir unseren Satz als bewiesen voraus für Con- 
gruenzen {m — 1)*®^ Grades, so gilt er demnach auch für Con- 
gruenzen Grades; und da er für Congruenzen 1*“ Grades 
gilt, BO ist er allgemein richtig. 
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Jede durch tc nicht theilbare Zahl in o genügt ,”3 wie wir 
gesehen haben, der Congmenz 

(7) 1 = 1 (mod 3t), 

Ist nun a die kleinste natürliche Zahl, für die die Congmenz 

(8) o“ = 1 (mod 3t) 

befriedigt ist, so lässt sich durch das schon oft angewandte 
SchlusBverfahren zeigen, dass jeder andere Exponent Z, für den 
CO* = 1 ist, ein Vielfaches von a sein muss. Denn wäre Z nicht 
durch a theilhar, so wäre auch, wenn a* der Rest der Division 
von a durch Z ist, co^' = 1, was nach der Voraussetmng über a 
nicht möglich ist. Also ist a ein Theiler von j)/ — 1 , und wir 
nennen cd eine zum Exponenten a gehörige ZahL 
Gehört cd zum Exponenten a, so sind die Potenzen 

(9) 1, CD, CD\ . . ©«-1 

alle incongment und bilden also, da sie alle der Congruenz (8) 
genügen, nach 2. die Gesammtheit der Wurzeln dieser Con- 
gmenz. Unter den Zahlen (9) müssen daher aUe anderen zum 
Exponenten a gehörigen Zahlen © gesucht werden. Es wird 
aber ©* nur dann zum Exponenten a geboren, wenn Z relativ 
prim zu a ist, und es folgt: 

Wenn es überhaupt Zahlen cd giebt, die zum Exponenten a 
gehören, so ist ihre Anzahl so gross, wie die Anzahl der relativen 
Primzahlen zu a in der Reihe der Zahlen 0, 1, 2, - • o, 1. 
Diese Zahl bezeichnen wir, wie schon früher (Bd. I, §. 14D), mit 
cp (a). Dass aber zu jedem Theiler a von ^ — 1 immer wenig- 
stens eine Zahl cd und folglich cp{a) Zahlen gehören, kann man 
ganz so beweisen, wie der entsprechende Satz der^ rationalen 
Zahlentheorie im ^ 143 des ersten Bandes bewiesen ^ 

Die Zahlen ©, die zu dem Exponenten pf—l gehören, deren 
es hiernach immer cp{$f- 1) giebt, heissen primitive Wurzeln 
von rt. Ist y eine solche primitive Wurzel, so bilden die Potenzen 

1, y» 

ein volles Restsystem nach dem Modul % mit Ausschluss der 

dnrobi rt thealbarea ZahL r» vi 

Nach dem Fermafschen Lehrsätze für rationale Zahlen ist 
für f = 1, 2, . . P — 1 folglich auch 

durch Ä theilhar. Die Congruenz 

noi = 1 (mod x) 
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hat daher che Wurzeln 

1 , 2 , . . — 1 , 

und diese sind, da nach §. 157, 3. eine rationale Zahl nur dann 
durch 7t theilbar ist, wenn sie durch p theilbar ist, unter einander 
incongment Nach dem Satze 2. hat also die Congruenz (10) 
kerne anderen Wurzeln als diese. 

Multipliciren wir die Congruenz (10) noch mit so folgt, 
dass die Congruenz Grades 

fP — 1 = 0 (modgij) 

die p Wurzeln 

0 , 1 , 2 , . . ., — 1 , 

und keine anderen hat. Darin liegt der Beweis des folgenden 
Satzes . 

3. Eine Zahl © in o ist dann und nur dann nach 
dem Modul jr mit einer rationalen Zahl con- 
gruent, wenn sie der Bedingung 

cjp = CD (mod 7t) 

genügt 

Beachtet man noch, dass die Polynomialcoefficienten in der 
p^ Potenz eines Polynoms alle durch p theilbar sind, mit Aus- 
nahme derer, die zu den p^ Potenzen der einzelnen Glieder 
des Polynoms gehören (BdL I, §. 12), so ergiebt sich noch fol- 
gender Satz, der sich auf ganze Functionen m ß von beliebigen 
Veränderlichen rc, y, . . . bezieht: 

4. Ist ^(a;, y, . . .) eine ganze Function der Variablen 

y, . . . mit ganzzahligen Coefficienten aus so 
ist das Bestehen der Congruenz 

[jp (x, y, . . .)]P = if{xP, yp, . . .) (mod 7t) 
die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass alle Coefficienten von mit ganzen 
rationalen Zahlen nach dem Modul 7 t con- 
gruent sind, 

§. 168. 

Anzahl der zu einem Modul theilerfremden 
Zahlclasssen. 

Wenn eine Zahl o in o relativ prim zu einem Functional y, 
ist, so gilt das Gleiche von allen mit w nach dem Modul y, oon- 
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gnienten Zahlen. Wenn wir daher die Zahlen in o nach dem 
Modul yb in Olassen congmenter Zahlen eintheilen, so ist die 
Zahl dieser Classen nach §. 166, 3. gleich Na(jJb), und unter 
diesen Classen wird sich eine gewisse Anzahl befinden, die nur 
theilerfremde Zahlen zu ft enthalten. Die Anzahl dieser Zahl- 
classen, die wir jetzt naher bestunmen wollen, und die ein Ana- 
logon zu der im §. 140 des ersten Bandes bestimmten Zahl (p (w) 
ist, soll jetzt mit bezeichnet sein. 

Ist ft in zwei Factoren zerlegt, die zu einander theiler- 
fremd sind, so wählen wir zwei Zahlen in o, nämlich: 

a relativ prim zu q, theilbar durch (S 

^75 7? J? ^7 77 7 ) 

Nach §. 160, 3. giebt es immer solche Zahlen. Setzen wir 
dann 

( 1 ) ^ = (Z^ + ß7] 

und lassen J und rj volle Restsysteme nach den Moduln q und <5 
durchlaufen, so durchläuft f zugleich ein volles Restsystem nach 
dem Modul ft. Dies erkennt man leicht daraus, dass £ nur dann 
durch ft theilbar ist, wenn zugleich g durch q und rj durch 6 
theilbar ist. Es ist aber S dann und nur dann relativ pnm zu 
ft, wenn g relativ prim zu (», 7} relativ prim zu (J ist, und daraus 
erhält man 

(2) = ^(C)^(ö)- 

Hiernach genügt es, wenn wir (ft) unter der Voraussetzung 
bestimmen, dass 

/t = 

eine Potenz eines Primfunctionals ut ist. 

Unter dieser Voraussetzung ist Na(p^Y die Anzahl aller ZaJil- 
olassen nach dem Modul ft. Um festzustellen, wie viele darunter 
durch üt theilbare Zahlen enthalten, nehmen wir eine durch 7t, 
aber nicht durch jt* theilbare Zahl cö an, und lassen | in ein 
volles ßestaystem nach dem Modul durchlaufen. Dann 

erhalten wir alle Zablclassen nach dem Modul 3zr, deren Zahlen 
durch 7 t theilbar sind. Hiemaoh ist 

^(ji) = — = Nailt') (l “ 

die Anzahl der Zablclassen nach dem Modul ft, deren Zahlen 
durch 7 t nicht theilbar sind, und es ergiebt sich nach (2) all- 
gemein : 
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( 3 ) = 

worin sich das Pro ductz eichen JI auf alle von einander ver- 
schiedenen Primfactoren ä von ^ erstreckt 


§. 169 . 

Die Dedekind’schen Ideale. 

Dedekind gründet in den schon oben erwähnten Arbeiten 
die Theorie der algebraischen Zahlen auf den Begriff des Ideals. 

Wir wollen jetzt nachweiseD, dass die Theorie der Ideale im 
Wesen ubereinstimmt mit der Theorie der Functionale, indem 
wir zeigen, wie der Uebergang von der einen zur anderen be- 
wirkt werden kann. 

Das System aller ganzen Zahlen eines algebraischen Zahl- 
korpers Ä soll, wie oben, mit o bezeichnet werden. Ein in a 
enthaltenes Zahlensystem a wird ein Ideal genannt, wenn es den 
beiden Forderungen genügt: 

L Summe und Differenz irgend zweier Zahlen in a 
geben immer wieder Zahlen in a. 

IL Das Product irgend einer Zahl in a und einer 
Zahl in o gehört dem System a an^). 

Dieser Forderung würde das aus der einzigen Zahl Null be- 
stehende System genügen, was aber der Einfachheit halber nicht 
als ein Ideal bezeichnet wirdL 

Das System o dagegen ist ein eigenÜiches Ideal Ebenso ist 
das System aller durch eine bestimmte Zahl ft in o theilbareü 
Zahlen o ft ein Ideal, und ein solches wird ein Hauptideal 
genannt 

Unter dem Producte ab zweier Ideale a und b versteht man 
den Inbegriff aller Zahlen, die man erhält, wenn man irgend 
eine Zahl a aus a mit einer Zahl ß aus b multiplicirt und eine 
beliebige Anzahl solcher Zahlenproducte addirt, also den Inbegriff 
aller Zahlen von der Form Uaß. Dass dieses Product ab 
wieder ein Ideal ist, leuchtet unmittelbar ein. Nach dieser 

VgL Diriohlet-Dedekind, Vorleaungen über Zahlentheorie im 
§. 167 der dritten, §. 177 der vierten Auflage. 
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Definition ißt 'z. B. o a = a , und das Ideal o spielt bei dieser 
MultipUcation die Bolle der Einheit, 

Man kann nun die Ideale und Functionale in der Weise auf 
einander beziehen, dass dabei folgende Gesetze obwalten: 

1. Jedem ganzen Functional entspricht ein be- 
stimmtes Ideal, und associirten Functionalen 
entspricht dasselbe IdeaL 

2. Jedem Ideal entsprechen unendlich viele, aber 
nur assooiirte ganze Functionale. 

3. Dem Product zweier oder mehrerer ganzer 
Functionale entsprechen dieProduote der den 
Factoren entsprechenden Ideale. 

4. Einer ganzen Zahl entspricht ein Hauptideah 

5. Den Einheiten entspricht das Ideal o. 

Um dieses Entsprechen zu definiren, ordnen wir zunächst 
dem System aller Einheiten das Ideal o zu. Ist dann ferner <p 
irgend ein ganzes Functional, was keine Einheit ist, so genügt 
der Inbegriff aller durch g? theübaren ganzen Zahlen u des 
Körpers Ä nach §. 1B5 den Forderungen L, IL, und ist also ein 
Ideal, das wir mit a bezeichnen i) und dem Functional g? zu- 
ordnen. Dasselbe Ideal a ist dann auch sämmthchen mit g? 
associirten Functionalen zugeordnet Diese Zuordnung hat die 
Eigenschaften 1., 4., 5. 

Sind g) und (pi zwei nicht aasodirte Functionale, so ist 
gewiss eines von ihnen, etwa qp, nicht durch das andere qoi 
theilbar, und folglich giebt es (nach §. 160, 3.) ganze Zahlen, die 
durch qp, aber nicht durch qpi theilbar sind. Folglich sind nicht 
asBocürten Functionalen immer verschiedene Ideale a, zu- 
geordnet 

Es ist aber nun auch zu zeigen, dass auf diese Weise alle 
Ideale des Körpers ß erhalten werden können, mit anderen 
Worten, dass jedes von o verschiedene Ideal a aus der Qesammt- 
heit der durch einen gewissen Functionalfactor theilbaren Zahlen 
hestebt 

Wir gehen also jetzt von irgend einem Ideal a ans und 
wählen eine beliebige endliche Menge von Zahlen daraus, 


* Zur Bezeiohnuiig der Ideale gebranoheu wir mit Ded.ekiiid die 
kleinen denteohen Bnohstaben. 
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« 1 , ccj, . . ov, deren grösster gemeinschaftlicher Theiler ör sein 
mag. Dieses Functional dr hat eine endliche Anzahl von Prim- 
factoren. 

Giebt es nun eine Zahl «r + i ö, die nicht durch dr theil- 
bar ist, so hat der grösste gemeinschaftliche ^Theiler dr + 1 von 
dr nnd 06r + i weniger Pninfactoren als dr. Wenn wir mit dieser 
Schlussweise fortfahren , so kommen wir zu dem Ergebniss, dass 
sich aus a eine endliche Zahl von Zahlen oci, «a, . . ocm so aus- 
wählen lasst, dass der grösste gemeinschaftliche Theiler d dieser 
Zahlen in allen Zahlen von a aufgeht. 

Andererseits gehört jede durch d theilbare Zahl in o zu a. 
Denn nach §. 166, 4. kann jede durch d theilbare Zahl oc in die 
Form gesetzt werden 

05 = «1 4- «a ^2 4" ■ ' * “I” J 

worin Zahlen in o sind, und folglich gehört nach 

I. und II. a zum Ideal a. 

Es ergiebt sich hieraus, dass, wenn d eme Einheit ist, das 
Ideal a mit 0 identisch ist Jedes Ideal o ist also dadurch 
charakterisirt , dass alle seme Zahlen einen gewissen grössten 
gemeinschaftlichen Theiler haben. 

Es bleibt noch zu zeigen, dass, wenn die Functionale % ^ 
den beiden Idealen a, B entsprechen, das Product tp ^ dem Ideal 
ab entspricht 

Da alle Zahlen aus ab von der Form Socß sind, so ist zu- 
nächst klar, dass alle diese Zahlen durch g) ^ theilbar sind. 

Wenn wir aber nach §. 160, 4. das Functional (p als grössten 
gemeinschafthchen Theiler zweier Zahlen 05 ^, darstellen, so 
gehören diese Zahlen, als durch g? theilbar, dem Ideal q an, und 
wir können, da es auf einen Einheitsfactor bei <p nicht ankommt, 

<P = OCiXi + 

setzen, wenn jji, Variable sind- Ebenso können wir, wenn 
As A Zahlen aus b und Variable bedeuten, 

^ yi + A Vi 

setzen, und daraus ergiebt sich 

(pt = + «1 A^y2 + “sA^^^syi + «a A^ays* 

Es ist also (ptlJ nach §. 160, 2. der grösste gemeinschaftliche 
Theüer der vier Zahlen 05 , ft, a^ft, «^ft, «.ft, die dem Ideal ab 
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angehören, und folglich ist cp rp der grösste gemeinschaft- 
liche Theiler aller Zahlen des Ideals ab. 

Damit ist die gegenseitige Zuordnung der ganzen Functionale 
und Ideale den Forderungen 1, bis 6. gemäss bewerkstelligt. 

Den Primfunctionalen entsprechen bei dieser Zuordnung 
Primideale, und die Zerlegung der Ideale in Primfactoren und 
überhaupt die Gesetze der Theilbarkeit der Ideale ergeben sich 
in völhger Ueberein Stimmung mit den entsprechenden Sätzen 
aus der Theorie der Functionale. 

Bei dieser vollständigen Uebereinstimmung kann es zu keiner 
Unzuträglichkeit fuhren, wenn wir das ganze System aller unter 
emander aasooiirten ganzen Functionale zu einem Gemeinbegnffe 
zusammenfasaen und dafiir den Namen Ideal brauchen. 

Wir sagen dann auch, dass ein Functional ein bestimmtes 
Ideal erzeugt, und alle unter einander associirten Functionale, 
und nur diese, erzeugen dasselbe Ideal. Eine ganze Zahl erzeugt 
ein Hauptideal. 

Wenn irgend eine Zahl oder ein Functional durch die Func- 
tionale eines Ideals theilbar ißt, so nennen wir es durch das 
Ideal theilbar, und wenn ein Functional q) in Factoren zer- 
legt ist, denen die Ideale a, b, ... entsprechen, so setzen wir 
auch, indem die Einheitsfactoren in der Bezeichnung weggelassen 
werden . 

(1) 9 = a b . . . 

Eine Basis des Functionals ist zugleich eine Basis des Ideals, 
und die absolute Norm des repräsentirenden Functionals stimmt 
mit der Zahl überein, die bei Dedekind die Norm des Ideals 
heisst. Sie soll also auch hier so genannt werden, und wir setzen 
demnach, wenn das Functional cp zu dem Ideal a gehört, 

( 2 ) ^a((p) = 

Die Norm eines Ideals ist also immer eine natürliche Zahl. 
Ist p ein Primideal und p die durch p theilbare natürhche 
Primzahl,' so ist 

( 3 ) Nip)=p^, 

und / heisst der Grad des Primideals p. 

Von den Normen der Ideale gilt, wie von den Normen über- 

haupt, der Satz 

(4) N(ai . . .) = . . . 
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In allen Fragen, die Bich auf Theilbarkeit beziehen, können 
die Ideale an Stelle der Functionale treten. So werden iu den 
die Congruenzen betreffenden Betrachtungen der §§. 165 Bis 168 
durchweg die Moduln durch Ideale ersetzt werden können. 
An die Stelle der absoluten Normen der Functionale treten die 
Normen der Ideale. 


§. 170. 

Aequivalenz. 

Wir nennen jetzt zwei Functionale, die sich nur durch einen 
Einheitsfactor unterscheiden, auch wenn sie gebrochen sind, 
associirt, und bezeichnen die Gesammtheit aller mit einem 
gebrochenen Functional associirten Functionale als gebrochenes 
Ideal Nun stellen wir folgende Definition auf: 

1 . Zwei ganze oder gebrochene Functionale 9 ), 1 /^ 
im Körper ß heissen äquivalent, wenn ihr 
Quotient g? : tIj mit einer Zahl associirt ist. 

Es heissen also die beiden Functionale g? und 7 ^ äquivalent, 
wenn eine Einheit e und eine Zahl oc in Sl existiren, so dass 


ist. Ist g? äquivalent mit ip und mit ^ 1 , so folgt aus ( 1 ) 
g) g? 

^ = a 5, ^ = Ol fii, 

folglich 

£l 

rpi « fi ’ 

und da «1 : « eine Zahl, ■ e eine Einheit ist, so folgt der 
erste Satz: 

2 . Zwei Functionale, di e mit einem dritten äqui- 
valent sind, sind auch unter einander äqui- 
valent. 

Theilt man hiernach alle Functionale des Körpers iß in 
Classen ein, indem man zwei Functionale in dieselbe oder in 
verschiedene Classen wirft, je nachdem sie äquivalent sind oder 
nicht, so ergiebt sich, dass zwei dieser Classen, die ein einziges 
gemeinsames Element enthalten, vollständig identisch sein müssen. 
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und die Classeneintheilung ist also durchaus eindeutig. Jede 
Classe ist durch ein heliebiges in ihr enthaltenes Functional, 
einen Repräsentanten, völlig hestimnit. 

3. Zwei mit einander associirte Functionale sind 
auch äquivalent und kommen daher in der- 
selben Classe vor. 

Denn wenn 95 und associirfc sind, so ist ihr Quotient 9 : 
eine Einheit, und (p und sind also auch äquivalent. 

Eine Classe enthalt also nicht bloss die einzelnen Func- 
tionale 9 , sondern alle durch diese Functionale bestimmten 
Ideale, und wir nennen diese Classen daher, wenn eine genauere 
Bezeiclmung nothig ist, Functionalclassen oder, häufiger noch, 
dem üblichen Sprachgebrauche gemäss, Idealclassen. 

4. Die Gesammtheit aller ganzen und gebrochenen 
Zahlen des Körpers ß, verbunden mit den sämmt- 
lichen Einheiten und den Producten von Zahlen 
mit Einheiten, bilden unter sich eine Classe, die 
die Hauptclasse genannt wird. 

Als Repräsentanten der Hauptclasse kann man z. B. die 
Zahl 1 betrachten. Die Hauptclasse, als Idealclasse aufgefasst, 
enthält das Ideal 0 und wird daher in der Folge durch den 
Buchstaben 0 bezeichnet. 

6 . In jeder Idealclasse giebt es ganze Functionale. 

Denn nach der Definition ist, wenn 9 irgend ein Functional 
und a eine Zahl ist, 9 mit «9 äquivalent Wir können aber 
nach §. 164, 5 . die Zahl «, sogar rational, so bestimmen, dass 
«9 ein ganzes Functional wird. 

6 . Aus jeder Idealclasse (7 können wir einen Reprä- 
sentanten 9 auswählen, der nicht nur selbst ein 
ganzes Functional ist, sondern auch zu einem 
beliebig gegebenen ganzen Functional m relativ 
prim ist. 

Nehmen wir, um diesen Satz zu beweisen, zunächst nach 5. 
einen beliebigen ganzen Repräsentanten 9 der Classe C und eine 
durch 9 theilbare ganze Zahl a, so ist 

( 2 ) (PX = ^ 

und z ganzes Functional Nun wählen wir (nach §. 160, 3.) 

Weber, Algebra. IX. 40 
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eine durch % theilhare Zahl ß so, dass ß % relativ prim zu ay 
■wird, und .setzen 

(3) il>X = ß- 

Da jetzt q> : eine Zahl ist, so ist mit tp äquivalent, und 
^ ist ein zu m theilerfremder Repräsentant der Classe G^), 


§. 171. 

Die Classenzahl des Körpers ß. 

Wir kommen nun zum Beweise des wichtigen Satzes: 

1. Die Anzahl der Idealclassen eines Körpers ß ist 
endlich. 

Dieser Satz ist gleichbedeutend mit dem folgenden 

2. In jeder Classe giebt es ganze Functionale, deren 
absolute Norm eine bestimmte endliche, nur von 
der Natur des Körpers ß abhängige Zahl nicht 
ubersteigt. 

Denn weil jedes ganze Funcüonal ein Factor seiner absoluten 
Norm ist, und jede ganze Zahl nur eine endliche Anzahl von 
Idealfactoren hat, so giebt es nur eine endliche Anzahl von 
ganzen Idealen, deren Norm unter einer gegebenen Zahl liegi 
Wenn nun bewiesen werden kann, dass in jeder Classe ein ganzes 
Ideal vorkommt, dessen Norm unter emer durch den Körper be- 
stimmten endlichen Zahl liegt, so ist die Endlichkeit der Anzahl 
der Classen nachgewiesen. 


Wir wollen hier im Vor übergehen auf eine AnaJogie der Aeqnivalenc 
der Ideale hinweiaen. Die ganze Theorie der algebraisohen Zahlen lÜBst 
sich, mit den nothwendigen Modificationen, übertragen anf die Theorie der 
algebraisohen Funotionen, die wieder ihreD geometnsohen Anedmok in der 
Theorie der algebraiBohen Curven findet Den Idealen entspreohen dann 
Punktflysteme anf einer festen Grundonrve und den Hanpti dealen volle 
Sohnittpunktsysteme der Gbnndcurve mit einer anderen algebimsohen Garve. 
Wenn sich zwei Punktsysteme zu einem vollen SohnittpunktByBtem ergänzen, 
was in der obigen Formel g)x = « seinen Anadmok finden würde, so wird 
von den beiden Punkt^stemen g?, / jedes der Rest des anderen genannt 
Zwei Punktsysteme, die, wie 93 , V', denselben Rest haben, werden in der 
Geometrie oorresidual genannt Dieser Begriff entspricht also der Aeqni- 
valenz, (YergL Brill n. Nöther, Mathem. Annalen, Bd. 7. Salmou, 
„higher plane Curves“, deutsch von Fiedler.) 
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Lassen wir, wie bisher, cdi, o? 2 , . . con eine Minimalbasia von 
Sl bedeuten, so werden aJle ganzen Zahlen des Körpers ans 

(1) tu = co^ota -t- -j 1- a)„a;„ 

erhalten, wenn wir den Xi, Xg, . . x„ ganze rationale Zahlwerthe 
ertheilen. Wenn wir eine positive ganze Zahl Je annehmen und 
festsetzen, dass keine der Zahlen aus dem Intervall i Je her- 
austreten soll, 80 wird der absolute Werth von o nicht über 
der Grenze 

(l®il + l“s| H 1- |©,|) fc = r& 

liegen, wenn unter |a)i|, ( cdj |, ... die absoluten Werthe (Ein- 
leitung, Bd. I, S. 21) der (reellen oder compleien) Grössen coi 
verstanden sind, und r die Summe 1 cdi | -j- | Og [ • bedeutet. 

Bilden wir den Ausdruck (1) für die n conjugirten Körper, und 
nehmen wir das Product, so erhalten wir, wenn wir noit B eine 
positive reelle Zahl bezeichnen, die über dem Product der 
« Werthe r hegt, 

( 2 ) Na(p)<:Rlc^, 

Diese Zahl B ist nur von der Natur des Körpers ß, nicht 
aber von Je abhängig. 

Jetzt sei ^ irgend ein ganzes Functional in Ä, und 
seine absolute Norm. Wenn wir die ganze Zahl ä so be- 
stimmen, dass 

( 3 ) 

und wenn wir ferner in (1) den Zahlen Xi die Werthe 0, 1, 2, . .., Ä 
ertheilen, so ist die Anzahl der verschiedenen Werthe, die aus (1) 
hervorgehen, Qc 1)", also grösser als Naiji). Nach §. 166, 3. 
ist aber die Zahl der nach dem Modul ^ incongruenten Zahlen 
gleich Nfl(^), und folglich müssen unter den so bestininiten 
Zahlen co mindestens zwei verschiedene nach dem Modul oon- 
gruente Zahlen Vorkommen. Ist also cd' = oo" (mod ^), so wird 
die Differenz 

(4) a = — oo” = (xi — (n^ -\ j- (xi — af^ (On 

durch (I theilhar sein, und zugleich sind die ganzen Zahlen 

Xi — = Cfij • • •? — Xn = dn 

absolut genommen nicht grösser als Je. Es giebt eine durch (l 
theilbare von Null verschiedene Zahl: 

(5) oc = Ch "1“ “I“ • • * ”(“ 


40 * 
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in der die ganzzahligen Coefficienten 0 ^, Oa, . . On Grenzen 
zt nicht überschreiten, und folglich ist nach (2) und (3) 

( 6 ) Na(a)< Bhf' Na (/i). 

Da mm a durch fi theilbar ist, so setzen wir 

(7) a = [iq), Na{u) = Na(li) Na(iq>), 
und erhalten aus ( 6 ) 

( 8 ) N,(q>)<B. 

Wenn nun 7p ein Repräsentant einer beliebig gegebenen 
Classe C ist, so wählen wir p, so, dass 

ß = (ITp 

eine Zahl ist, und wenn dann nach (7) 

a z= p<p 

ist, so ist 

g? a 

also 9 und tp äquivalent g? ist also gleichfalls ein Repräsentant 
der Classe G, und dieser genügt der Bedingung ( 8 ). Es kommt 
also, wie bewiesen werden sollte, in jeder Classe ein Functional 
yor, dessen absolute Norm unter Jt liegt 

Die Anzahl der Idealclassen, die wir mit ä bezeichnen wollen, 
ist hiernach eine dem Körper Si eigenthümliohe natürliche Zahl, 
die die Classenzahl genannt -s^ird. 

In dem einfachsten Falle, wo die Classenzahl gleich 1 ist, ist 
jedes Functional mit einer Zahl assooiirt, d 1 l es kann jedes 
(ganze oder gebrochene) Functional dqrch Absonderung eines 
Zahlenfactors in eine Einheit verwandelt werden. In diesem Falle 
lässt sich jede ganze Zahl des Körpers ß in Primzahlfactoren 
zerlegen, und diese Körper haben eine Theorie, die im Wesent- 
lichen mit der rationalen Zahlentheorie ubereinstimmt Für solche 
Körper ist die Einführung der Functionale und Ideale nicht noth- 
wendig. 

Hierher gehören neben dem Körper der rationalen Zahlen 
unter anderen der Körper der Gaus s’ sehen imaginären Zahlen 
und der aus dritten Einheitswurzeln gebildeten Zahlen (Bd I, 
§. 181, 182). 
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§. 172 . 

Die Gruppe der Idealclassen. 

Die Idealclaasen können auf Grund des folgenden Satzes 
componirt werden: 

1. Sind gj, 7p, (piy 7pi Functionale, und g? äquivalent 
mit g)i, 7p äquivalent mit so ist auch (prp äqui- 
valent mit (piTpi. 

Die Eichtigkeit hiervon ergiebt sich unmittelbar aus der 
Definition. Denn wenn g? : (pi und 7p : Tp^ mit Zahlen associirt 
sind, so ist auch q)7p : g^iTp^ mit einer Zahl aasocurt. 

Ebenso ergiebt sich auch der umgekehrte Satz: 

2. Ist g? äquivalent mit g?i und cpTp äquivalent mit 
g^iTpi, BO ist auch 7p äquivalent mit rp^. 

Betrachten wir also zwei Idealclaasen A, B, die auch iden- 
tisch sein können, und bilden das Product cp 7p irgend emes 
Functionais g? aus A und eines Functionais 7p aus J5, so ist die 
Classe 0, in der das Product q)7p vorkommt, unabhängig von 
der Wahl von gi und 7p, und die Claase 0 ist durch die beiden 
Classen A, B völlig bestimmt. Wir nennen G au8.4undB 
componirt und schreiben symbolisch 

(1) 0=AB = BA, 

Die Classe C enthält alle Products eines Elementes von A 
mit einem Elemente von B, kann aber auch noch andere Func- 
tionale enthalten. 

Da diese Composition aus der wahren Multiplication ab- 
geleitet ist, so gelten auch die Gesetze der Mnltiplication für 
diese Composition, nämlich das commutative und das associative 
Gesetz. 

Es folgt ferner aus dem Satze 2., dass, wenn AB = AB^ 
ist, auch B = Bl sein muss, und folglich erzeugen die Ideal- 
classen bei dieser Composition eine endliche Abel’sche Gruppe 
vom Grade h, auf die wir alle Sätze amwenden können, die wir 
im zweiten Abschnitt dieses Bandes über solche Gruppen kennen 
gelernt haben. 

Die Einheit dieser Gruppe ist die schon im §. 170 definirte 
Hauptclasse 0, die ja, wie wir gesehen haben, den Repräsen- 
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tanten 1 hat Um entgegengesetzte ClaBsen zu definiren, nehmen 
wir einen Repräsentanten q) einer Classe Ä und eine durch <p 
theilhare Zahl oc. Ist dann a = so ist % ein Repräsentant 
der Classe und es ist = 0. 

Ist A eine beliebige Classe, und h die Classenzahl, so ist 
immer 

Ä^= 0 , 

und wenn h die kleinste positive Zahl ist, die der Bedingung 

Ä^= 0 

genügt, BO ist & ein Theiler von A. Daraus ergiebt sich der Satz: 
3. Jedes Functional 9 in «2 gehört zu einem be- 
stimmten Exponenten ft, der ein Theiler der 
Classenzahl ä ist, so dass 9 * associirt ist mit 
einer Zahl in Ä 


§. 173. 

Primfactoren der natürlichen Primzahlen. 

Eine genauere Untersuchung der in §. 163 erklärten Basia- 
form r von a des Körpers ißt soll uns das Mittel geben, jede 
beliebig gegebene natürhche Primzahl p in ihre Primfactoren 
wirklich zu zerlegen, und damit aUe Primfunctionale des Körpers 
Ä, oder wenigstens Repräsentanten aller Primideale wirklich dar- 
zustellen 1 ). 

Es sei p ein behebiges Primideal vom Grade so dass 

( 1 ) 

ist, worin p die natürliche Primzahl bedeutet, die durch den 
Primfactor b theilbar ist. f ist ein positiver Exponent ^ n. 
Die kleinste ganze rationale Zahl, die durch p theilbar ist, ist jp, 
und jede andere ganze rationale Zahl, die durch p theilbar ist, 
ist daher auch durch p theilbar (§. 155) 

Wir müssen nun auch Congruenzen mit dem Modul p 
zwischen ganzen Functionen beliebiger Variablen mit Coeffioienten 

0 Wir folgen hier einer Arbeit von Hensel: „UnterBnohnng der 
Pnndamentalgleiohniig einer dattang fär eine reelle Primzahl als Modul 
und Beetmunung der Theiler der Diacmnin ante“ (Orelle’a Jonm., Bd. 118). 
Zn erwähnen sind auch die anderen Arbeiten von Hensel, ebend., 
Bd. 101, 1(H, 106, 113. 
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in D betrachten und bemerken, dass zwei solche Functionen nacli 
§. 160, 2. dann und nur dann congruent sind, wenn die 
entsprechenden Coefficienten congruent sind 

Den Körper der rationalen Zahlen bezeichnen wir mit ü 
und nennen demnach eine Function mit rationalen Coefficienten 
auch eine Function in B. 

Die Basisform von d 

(2) r = ©1^1 + -| [- 

genügt, wie wir im §. 163 gesehen haben, emer Gleichung 
Grades F('t) = 0, deren Coefficienten ganze rationale Functionen 
von ^1, ^ai ■ • sind- Es ist also F{t) jedenfalls durch p theil- 
bar, und daraus folgt, dass es ganze Functionen in 22 giebt, 
die ausser t irgend welche Vanable enthalten können, die durch 
die Substitution ^ = r in durch p theilbare Functionale in o über- 
gehen, die also der Congruenz 

(3 ) (t) = 0 (mod p) 

genügen, und wir werden also sagen können, z ist eine Wurzel 
der Congruenz 

(4) <P (^) = 0 (mod p). 

Die Function (P wird gewiss die Variablen ii, ^3, . . ent- 
halten müssen; sie kann aber auch noch andere Variable ent- 
halten, und wenn wir also die Variablen von <P mit f, «n • - . 
bezeichnen, werden wir auch setzen 

(6) «u • ■ Ol 

oder Ipirzer «), und diese Function enthalt ganze rationale 
Zahlencoefficienten. Wenn wir die Function 0{t) in die p*« Potenz 
erheben, und die Formel §. 167, 4 anwenden, so folgt aus der 
Congruenz (3) eine neue Congruenz 

(6) «5, . . .) = 0 (mod p). 

Ebenso ist aber auch 

(7) r'’ = H f- 1^)- 

Wenn wir dies in die Congruenz (6) substituiren, so entsteht 
eine durch p theilbare Function, in der die Variablen thi «aj ■ - 
unter denen ja die t„ mit enthalten sind, nnr in der 

ßtea Potenz Vorkommen.^ Die Congruenz muM also richtig hieiben, 
wenn wir die «?,«?,.. • und also auch die 

unabhängige Variable Ui, Wa, . . • • -i ersetzen (§. ). 
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Setzen wir demnach 


( 8 ) = (Diti 

so ergiebt sich ans (6) 

« 2 , . . = 0 (mod 

und folghch ist anch eine Wurzel der Congruenz (4). 

Dieses nämliche Verfahren lasst sich wiederholt anwenden^ 
und wir finden, daas auch 

•Pa == CD? -f- Cof* ^ “h ■ * * H“ in 

Wurzel der Congruenz (4) ist, u. s £ 

Wenn wir also ein System yon Formen tr definiren durch 


(9) Xr = 4- Gif + • ■ 4- of 


fiir beliebige positive Exponenten r, so sind alle diese Grössen 
zugleich Wurzeln der Congruenz (4). Es ist noch die Frage zu 
beantworten, wie viele von diesen Formen Xr von einander ver* 
schieden smd. 

Nach §. 167, (4) ist sicher 


Tr = V (mod b), 

wenn 

f = r' (mod f) 

ist, und folglich giebt es unter den Tr gewiss nicht mehr als / 
nach dem Modul p verschiedene 

(10) TT, Ti, Tj, . . ^ T/_i. 

Dass diese Formen aber wirklich von einsrnder verschieden 
sind, ergiebt sich daraus, dass wir nach §§. 162, 167 für die 
Variablen ^ tn solche ganze rationale Zahlen setzen können, 

dass T in eine primitive Wurzel y des Pnmideals p ubergehh 
Durch dieselbe Substitution werden die Grössen (10) 

(11) = Y, y», Y^~^ (mod (j), 

die nach dem Modul p alle von einander verschieden sind. Es 
können also auch nicht zwei der Formen (10) nach dem Modul p 
congruent sein, weil sonst auch die beiden entsprechenden Zahlen 
(11) congruent ausfallen würden. 

Dies fassen wir als Satz so zusammen: 


1. Jede Congruenz (4), deren eine Wurzel t = x 
ist, hat die / verschiedenen Wurzeln 


T, Tj, Tg, . > >, Tj» — i. 
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Hiernach können wir, indem wir 0(t) durch t — r algebraisch 
dividiren, 

O (t) = (t — t) Ol (t) (mod b) 

setzen und tj, . . sind Wurzeln von Oi(^) = 0, worin 

aber Oi(0 nicht rationale Coef&cienten, sondern Coef&cienten 
in 0 hat. Dividiren wir Oj (t) wieder durch t — ri , und fahren 
so fort, so folgt endlich, wenn wir also nun die Function/*®“ 
Grades 

( 12 ) n(t) = (^ — r) (i - tO • . . (i - v-i) 

einfiihren, 

(13) 0(0 = JT(0 Oo(0 (modp), 

worin Oq (t) eine ganze Function mit Coefficienten in o ist. 

Die Function 11 (t) hängt von den Variablen ii, . . tn ab, 
und um dies auszudrucken, setzen wir 

Il{t) = n (^, ii, . . ^ ^n)- 

Die Coefficienten dieser Form sind Zahlen in o, und es lasst 
sich noch nachweisen, dass sie mit ganzen rationalen Zahlen 
nach dem Modul p congruent sind. Dieser Beweis ergiebt sich 
durch Erheben in die Potenz: 

[n(t)y = — t^) (t* — ■cf ) . • • (.t^ — c/-i). 

Nun ist aber nach (9) 

tf = ß)f ^ h tn (mod J)), 

und wir erhalten also rf aus Tr+i, wenn wir U durch t? ersetzen, 
und Tj, ist congruent mit r. Demnach erhalten wir die Con- 
gmenz : , ^ 

[J7(f, ti, tj , . . QY = *») 

Damit ist nach §. 167, 4. der Satz bewiesen: 

2. Die Function 

JI{f) = (t — T)(t — ti) . . .(t — Vf-0 

ist nach dem Modul p mit einer ganzen und 
homogenen Form Grades in B der Variablen 
t, ti, ts, . . tn congruent 

Diese ganze rationale Function, deren Coefficienten bis auf 
Vielfache der Pnmzahl p völlig bestimmt smd, wollen wir mi 

P(0 bezeichnen. 

Dann folgt aus (13) 

S>(t) = P(t) ®o(^) (modp> 


( 14 ) 
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Ersetzt man hierin die Variablen t, u durch up, so ergiebt sich 
<2>(iP, wJ») = P(^P, uP) ^oitP, uP) (mod p), 
und indem man (14) m die Potenz p erhebt 

[0{t,u)]P = [P(t, u)]p w)]P (mod b) 

Weil aber O (t^ u) eine ganze Function in B ist, so sind die 
linken Seiten dieser beiden Congruenzen nach dem Modul p con- 
gruent, und aus P(^p, up) = [P(^, u)]p folgt 

[P(f)]p [a>o (t, tt)p — <&o «P)] = 0 (mod b), 

und daraus, da P(t) nicht durch b theilbar ist (weil der Coeffi- 
cient von t/ den Werth 1 hat): 

(15) [^,{i,u)-\P = ^,{tP,uP), 

woraus nach §. 167, 4. hervorgeht, dass auch mit einer 

ganzen rationalen Form nach dem Modul b congruent ist 

Demnach können wir in (14) auch Oq (t) als ganze Form 
in B annehmen, und dann muss nach §. 157, 3. die Congruenz 
(14) nicht nur fiir den Modul b, sondern für den Modul p be- 
stehen. Daraus erhalten wir den Satz: 

3. Unter den Functionen <P(^), die für t = t in ein 
durch b theilbares Functional übergehen, ist 
P(^) vom Grade / in Bezug auf t vom niedrigsten 
Grade, und wenn (^(t) eine beliebige unter ihnen 
ist, so lasst sich eine ganze Function 0Q(t) in B 
so bestimmen, dass 

® (i) = P (t) ^0 (ß) P) 

wird. 

Lassen wir in ® (i) und Oq (t) Glieder weg, deren Coefficienten 
durch p theilbar sind, so ist der Grad von d>(^) m Bezug auf t 
um / grosser als der Grad von (t), 

P (f) ist eine ganze Function in B der Variablen ii, ta, . . ., ^ni 
die durch die Substitution ^ = r in ein durch b theilbares Func- 
üonal ubergeht, die natürlich nicht mehr in B enthalten ist. 

Die Bedeutung dieser Form P(^) tritt nun noch deutlicher 
hervor, wenn wir den Satz beweisen: 

4. Der Primfactor b ist der grösste gemeinschaft- 
liche Theiler von^ und P(r). 

Dazu haben wir nachzuweisen, dass, wenn p durch b bi theil- 
bar ist, wo bl bl zwei gleiche oder verschiedene Primfactoren 
sind, P(r) zwar durch b, nicht aber durch bbi theilbar ist. 
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Nach §. 160, 3. existirt immer eme Zahl g in o, die zwar 
durch aber nicht durch {3 theilbar ist. Diese ZaJil wird die 
Form haben 

(16) I = ©1 -|- fla ® j On ®nj 

worin die Oi, Oj, . . o« ganze rationale Zahlen sind, und geht 
also aus der Form t hervor durch die Substitution 

(17) (^1, t), . . ifi) = (dl, tia? . . •? 

Wenn wir dieselbe Substitution in den in (9) definirten 
Formen machen, so geht Xr ©hie Zahl über, die nach 
dem Fermat’schen Satze der Congruenz 

= Ir (mod p) 

genügt und also sicher auch durch p theilbar ist 
Wenn wir daher in der Form 

n(t) = — — — 

Tr -(- It- an Stelle von Vr setzen, so bleibt diese Form mit sich 
selbst nach dem Modul p congruent. Diese Substitution kommt 
aber darauf hinaus, dass wir ti tn 

Stelle von ti, ^a, . . substituiren, und wir erhalten demnach 

n(t] + Ol, . . + a„) = n(t, . . ., ^n) (mod p), 

und wenn wir J7 durch die congruente Form P ersetzen 
P{t, + Ol, . . tn + On) = P(t, t,, . . Q (mod P). 

Da aber die Form P lauter rationale Coefficienten hat, so muss 
die letztere Congruenz auch nach dem Modul jp stattfinden, also 

(18) P(i, + ffli, -1- fit») = P(i, ii, . . t„) (mod p). 

Diese Congruenz besteht für variable ti, . . tn- 

Nehmen wir nun an, dass, entgegen dem zu beweisenden 
Satze, P(t) durch ppi theilbar sei, so besteht die Congruenz 

(19) P(t, = 0 (mod ppi), 

und diese bleibt richtig, wenn für die unabhängigen Variablen 
^ 1 , t,, . . t„ die Substitution + Oi, • • •? ^ S®’ 

macht wird, und da hierdurch t in t -|- | übergeht, so folgt 

(20) P(t -|- Ol, . . -5 ^n “1“ fln) = ö (mod ppi). 

Machen wir andererseits in der Congruenz (18) die Sub- 
stitution t = T -j- BO folgt 

(21) P(T + g, h, . . ., tn) = P(T + g) = 0 (mod PPO- 
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NehniGii wir nnn zunächst an, sei von p verschieden^ 
dann können wir so schliessen: 

Wir setzen in (21) = . . = #„ = 0, also auch r = 0. 

Dadurch aber geht F{t) in tf über (abgesehen Ton Vielfachen 
von j)), und es ergiebt sich aus (21) 

0 (mod ppi), 

was aber der Annahme widerspricht, dass ^ nicht durch pj theil- 
bar sein soll. 

Ist aber Pi = p, so ordnen wir (21) nach Potenzen von g 
und erhalten 


( 22 ) 


P(r + f) = P(r) + fP'(r) + ^ p»(^) . . 


wenn P'(#), P"(t), ... die Derivirten von P(#) sind, wobei zu 
beachten ist, dass die Formen 

trotz der scheinbaren Nenner ganze Formen in JR sind. Da nun 
nach (19) und (21) P(t + f) und P(t) durch p» theübar smd, 
und ebenso nach Voraussetzung |», wahrend | nicht 

durch ps theübar ist, so folgt aus (22) 

J*'(t) = 0 (mod p), 

woraus wegen 

P(t) = JI(t) (mod p) 
nach der Bedeutung (12) von 17 (t) folgt: 

= (’' ’-i) Tj) ... (z — T/—i) = 0 (mod p). 

Dies ist aber unmöglich, weü die r, wie wir 

gesehen haben, nach dem Modul p mcongruent sind. Damit ist 
also unser Satz 4. vollständig bewiesen. Wir können hiernach 

Ss p büZ: ^ 

( 23 ) x = xp-^yF(t). 

Subsütetion t = t nicht nur durch p, sondern durch die natur- 
liehe Pnmzail p theübar werden, also der Congruenz 

(^^) ®(T) = 0(modp) 

genügen. Die Primahl p möge folgendermaassen in ihre Prim- 
factoren m ß zerlegt sein: 
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(26) l> = PPip2-.-, 

worin 

ft fti fti • • ■ 

gleicjhe oder verschiedene Primideale der Grade 

- • • 

sind. Diesen Primfactoren entspricht (nach dem Satze 3.) eine 
Eeihe ganzer rationaler Functionen 

-P (0> -Pi (Oj -Ps ©1 • • • 

der Grade/, /i,/a, - . und wenn etwa p mit pi identisch ist, 
so ist auch P(t) mit Pi(t) identisch. Wenn man in (26) rechts 
und links die Norm nimmt, und die Formel iV (p) = berück- 
sichtigt [§. 157, (3), §. 169, (3)],jS0 folgt 

(26) w = / -j- /i “1- /a + “ * • 

Wenn nun <D(Q eine der Bedingung (24) genügende ganze 
rationale Form ist, so folgt aus dem Satze 3. 

(27) 0{t) = P(t) (t) (mod jp), 

worin 0i(t) eine ganze Function in B ist, die der Bedingung 
P(r) (r) = 0 (mod p pj . . .) 
genügt Nach dem Satze 4. folgt hieraus 

(28) O»! (t) = 0 (mod pi pa . . .), 

und daraus schliesst man wieder nach Satz 3. (auf pi angewandt) 
(Pi (t) = P, (t) a>a (t) (mod jp). 

Hierin lässt sich dieselbe Betrachtung wiederholen, die zu 
der Congruenz 

(t) = 0 (mod pi . . .) 
führt, woraus wieder nach 3. 

0,{t) = P,{t)^,(t) (modjp) 

zu Bchliessen ist Fährt man damit fort, bis alle Primfactoren 
von p berücksichtigt sind, so ergiebt sich der folgende Satz: 

Ö. Ist ®(Q eine ganze Function in ü, die durch die 
Substitution t = t durch p theilbar wird, so lässt 
sich eine andere ganze Function ®o(Q -B so 
bestimmen, dass 

<29) <» (t) = «0 (t) P (f) Pi (t) P, (#)... (mod p) 

wird 
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Das Product P(t) P^(t) Pi(i) ... ist vom Grade n—f 
yj_| und ist die ganze rationale Form niedrig- 

sten Grades, die durch die Substitution t = r durch ft 
theilbar wird. 

Zu den im Satze 5. vorkommenden Functionen (Ä) gehört 
auch die ganze Function Grades 

die für Ä = TT verschwindet Für diese Function wird Oq (t) von £ 
unahhangigi und da sowohl in F(f) als in P(Q, Pi(0» ^2(0» • • ^ 
die höchste Potenz von t den Coeffioienten 1 hat, so wird 
^0 (i) = 1. Es gilt also die Congruenz 

(30) N{t — r) = P(t) Pi(£) Pä(0 . . . (mod p). 

Fassen wir in der Zerlegung (26) der Primzahl jp die gleichen 
Primfactoren zu Potenzen znsammen, so können wir, wenn Ü 11 P 2 , ■ • . 
verschiedene Primideale der Grade /i, /j, . . . sind, die positivcrk 
Exponenten ei^ - so annehmeu, dass 

(31) = 
und 

(32) w = <9i /i -f- ^8 /s + • • • 
wird. Die Formel (30) nimmt dann die Gestalt an 

(33) N(t - r) = [P, (#)]-! [P. (t)]^ . . . (mod p). 

§. 1T4, 

Dedekind’s Satz über die Korperdiscriminante. 

Die in der Discriminante J des Körpers ß aufgehenden 
natürlichen Primzahlen haben in Bezug auf ihre Zerlegung in 
Primfactoren einen besonderen Charakter, über den ein Satz von 
Dedekind die bündigste Auskunft giebt, zu dessen Ableitung 
wir jetzt schreiten 1 ). 

Wir bilden nach §, 162, 3, die Potenzen der Bsisißform 
und erhalten die Ausdrücke: 

Dedekind, „Ueber die Dißoriminanten endlicher Körper“ im 
XXIX, Bande der Abhandlungen der Gesellschaft der Wiflsenflohaften iu 
Göttingen (1882) 
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(1) T* = tti.fcOi -i- — \+ 

worin die Ui^jc ganze rationale Fanctionen der Variablen .,^n 

sind. "Wir setzen wie oben 

(2) F({) = N(t - r), 

so dass F(z) = 0 ist Nun bilden wir nach §.161 die Dis- 
criminante von r: 

(3) ^(r) = (-!)"'"*■” NF'itl 

wofür Bich nach (1) der Werth z/ ergiebt, wenn jd die Korper- 
discrimmante und 




«1,0, 

«*.0. • ■ 

•? «n, 0 


u = 

«1.1. 

«».1. ■ • 

«n,l 



«l.«-l. 

«a,n— 1 , • • 

•j «n,n — 1 


also eine ganze Function in iJ ist 

Wir müssen nachweisen, dass die Form U eine Einheit ist. 
Angenommen, es gehe in U irgend eine Primzahl p auf, so 
können wir, wie schon im §. 164 bewiesen ist, ein System ganzer 
Functionen «/o» • • o ^n— i in -B? die nicht alle durch p 

theilbar sind, so bestimmen, dass für ^ = 1, 2, . . « 

yoW<,o + H h yn-iWi,n-i = 0 (mod Jj) 

wird. Dann aber ergiebt sich aus (1) 

yo + H f- = 0 (modjp). 

Dies widerspricht aber dem Satze 5, des vorigen Paragraphen, 
nach dem r nach einem Primzahlmodul p kemer Congruenz von 
niedrigerem als Grade genügen kann. 

Demnach ergiebt sich aus (3), dass die Grundzahl J des 
Körpers, vom Vorzeichen abgesehen, die absolute Norm 
der Function F^('ü) ist, dass also 

(5) ±^ = Na[F'(t)] 

zu setzen ist. 

Wenn nun statt der ©< eine andere Basis mi von o zu Grunde 
gelegt wird, so tritt an Stelle von t eine andere Form 

(6) = ®I^l + H h 

wofür wir auch setzen können 

(7) r' = £Di ^ “1- “h • ‘ * "h 
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und darin sind die coi mit den coi durch eine lineare Substitution 
mit der Determinante ± 1 verbunden (§. 162): 

(8) (®l, • • "i ®n) = (®l) • • *1 ®ä)- 

Führt man diese Substitution in (6) aus, und ordnet nach 
coj, Oj, . . cDnj so ergiebt sich 

(9) (^1, ti, . . tn) = Ol (^ 1 , ^2? * • M fn)^ 

wenn Oj die transponirte Substitution von C ist (§. 41). Bildet 
man nun die Function F(t) für die Function r', so mag sich Fi (t) 
ergeben; die Ableitung für ^ = t' sei J?i(v'). Setzen wir nun 

so ist W eine ganze Function in iJ, und es ergiebt sich wegön (7) 

-FiW = g. 

Da die Substitution (9) umkehrbar ist, so folgt hieraus, dass 
die beiden Functionale F'(r) und Fi(y) gegenseitig durch ein- 
ander theilbar sind (§. 160), und dass sie mithin assocürt sind. 

Die Function i^'(r), deren absolute Norm gleich dem ab- 
soluten Werthe der Grundzahl ist, nennen wir daher das Grund- 
functional, und das durch F' (t) repräaentirte Ideal das 
Grundideal des Körpers Ä Nun sei p® die höchste Potenz des 
Primideals p, die in ^ aufgeht, und e ^ 1, dann können wir 
nach 5. des vorigen Paragraphen 

(10) F(f) = F(ty 0(t) (mod p) 

setzen, worin <3?(f) eine ganze Function in B von der Beschaffen- 
heit ist, dass <I>(r) nicht durch p theilbar ist. Aua (10) aber 
folgt, indem wir ie Ableitung nach t büden, was offenbar ge- 
stattet ist: 

V(t) = e P(ty-^ F(t) 0(t) + P(ty (mod p). 

Setzen wir hierin t = so geht P (^) in eine durch p un- 
theilbare Form P(z) über (was wir schon im Beweis von §. 173, 4. 
gezeigt und benutzt haben) und wir erhalten: 

(11) = eP(xy—'^ •P'('p) (mod p®). 

Nun ist (nach §. 173, 4.) jP(t) durch p, aber nicht durch p» 
theilbar, P'(t) und ^(r) sind durch p nicht theilbar, und so 
giebt uns also die Formel (11) den Beweis des folgenden Satzes: 

1. Ist p ein beliebiges Primideal, p die durch p theil- 
hare natürliche Primzahl, und p® die höchste in 
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p aufgehende Potenz toh J), so ist die Grundform 
F'(r) allemal theilbar durch ist förner der 

Exponent e nicht theilbar durch jp, so ist F' (t) 
nicht theilbar durch p®, ist aber e theilbar durch 
80 ist F^(r) theilbar durch p® und vielleicht 
durch noch höhere Potenzen von p. 

Wenn e grösser als 1 ist, so ist hiernach durch p 

theilbar, und folglich ist Na [F^ (i^)] und also auch die Grundzahl ^ 
durch p theilbar. 

Wenn aber alle Primideale p nur in erster Potenz in p auf- 
gehen, so ist F' (r) relativ pnm zu p. Zerlegt man also F' (z) 
in seine Primfactoren, so kommt darunter keiner vor, dessen 
Norm eine Potenz von p ist, folglich ist auch Na\_F^ (z)] und ^ 
durch p nicht theilbar. Daraus folgt dann der Satz : 

2. Eine natürliche Primzahl p ist dann und nur 

* 

dann im Körper ß durch das Quadrat eines Prim- 
factors theilbar, wenn p in der Grundzahl von .ß 
aufgeht 

Aus diesen Betrachtungen können wir noch andere wichtige 
Schlüsse ziehen. 

Wenn wir das System der linearen Gleichungen (1) in Bezug 
auf £Di, © 5 , . . ., CD» auflösen, so erhalten wir Ausdrücke mit dem 
Nenner der, wie wir gesehen haben, eine Einheit ist. Sub- 
stitmrt man diese Ausdrücke in 

(12) © == iCi ©1 -f iUs ©a sCfi(On, 

worin die a^i, aJg, . . ., a?« ganze rationale Zahlen oder ganze 
rationale Functionale sind, so erhält man einen Ausdruck von 
der Form 

(13) © = A + H + 

worm die -4o, J.i, . . J-n-i gleichfalls ganze rationale Func- 
tionale bedeuten. Nach § 162, 3. wird aber in dieser Form 
jede ganze Zahl und jedes ganze Functional des Körpers Sl dar- 
gestellt, und wir können daher den Satz aussprechen: 

3. Die Potenzen 

1, r, r», . . ., 

bilden eine Basis der ganzen Functionale des 
Körpers iß. 

Weber, Algabra. IL 
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Wendet man anf die DarateUung (13) die Sätze des § lö, 
(9), (10) des ersten Bandes an, so ergiebt sich, wenn 8 das 
Zeichen for die im §. 150 erklärte Spur ist, 

(14) Spfj^ = Än-i’, 

wodurch der Satz bewiesen ist: 

4. Ist CD eine ganze Zahl oder ein ganzes Func- 

tional des Körpers ß, so ist die Spur von 
ein ganzes rationales Functional. 


Neunzehnter Abschnitt 


BezieliniLgen eines Körpers zu seinen Theilern. 


§. 175. 

ßelativnormen. 


Wir wollen jetzt zunächst die Modificationen betrachten, die 
in den Definitionen und Sätzen der Theorie der algebraischen 
Zahlen eintreten, wenn an Stelle des absoluten Rationalitäts- 
bereiches, d. h. des Körpers der rationalen Zahlen, ein be- 
hebiger algebraischer Zahlkörper gesetzt wird. Es werden sich 
dabei einige wichtige Ergänzungen auch für die allgemeine 
Theorie der Primfactoren ergeben, die in einer Reihe von Dede- 
kind und Hilbert aufgestellter Sätze ihren Ausdruck finden 9- 
Es sei also B ein algebraischer Zablkörper Grades, und 

(1) / (®) = -f- «1 «n = 0 

eine in J2 rationale und irreducible G-leichung Grades. Der 
Körper ß = iJ(®) ist ein algebraischer Körper über R, der in 
Bezug auf B. vom Grade ist (Bd. I, §. 149). Im absoluten 
Rationahtätsbereiche ist ß vom Grade ww, und wenn q eine 
Pnmitivzahl des Körpers B ist, so ist 


( 2 ) 




3 — 0, 1, 

^ = 0 , 1 , 


n — 1 
m — 1 


eme Basis des Körpers ß, denn wegen der Irreducibilifät der 


Dedekind, „Ueber die DiBoriminanten endlioher Körper“, Abband- 
lungen der Göttinger G^ehßchaft dei* ■W’i88enBC5haffceii (1002). »Znr Theorie 
der Ideale“, Nachnohten der Geeellflobaft der ‘WiflsenBoiLaften zu Göttiugen 
1894, Nr. 4> Hilbert, „Grondzüge einai* Theorie des GaloiB’aohen Zahl- 
körpera“. Ebend. 1894, Nr. 3. „Theorie der algebraischen Zahlkörper“, 
Jahreabenoht der deutachen Mathematiker-Vereinigung 1894/0Ö. 


644 Neunzehnter AbBohnitt. § 176. 

Gleichung (1) kann zwischen den wn Zahlen (2) keine lineare 
Relation mit rationalen Zahlencoefficienten bestehen. 

Jede Zahl 03 des Körpers «Ö kann als ganze Function 
(w — 1)^ Grades von 0 mit Coefficienten in B dargestellt werden, 
und jede solche Zahl co genügt emer in B irrednoiblen Gleichung 
höchstens vom Grade; o ist dann und nur dann eme ganze 
Zahl, wenn diese Gleichung, nachdem der Coefficient der höch- 
sten Potenz auf 1 gebracht ist, ganze Zahlen in B zu Coeffi- 
cienten hat 

Den Inbegriff aller gamzen Zahlen in iß bezeichnen wir, wie 
früher, mit o. 

"Wenn wir, ohne die Zahlen des Körpers B zu veräjidem, 
für 0 die sammthchen Wurzeln ®i, 0^, . der Gleichung (1) 

nehmen, so erhalten wir n Körper 

(3) = B{0,), ßa = , ßn = 

die in Bezug auf den Körper B conjugirt sind. 

Sind cDi, CD), . . cDn entsprechende Zahlen dieser Körper, 
so heisst das Product 

(^) 5ft£(a3) = ©3 . . . m,, 

die in Bezug auf genommene Partialnorm (Relativ- 
norm) der Zahl co. 

Eme Zahl des Körpers B hat eine in diesem Körper 
genommene gewohnhche Norm Nsirj), die eine rationale Zahl 
ist. Die Relativnorm ist nun eine solche Zahl 97, und 

wenn wir ihre Norm im Körper B nehmen, so erhalten wir die 
Totalnorm der Zahl co im Körper der rationalen Zahlen: 

(5) Ns,(iD) = Nm^^(co). 

Dies ergiebt sich, wenn man co durch die Potenzen (2) von 
0 und Q ausdrückt, sodann für q die m conjugirten Werthe, 
und zu jedem dieser q die nach B conjugirten Werthe 0 setzt. 

In demselben Sinne haben nun auch dieFunctionale des 
Körpers ß und die. durch diese erzeugten Ideale ihre Partial- 
normen. Die Partialnorm emes Functionais m ß ist ein Func- 
tional in B, und demnach ist die Partialnorm eines Ideals in ß 
ein Ideal in B. 

Von den conjugirten Idealen können auch zwei oder mehrere 
einander gleich sein, und zwar kann dies auch dann eintreten, 
wenn die die Ideale repräsentirenden conjugirten Functionale 
nicht identisch sind, wenn sie nur associirt sind. Wenn man 
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daher nur das Product aller von einander verschiedenen unter 
den conjugirten Idealen nimmt, so braucht dies keineswegs ein 
Ideal in jR zu sein. 

Was hier von den Nonnen ausgefuhrt ist, gilt auch von den 
anderen symmetrischen Functionen, insbesondere von den Spuren. 
Wir nennen die Summe 

(6) ©jg (©) = coi a>3 -|- ■ • • — [- ©rt 

die Partialspur (oder Relativspur) von co in Bezug 
auf B. Sie ist eine Zahl oder ein Functional in R, und wir 
erhalten fiiK die Totalspur 

(7) &(©)= &©£(©), 

worin die Bedeutung der Zeichen unmittelbar verständlich ist. 

Ist p ein Pnimdeal in ß, so giebt es eine und nur eine 
durch p theilbare natürliche Primzahl p. Zerlegt man diese in 
ihre Pnmfactoren in R, so muss einer dieser Primfactoren, den 
wir mit bezeichnen, durch p theilbar sein. Ist dann 91 irgend 
ein Ideal in R und zugleich durch p theilbar, so ist der grösste 
gemeinschaftliche Theiler von ^ und 91, der nach §.156 auch m 
R enthalten ist, durch p theilbar, und ist also gewiss keine Em- 
heit und 21 sind also nicht relativ pnm, und 91 ist folghch 
durch das Ideal Sß theilbar. Ist 91 auch ein Primideal, so müssen 
91 und identisch sein. Damit ist bewiesen: 

1. Ist p ein Primideal in Ä, so giebt es ein und nur 
ein Primideal ^ in R, das. durch p theilbar ist, 
und jedes durch p theilbare Ideal in R ist zu- 
gleich durch theilbar. 

Zerlegt man im Körper lö und setzt 

= b fl, 

so ergiebt sich, indem man die Partialnorm in Bezug auf R 
nimmt, 

(8) r = 

und hieraus folgt, dass (p) eine Potenz von ^ ist. Setzen wir 

(9) 91^(1)) = 

SO heisst f der relative Grad von p in Bezug auf R. 

Ist andererseits /' der Grad des Primideals in R in Bezug 
auf den absoluten Rationalitatsbereich, also 



646 


Ifenncehnter Absohnitt 


§. 176 


80 ergiebt sich nach (6) und (9): 

(10) NQ(p)=pff, 

Also, wenn /o der (absolute) Grad von p ist, 

(11) fo = //'. 

Hieraus ergiebt sich sofort die folgende Verallgemeinerung: 
2. Ist 

*^8? • ■ • 

eine Keihe von Zahlkdrpern, deren jeder die 
folgenden als Theiler enthält, ist 

Pli Pa? Ps? • - • 

eine Reihe von Primidealen in diesen Körpern, 
deren jedes durch das Vorausgehende theilbar 
ist, und ist /<, 3 fc der Grad des Primideals p^ in 
ißrf in Bezug auf den Körper so ist 

(12) /i,3t = 

Denn ist/^ der absolute Grad von so ist nach (11): 

fi = =/<.fc-i/Ä~i? 

/s-l 

Also 

/<•* = Ai-i/i-i.Äi 

woraus (12) durch vollständige Induction folgt. 

§. 176. 

Primitivwurzeln der Primideale. 

Wir setzen jetzt zur Vereinfachung, indem wir unter P eine 
Potenz der Primzahl p verstehen, 

(1) = P, 

so dass nach (10) des vorigen Paragraphen 

(2) 2r£(p) = P^ 

wird, wenn f der relative Grad von p in Bezug auf B ist. 

Ist dann irgend eine ganze Zahl in B, so ist nach §.167 

(mod qj), 

also auch 

(3) = n (mod p), 
und für jede Zahl m in o. 

(4) ca^ = m (mod p). 
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Die Anzahl der nach ^ incongruenten ganzen Zahlen in R 
ist P, und die Anzahl der nach p incongruenten Zahlen in Sl 
ist P^. 

Wir haben schon früher (§. 167) gezeigt, dass es zu jedem 
Prunideal p Primitivwurzeln y giebt, d. h. Zahlen in Ä, die 
der Congruenz 

(5) = 1 (mod p) 

genügen, und zugleich die Eigenschaft haben, dass keine niedrigere 
Potenz mit positiven Exponenten der Einheit congruent wird. 
Dann ist jede durch p nicht theilbare ganze Zahl in Sl mit einer 
und nur mit einer der Potenzen von y 

(6) 1, y, y*, . ■ y^-“ 
nach dem Modul p congruent. 

Jede ganze Zahl ® in ä genügt einer Gleichung höchstens 
vom n*“ Grade, deren Coefficienten ganze Zahlen in B sind. 
Diese Gleichung ist zugleich eine Congruenz nach dem Modul 
und unter allen solchen Congruenzen wird es eine von mög- 
lichst niedrigem Grade 

F(®) = 0 (mod p) 

geben, m der wir überdies den Coefficienten der höchsten Potenz 
von 0 gleich 1 annehmen können. Denn ist der höchste (durch 
p und folglich durch ^ untheübare) Coefficient so können 
wir immer der Congruenz 

= 1 (mod 

durch ein ganzzahliges rj in B genügen, und haben dann nur 
die Function F mit diesem f} zu multiphciren. Wir können 
also, wenn t eine Variable ist, die Function F in der Form an- 
nehmen: 

F(t) = + Ol 4- 4 1- 

deren Coefficienten (»i, ocj, . . ot» ganze Zahlen in B sind. Durch 
Division können wir dann für jede andere ganze Function Fi {t) 
den Quotienten Q(t) und den Rest (p(t) bo bestimmen, dass 

(7) ^ F,(t)= Q(t)F(t) + <p(t), 

worin 

(8) 9(0 = Po 4" Pi ^ "t“ • ■ ■ H~ Pv-i*’’”^ 

eine durcli Fi(t) eindeutig bestimmte Function (y — 1)*?“ Grades 
ißt, mit ganzzahligen Coefficienten die in S enthalten sind 
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Setzen wir für 0 die Primitivwtirzel y und für (f) eine 
Potenz von t, so ergiebt ach aus (6), (7) und (8), dass jede durch 
p nicht theilhare Zahl m einer Congruenz 

(9) £D = + (ijy -| 1- (mod 

genügt, und da die q auch = 0 sein können, so gilt dies auch 
noch für ein durch p theilbares 

Die Coefficienten q in dem Ausdrucke (9) sind durch ca 
seihst nach dem Modul ^ völlig bestimmt, da nach unserer 
Voraussetzung y keiner Congruenz in Ji von niedrigerem als dem 
T/teu Grade genügen soll, deren Coefficienten nicht alle durch ^ 
theilbar sind. Folglich giebt es, da jeder der Coefficienten in (9) 
nur P incongruente Werthe haben kann, P^ und nicht mehr 
incongruente Zahlen o?, und daraus folgt, dass v =: f sein muss. 

Aus einer Congruenz F(y) = 0 (mod p) folgt nun aber 
durch wiederholtes Potenziren mit Rücksicht auf (1):‘ 

= 0, FQy^) = 0, . . . (mod ^j), 
und wir haben also den Satz bewiesen (§. 167, 2.): 

Eine Primitivwurzel y von p genügt nach dem 
Modul p einer Congruenz in P vom Grade, 
deren sammtliche Wurzeln 

y^’, • - y^-" 

Sind. 

Diesem Satze kann man auch den Ausdruck gebGn : 

Das Product 

(10) (t~Y)(t-YP)...(t~y^-i) 

ist nach dem Modul 1) mit einer ganzen Func- 
tion F({) in R congruent 

§. 177. 

Relativdiscriminanten. 

Es sei jetzt t eine Basisform von o, also, wenn, -wie früher, 
n der Relativgrad von ß in Bezug auf JZ und i» der Grad von B 
ist, eine Linearform von ran Variablen, durch die man alle ganzen 
Zahlen des Körpers ß darstellen kann, wenn man für die Variablen 
ganze rationale Zahlen setzt. Es ist daun 

( 1 ) F(t) = Nsit-t) 
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eine irreducible Function wn*®“. Grades von t mit ganzen ratio- 
nalen Functionen als Ooefficienten (im absoluten Rationalitäts- 
bereich), deren Wurzel x ist 

Ebenso sei <J eine Basisform der ganzen Zahlen in iJ, also 
eine Linearform von m Variablen, und Wurzel einer irreduciblen 
Function Grades: 

( 2 ) = 

Aus der Function F(t) spaltet sich im Körper B eine irre- 
ducible Function Grades ab 

(3) 

deren Ooefficienten ganze Functionale in B sind. Wir beweisen 
zunächst den wichtigsten Satz 

1. Das Functional F* iy) ist mit dem Product der 
beiden Functionale f iy) (<0 associirt, 
oder in Zeichen: 

(4) F'(T) = sf(x)t'W, 

wenn s eine (functionale) Einheit ist. Der Beweis ergiebt sich so : 

Nach § 174, (13) lässt sich jedes ganze Functional © in ß 
in der Form darstellen 

(D = Äo-\-Ä^V-j-Ä,E^-\ h A^n-1 

worin die . . . ganze rationale Functionale sind. 

Bilden wir hieraus den Rest der Division durch /(t:), so 
können wir, da /(t) = 0 ist, fiir cd auch setzen 

(5) © = «0 otj TT -|- «aT* “I“ ■ - • «n-l 

worin die «os ganze Functionale in B sind. Hieraus 

erhält man, wie in § 174 mit Benutzung von §. 16, Bd. I, 


(6) ©5 = «n-i, 

also gleich einem ganzen Functional in Ä Wendet man hierauf 
den Satz §, 174, 4. an, indem man mit 1 : ^'(tf) multiplicirt, so 
folgt 

(7) ^ f (x) i|)' (<J) ~ “ 

gleich einem ganzen rationalen PunotionaL Desgleichen findet 
man nach §. 174, 4. direct, wenn b wieder ein ganzes rationales 
Functional ist, 


( 8 ) 


Ss 


m 


F'ix) 


b 
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Nim verstehen wir unter t eine neue Variable, und setzen 
in (7): 

(9) a, = Ä = ^x(0. 

worin also {t) eine ganze Function (mn — 1)*®^ Grades ist. 
Dann ergiebt sich, wenn ganze rationale Fnnctionale sind, 


( 10 ) 


So = 2 


Setzen wir hierin t = t, bo verschwinden alle mit Fj (t) con- 
jugirten Functionen, und 2^1(0 geht in F'(t) über. Es ist also 


(11) 


also ein ganzes Functional, Es ist daher F' (z) durch 
f{z) theilbar* 

Ferner setzen wir in (8), wenn 5 und t zwei Variable be- 
deuten, 

(12) ® = r^i^=^/i(<)^i(«) 

und erhalten, wenn wir unter wieder ganze rationale Func- 
tionale verstehen, 

(13) s= = i: 

^ 0,m — 1 0, n— 1 

und wenn wir hierin r und 6 für t und s setzen, wie oben, 

(u) 

Es ist daher auch f'(t) ^'(ö) durch Pit) theilbar 
und folglich der Satz 1. bewiesen. 

Die beiden Fnnctionale P{x), ii'(6) erzeugen nach §. 174 die 
Grundideale der Körper ß und 22, die wir jetzt mit Q-g und 
Gjs bezeichnen wollen. Das Functional 

(1^) f (r) = (r Ti) (r — «j) . . , (r — t»_i) 

erzeugt eben&Jls ein Ideal, welches das relative Grundideal 
von a in Bezug auf 22 heisst und mit bezeichnet sein soll. 
Dann giebt uns die Formel (4) den Satz 

( 16 ) Ga = Gb®b, 

der sich so verallgemeinern lässt (vgL §. 175): 
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2 Essei 

löl, iÖj, ißg, . . . 

eine Reihe von Körpern, deren jeder die fol- 
genden als Theiler enthält. Es sei ferner ©.^k 
das Grundideal von Sli in Bezug auf dann ist 

(1'^) + Ä 

Unter der Partialdiscriminante des Körpers Ä in 
Bezug auf den Körper B verstehen wir die Partialnorm des 
Grundideala also 

(18) $n = 3ii2(®n). 

5Dj 2 ist also ein Ideal in B, und die Discrimmante eines Körpers 
in Bezug auf den Körper der rationalen Zahlen ist hiernach das 
durch die Grundzahl des Körpers erzeugte Hauptideal. 

Nimmt man in (16) zunächst die Partialnorm in Bezug auf 
B, so ergiebt sich, da Gr ein Ideal in B ist, 

(19) 

und wenn man abermals die Norm im Körper B nimmt, und 
mit Ja und Jr die Grundzahlen der Körper und B be- 
zeichnet, BO erhält man 

( 20 ) J Q = JbNeC^r)’ 

Es ergiebt sich hieraus der Satz: 

3. Die Grundzahl eines Körpers ist durch die 
Grundzahl eines jeden seiner Theiler theilbar, 
und in der Grundzahl des Theilers können 
daher keine anderen Primzahlen aufgehen als 
solche, die auch in der Grundzahl des Körpers 
selbst aufgehen. 

Es kann Vorkommen, und die Theorie der complexen Multi- 
phcation der elliptischen Functionen hefert Beispiele dafür, dass 
das Functional /' (t) eine Einheit ist. In diesen Fallen ist das 
Partialgrundideal durch 1 zu ersetzen, und es wird auch 
und 9ljB(®£) =1. In diesen Fällen ist also die Grundzahl von 
iß (vom Zeichen abgesehen) eine Potenz der Grundzahl von B. 

’ Dem Satze 3. lässt sich ein anderer an die Seite stellen, der 
in gewissem Sinne als dessen Umkehrung bezeichnet werden kann. 

Wenn ßj, ß^ irgend zwei algebraische Zahlkörper sind, so 
kann man daraus einen anderen Zahlkorper 
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(21) Sl = Sl^Sl^ 

zusammensetzeii, indem man die Zahlen des einen Körpers dem 
anderen adjnngirt (Bd. I, §. 147). Sind dann -J, z/j, z/j die 
Gnmdzalilen der drei Körper lÄ, Äi, ßa? so gilt der Satz: 

4. In gehen alle und nur die Primzahlen auf, 
die entweder in z/j oder in z/j (oder auch in 
beiden) aufgehen. 

Da nämlich sowohl ßj als ßa Theiler von ß sind, so ergieht 
sich aus 3., dass jede Pnmzahl, die m z/^ oder in z/^ aufgeht, 
auch in z7 aufgehen muss. Um auch das Umgekehrte zu be- 
weisen, nehmen wir den Körper ßo hinzu, der mit ß zugleich 
alle mit ßj und ßj conjugirten Körper enthält, dessen Grund- 
zahl z/q nach 3. durch z/ theilbar ist. Nun seien r und 6 Baais- 
formen der ganzen Zahlen m ß^ und ßj (§. 163), und (wenn x 
und y Variable bedeuten) 

( 22 ) 7j = xr’jry^ 

ein ganzes Functional in ß. Die Discriminante z/ (tj) dieses 
Functionals im Körper ßo ist dann, wenn t<, mit r und 6^^ 
mit 6 conjugirt sind, ein Product aus Factoren 

(23) X (Zi — Zii) + !/ ((Jfc — öiO- 

Betrachten wir nun die in diesen Factoren aufgehenden 
Pnmideale des Körpers ßo, so erhalten wir drei Arten: 

1. die Primfactoren von r* — tp (wenn <5* = 

2 . „ „ yi (Sh — dv (wenn Xi = xp\ 

» }) n "l^r) ”1“ y (<^ft — 

(wenn Xi von xp und von öjp verschieden ist). 

Die ersten dieser Primfactoren gehen aber in z/j auf, die 
zweiten in z/a und die dritten sowohl in als in z/a (§. 156, 174). 
Also gehen auch in z/( 7 y) kerne Primzahlen auf, die weder in z/j 
noch in z/g enthalten smd. Nun ist aber nach §. 162, 4 . die Dis- 
c n min ante ^ {tj) durch z/q und folglich auch durch z/ theilbar, 
und folglich gehen auch in ^ keine Primzahlen auf, die weder 
in z/i noch in ^3 enthalten sind, wie bewiesen werden sollte. 

Ist ® eine Zahl des Körpers ß und 

C^) = 

eine ganze Function n*“ Grades in J5, so heisst 

(2ß) 51 b/' (®) 

die P artialdiscriminante der Zahl ® in Bezug auf den 
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Körper i2. Sie ist eine Zahl des Körpers 2J, und, wenn 0 eine 
ganae Zahl ist, auch eine ganze Zahl. 

Ist nun 0 eine ganze Zahl, so geht 0 aus r hervor, indem 
man für die Variablen von t gewisse ganze rationale Zahlen 
setzt. Durch dieselbe Substitution geht auch das Fimctional (15) 
/'(r) in /'(@) über, und daraus ergiebt sich: 

5. Die Partialdiscriminante einer ganzen Zahl 0 
des Körpers Sl in Bezug auf R ist immer theil- 
bar durch die Partialdiscriminante von ß in 
Bezug auf IL 


§. 178. 

Primideale im relativ normalen Körper. 

Wir machen wieder die Annahme des §. 175, nach der ß 
ein Zahlkorper ist, der in Bezug auf einen in ihm enthaltenen 
Körper JS vom Grade n ist, und es seien die in Bezug auf R 
mit Ä conjugirten Körper iß^'mit einander iden- 

tisch, also aUe gleich ß. Dann heisst der Körper ß nor- 
mal in Bezug auf R (relativ normal). Die Substitutionen 
(0, @i\ (0, @g), . . (0, @n), durch die irgend eine Zahl aus ß 

in eine conjugirte Zahl ubergeht, bilden eine Gruppe, die 
Gruppe des Körpers ß in Bezug auf R. Diese Gruppe 
bezeichnen wir mit und ihre Substitutionen mit gj, qp^, qpg» • ■ • 
(Bd. I, §. 154). Wenn diese Gruppe commutativ ist, so heisst 
ß commutativ in Bezug auf R (relativ Abelisch), und, 
wenn ® cyklisch ist, relativ cyklisch. 

Wir nehmen den Körper ß also relativ normal an, und be- 
zeichnen mit 

(1) ©lg) 

die Zahl, die durch die Substitution qp aus co hervor- 
geht, so dSiSB CO und iD|qp in ß enthalten siud. 

Ebenso wie die Zahlen cd gehen auch alle Functionale und 
damit zugleich alle Ideale a des Körpers ß durch eine Sub- 
stitution (p in bestimmte Functionale und Ideale a|g? über, und 
wenn co eine durch a theilbare ganze Zahl ist, so ist cd [ qp durch 
a I qp theilbar. 

Weim a irgend ein Ideal in ß ist, so giebt es gewisse Sub- 
stitutionen ip in <I>, die der Bedingung 
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(2) a 1 1^» = 0 

genügen, darunter immer die identische Substitution, und diese 
Substitutionen ip bilden eine Gruppe die ein Theiler von (I> 
ist. "Wir nennen W die zum Ideal a gehörige Gruppe, und 
wir sagen auch, a gehört zu der Gruppe 

Da man in jeder Gleichung zwischen Zahlen und Func- 
tionalen in ß alle Substitutionen der Gruppe ausfuhren darf, 
wobei die Grossen des Körpers B ungeändert bleiben, ohne dass 
die Gleichung zu bestehen auf hört, so folgt, dass Einheiten, 
ganze Functionale, associirte Functionale, durch einander theil- 
bare Functionale diese Eigenschaften nicht yerheren, wenn irgend 
eine der Substitutionen von O ausgefuhrt wird. Wir heben den 
Satz hervor- 

1, Ist h ein Primideal, so sind auch alle mit p in 
Bezug auf B conjugirten Ideale pjg? Primideale. 
Ist a durch irgend eine Potenz von p theilbar, 
so ist a|g? durch die gleiche Potenz von pjgj 
theilbar. 

Nach §. 175, 1. giebt es ein und nur ein Primideal in ü, 
das durch ein Prinudeal p in «ö theilbar ist. 

Ist f der Helativgrad von p, so ist 

( 3 ) 

und da die Norm eines Ideals gleich dem Producte aller con- 
jugirten Ideale ist, so ist Sß durch kein anderes als die mit p 
conjugirten Ideale p | g? theilbar. Da die Ideale p | g? alle die- 
selbe Norm (m Bezug auf B) haben, so haben sie auch denselben 
relativen Grad /. 

Ist p^ die höchste in ^ aufgehende Potenz von p, so ist nach 1. 
^ auch durch die Potenz aller mit p conjugirten Primfactoren 
und durch keine höhere Potenz theilbar. Wenn nun p^, p^, . , p^, 
die von einander verschiedenen unter den mit p conjugirten 
Pnmidealen amd, so ist 

(4) ^ = P.)", 

und wenn man die Partialnorm auf beiden Seiten nimmt, und 
mit n den Grad des Körpers lÄ in Bezug auf jR bezeichnet, so 
dass die Partialnorm von ^ gleich 5ß" wird, so folgt aus (3): 

(5) n = efg. 

Es sind also die natürhchen Zahlen e, /, g Theiler von ». 
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Wenn }} durch in ubergeht, -wenn also 
t>a = t>| Vi, 

BO Ißt t I und wenn die zu p gehörige Gruppe ist, 
BO ist auch für jede in W enthaltene Substitution ^ 

Pi = P I ^ Pi = hl 1 9T^ ^ 9i- 
Ist umgekehrt Pi | qp = Pi i so folgt p | qpi qp qp~^ = pi ä. h. 
SPi 99T^ = ^ odßr 9 = 9T^^9i* 

Es gehört daher pi zur Gruppe qpfi^^’qpi, und wenn 

Pi = P I qpi, Pa = P ka> • • n P. = P 1 gj« 

ist, BO IBt 

(6) h 

W' iflt also ein Theiler von 0 vom Index e und vom Grade gf. 
Ist 

(7) r = QJi + ^2 ®a + • • • + OTmn 

eine Basisform von o, so wird es gewisse Substitutionen % in 0 
geben, und darunter immer die identische, die der Gongruenz 

(8) rix = r (mod p) 

genügen. Alle diese Substitutionen bilden eine in 0 enthaltene 
Gruppe X, die auch ein Theiler der Gruppe ist, zu der p 
gehört Denn aus r erhalt man (nach §. 163) eme Basisform 
von p, wenn man fiir die Variablen t gewisse lineare Functionen 
neuer Variablen mit ganzen rationalen Ooefficienten setzt; wenn 
also 7t eine solche Basisform von p ist, so folgt aus (8), dass 7t\x " 
durch 7t theilbar und daher auch p j x = p ist. 

Nun genügt r einer Gleichung Grades f(t) = 0. deren 
Ooefficienten ganze Functionen m E mit den Variablen ^i, • • • 

sind, und es ist, wenn t eine neue Variable bedeutet, und 

Tj, Ta, . . Tn die m Bezug auf jß zu r conjugirten Formen sind, 

(9) f(t, *1, ij, , . .) =fit) = (t — ti) (i-Ti) . . . (t — T„) 

Hieraus ergieht sich nun, wenn wir wiederholt in die Potenz p 

erheben, und auf die Zahlencoefficieuten von / die Formel §. 176, (3) 
anwenden 

(10) /(iP, «f.if,.. ) = [/(0F 

, = (tP - tO (t^ -Ti)... — <) (mod p), 

wenn ri, ri, ..., r« dadurch aus r^, ..., t„ abgeleitet sind, dass 

die Variablen ... durch if, tf, ... ersetzt sind, und 

T = ist 
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Setzen wir nun i = t: in (10), so verschwindet f({) und es 
folgt, dass einer der Factoren des letzten Productes durch p 
theilbar sein muss. Dies aber kann so ausgedruckt werden, dass 
es in ® eine Substitution giebt, die der Bedingung 

(11) r-P = r" I if'o p) 

genügt. 

Aus r entstehen alle ganzen Zahlen in ä, wenn man für 
die Variablen ganze rationale Zahlen setzt. Wendet man daun 
noch den Fermat’schen Lehrsatz für rationale Zahlen an, so er- 
kennt man, dass die Congruenzen (8) und (11) gleichbedeutend 
sind mit den für jede Zahl o in o gültigen Formeln 

(12) (d\% = 00 , 00 ^ =00 (mod p). 

Aus der zweiten Congruenz (12) folgt, dass, wenn co durch p 
theilbar ist, immer auch oo | durch p theilbar sein muss. Folg- 
lich ist p durch p \ 7po theilbar, und als Primideal = p | Daraus 
folgt, dass ^0 dar Gruppe W enthalten ist. 

Wir verstehen jetzt unter y eine PrimitiTWurzel von p und 
wenden die am Schlüsse des §. 176 bewiesene Formel an: 

(13) (t—y) (t — y^... (t—yP^~') = F{t) (mod p), 

in der F{t) eine ganze Function von t in JJ ist 
Daraus folgt 

F('y) = 0 (mod p), 

und wenn nun ^ irgend eine Substitution aus W ist: 

F(y\itj) = 0 (mod p). 

Daraus ergiebt sich aber, dass y\jlf mit einer der in (13) 
vorkommenden Potenzen von y nach p congruent sein muss, also 
etwa 

(14) y^* = y\rl) (mod p). 

Nun ist jede durch p nicht theilbare Zahl cd in o mit emer 
Potenz von y congruent, und wenn man also (14) zu dieser 
Potenz erhebt, so folgt 

(15) 00 ^^ = oj I ^ (mod p), 

und diese Congruenz gilt offenbar auch noch, wenn cd durch p 
theilbar ist, also für alle Zahlen in o. 

Wenn wir nun die zweite der Congruenzen (12) vmal nach 
einander an wenden, so folgt: 


I 
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(16) 

a)^’ = co|^J (mod ^j), 

also 

(17) 

(D 1 ^ = 0 ) 1 (mod p), 


und wenn wir oo durch co | ersetzen und auf (17) die Sub- 
stitution ilr-^ anwenden: 

(18) © = CD I = © I (mod p). 

Es sind also sowohl ip~^ als auch ipl in X enthalten, 
woraus sich ergiebt, dass jede Substitution ip aus W in einem 
der Systeme (Nebengruppen) 

X, XifQ, Xrp^, . . . 

enthalten ist. 

Wenn b yom Grade / (in Bezug auf B) ist, so ist 
©^ = © (mod b), 

und ist die niedrigste Potenz von P mit positivem Expo- 
nenten, die dieser Congruenz für alle © genügt. 

Setzt man also v = / in (16), so folgt, dass in X ent- 
halten ist, dass aber keine Potenz von rpQ mit modrigerem posi- 
tivem Exponenten diese Eigenschaft hat. Die Nebengmppen 
X, Xtf»o, Xi>l . . 

smd also alle von einander verschieden, und es ergiebt sich: 

(19) = X + H h XVo-\ 

l^uiL ist aber die GesanuDtheit der Substitationeu X mit 
Xi/)J identisch (für jedes v); denn ans (16) ergiebt sich, wenn 
X ein beliebiges Element ans X ist- 

® I = ffl (mod ^)) 

und folglich ist ^ enthalten. Es ist also 

( 20 ) roX = xro. 

woraus folgt, dass X ein Normaltheiler von ist. 

Da, wie wir oben gesehen haben, ^ vom Grade gf 
ist, BO ist X vom Grade g. 

Die Gruppe V/X ist cyklisch und vom Grade /. 

§. 179. 

Die Ideale in den Theilern des Körpers ö. 

Wenn die Gruppe 0 des Körpers ß einen Theiler 0^ hat, 
so gehört zu ^ ein Körper ß', der ein Theiler von ß ist und 

Weber, Algebra. IL 42 
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seinerseits B als Theiler enthält Die Zahlen von ß' bleiben 
dnrch die Substitutionen <&' ungeandert, und ist die Gruppe des 
Körpers Ä in Bezug auf ß' (vergL Bd. I, §. 162, 3.). Wir be- 
zeichnen den Grad von O', der ein Theiler von n ist, mit n' und 
setzen 

(1) n = w' w'. 

Es ist dann n' der Grad von ß in Bezug auf ß', und m' 
der Grad von ß' in Bezug auf Ä 

Es ist dabei zu beachten, dass zwar ß ein Normalkorper 
auch in Bezug auf ß' ist, dass aber ß' im Allgemeinen kein 
Normalkorper m Bezug auf B sein wird. 

Die Pmnideale im Körper ß' lassen sich nun vollständig 
aus denen von ß ableiten. 

Wenn p irgend ein Pnmideal m ß ist, so giebt es ein und 
nur ein durch p theilbares Ideal p' in ß', nnd p' kann als 
Theiler von durch keine anderen als die mit p conjugirten 
Ideale theilbar sein. Durchläuft 93' die Substitutionen von so 
ißt p', da es durch 93' ungeandert bleibt, auch durch p [ 93' theübar. 

Wenn also pi durch p | ipi theübar ist, so ist es auch durch 
p 1 1/; 93i 93' theübar, wenn ^ em beliebiges Element der Gruppe 9** 
(§. 178) bedeutet 

Wenn daher cp irgend em Element des Systems 

(Z>i = 

ist, so ist pi durch PI93 theübar. Es kommt demnach jetzt die 
Gruppenzerlegung in Betracht, die wir im §. 7 anseinandergesetzt 
haben. 

Wenn 933 ein nicht m enthaltenes Element aus 0 ist, so 
hat das System 

= 5 *- 933 ( 5 ' 

mit gar kem Element gemein. Giebt es noch ein Element 933, 
das weder in noch in Oj vorkommt, so bildet man ebenso 

(Z>a = 3»* 93a ®', 

und fahrt so fort, bis die ganze Gruppe O erschöpft ist. Man 
erhält so die Zerlegung 

(2) ® ö), ^ 

Den Grad eines dieser Systeme tonnen -ffir nach §. 7, 1. 
besti^en. Er ist gleich dem Prodncte des Ghrades von W 
mnltiphcirt mit dem Index des Durchschnittes von mit 
= 97'^ S'gjr in Bezug auf dy, oder, was dasselbe ist, gleich 
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dem Prodticte der Grade von W und von <P', getheüt durch den 
Grad hr des Durchschnittes von 0^ und 3^-. Der Grad von 0r 
ist also gleich 7»': Är. 

Wenn wir jetzt mit alle Elemente von 0r bezeichnen, so 
führen alle Primideale }) [ <pr in Ä zu demselben Primideale pi- 
in iß'. Es ist aber noch zu zeigen, dass zwei verschiedene dieser 
Systeme 0^ zu verschiedenen Primidealen pi, pi fuhren. 
Zunächst ist ersichtlich, dass die samm fliehen p | von den 
verschieden sind. Denn wenn 1 qoi = p | qpj ist, so ist 
auch p = p I qpa gj— S 9a 97^ ^ ^ folglich <p 2 in. W 

d. h. in enthalten, gegen die Voraussetzung. Wir können 
also eine ganze Zahl a in ß annehmen, die durch p 1 9i , aber 
durch keines der Ideale p | q)^ theübar ist Dann ist auch keine 
der Zahlen a 1 9' durch p | gpg theübar, weil sonst p | gPi qp' = p | 
also gegen die Voraussetzung gjg in enthalten wäre. Das 
Product a' aller von einander verschiedener a \ cp\ welches eine 
in ß' enthaltene Zahl ist, ist zwar durch pi, nicht aber durch p2 
theübar. Folglich ist pi von pi verschieden, und es ergiebt sich 
also, dass ^ und nicht mehr verschiedene Primideale p' in 
aufgehen. Wir setzen daher 

( 3 ) ^ = 

worin die Exponenten 01,03 ,..., (Xe noch näher zu bestimmende 
natürliche Zahlen sind 

üm nun die Primideale pi. im Körper ß zu zerlegen, können 
wir die -Resultate des §. 178 benutzen, indem wir einfach ß' 
an SteUe von B treten lassen. Bedeutet dann Xi den Durch- 
schnitt von 0 mit Xr = (p7^ ^<pr 7 bo ist Xi der Inbegriff aller 
Substitutionen der Gruppe O', die der Bedingung 
r\xi = r (mod p^) 

genügen. Bezeichnen wir daher den Grad von Xi mit so ist 
pi durch p^^ aber durch keine höhere Potenz von pr theübar. 

Der Durchschnitt Wi von W,. mit 0, dessen Grad wir schon 
oben mit hr bezeichnet haben, ist der Inbegriff aller Substitu- 
tionen fi in 0^ die der Bedingung 

pr 1 = Pr 

genügen, und wenn wir daher in die Nebengruppen 

(4) 0=m 9r ' 1 + 9r',fl H h 9r, v 

zerlegen, so ist 

( 6 ) n' = erK 


42 * 
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Wenn nun 

t>r,« = I 

gesetzt wird, so ist nach §. 178, (4) 

(6) Pi = (Pr,l Pr,a • ■ ■ ? 

und die Substitution von (6) in (3) ergiebt durch Vergleichung 
mit §. 178, (4) 

(7) g = ar9r^ «i + H ‘ + = 6», 

wodurch die Exponenten Or definirt smd. 

Die in Bezug auf den Körper Q! genommene Partialnorm 
von ist nach §. 178, (3), (5): 

(8) 912,(1).,.) = 15/^ 

wenn fr durch die Gleichung 

(9) w' = ßr /r Qh = fr Qr) 
definirt wird. 

Wir wollen nun die Gruppe O nach O’ in Nebengruppen 
zerlegen, und setzen, wenn -fi-i, -ö',, . . paösend ausgewahlte 
Substitutionen aus O sind 

( 10 ) = + 

so dass durch die Substitutionen -fi'i, ö-j, . . der Körper QI 

in m' conjugirte (gleiche oder verschiedene) Körper 

ßi', »öi, . . 

übergeht. Der Körper ÄJ gehört daTin zu der Gruppe 

Wenn nun durch die Ideale pr nnd p^,, in pr,t und p,-,,,* 
ubergehen, so ist nach § 178, (4): 

(11) Pr,* = (Pr,l,* Pr, ft,* • • - Pr,v,0^’'i 

und das Product aller dieser Ideale für ^ = 1, 2, . . ., m' ist die 
im Körper Ä' genommene Partialnorm von in Bezug auf den 
Körper JS, die wir mit 9li(pr) bezeichnen. Sie muss eine Potenz 
von 5p sem, und wir setzen 

(12) gii(t);) = sp^r. 

Dm fr zu finden, brauchen wir nur Sp in (12) nach §. 178, (4) 
in seine Primfactoren p zu zerlegen, wodurch sich eg fr Prim- 
factoren p in ergeben. Bilden wir andererseits das Product 
der wi' Factoren (11), so erhalten wir grerWl solcher Primfactoren 
Es ist daher 

(13) 


eg fl = m! gr Br, 
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also nach (1), (9) und §. 178, (5): 

(14) /=/r/; 

Hierin bedeutet fr den Grad des Ideals in Bezug auf ß', 
fr den Grad von p,; in Bezug auf J{, und (14) giebt in Ueber- 
einsümmung mit §. 175 den Grad f von p^ in Bezug auf R, 


§. 180. 

Die zu einem Primideal gehörigen Theilkörper. 

Von den Sätzen des vorigen Paragraphen machen wir eine 
wichtige Anwendung auf die Theorie der Theilkörper, die sich 
aus den Pnmidealen eines Zahlkörpers Ä ableiten lassen. 

Es sei, wie bisher, Ä ein Körper, der in Bezug auf einen in 
ihm enthaltenen Körper JEt normal und vom Eelativgrade n ist, 
und es sei p oder pi ein in der Primzahl j) aufgehendes Pnm- 
ideal in Ä, und ^ das durch p theilbare Primideal des Körpers ü. 
Ist JR der absolute Rationalitatsbereich, so ist ^ =_p zu setzen. 
Ist nun 

(1) = .. }).)<', 9l(p) = aß-^, 

SO ist, wie wir im §. 178, (5) gesehen haben, 

(2) n = efg, 

und in der Korpergruppe O ist eine Gruppe vom Grade fg 
enthalten, zu der das Primideal p gehört, deren Substitutionen 
xp durch 

(3) = P 
defimrt sind. 

Zu dieser Gruppe W gehört nun ein in Ä enthaltener Körper 
den wir mit Hilbert den Zerlegungskörper von p 
nennen. 

Um die Satze des §, 179 auf diesen Körper, und speciell auf 
das Pnmideal p anzuwenden, haben wir zu setzen* 

(4) ^ = <fl = h W, =Wj = W, 

(5) ri! —f 9, w' = e, hr = \= fg- 
Ferner ist [§. 179, (7)] 

Xr = Qr 9^ ^ — — Ii 

und wenn wir das durch p theilbare Primideal des Körpers 
mit bezeichnen [§. 179, (3)], 
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(6J 513 = 5ß'9t, 

worin 5t ein zu p theilerfremdes Ideal ist 

Es ist dann ferner nach (5) und § 179, (9): 

(7) ßr = ei = 
und folglich [§. 179, (11)] 

(8) f 

Die Formeln (6) und (8) zeigen also, dass durch die Ad- 
junction des Körpers Sly, das Ideal p von allen übrigen in ^ auf- 
gehenden Primidealen abgesondert wird, woher der Name Zer- 
legungskorper. 

Aus §. 179, (13), (14) ergiebt sich noch 

(9) fr = fl — 1? fr = fl — f 
und wir sprechen also den folgenden Satz aus: 

L ln dem Zerlegungskorper ist ps ein Pnm- 
ideal 1**®“ Grades (in Bezug auf 12). p ist in 
Bezug auf ebenso wie in Bezug auf 12 vom 
Grade / Es ist 

= ^ = 5)i'5I 

und 51 relativ prim zu p. 

Wir setzen zweitens an Stelle der Gruppe des §. 179 die 
Gruppe deren Substitutionen durch 

(10) r I % = r (mod p) 

definirt sind. Den zu dieser Gruppe gehörigen Körper, der den 
Körper als Theiler enthalt, bezeichnen wir mit 

Aber statt des Körpers B legen wir jetzt den Körper 
als Rationalitätsbereich zu Grunde. 

Dann haben wir, wenn wir wieder das Ideal p = be- 
ti'aohten, = 1 zu setzen, und für 

a>, W, X, Wr, Xr, ^ 

ist zu setzen 

W, X, Z, W, X, 

Es ist daher wegen (8) und §. 178 (4), §. 179 (11): 
e = 1 , n' = ff, m'=f, hr = hi = ff, ffr = ff, 

€Lr = a-i = €r = = 1, ö' = 1, 

und wenn wir also mit das durch p theilbare Primideal des 

Körpers ß^. bezeichnen, 

(11) 
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Es wird daher das Primideal des Zerlegungskörpers in 
dem Körper nicht weiter zerlegt, und nach dieser Eigenschaft 
hat dieser Körper £1^ von Hilbert den Namen Tragheits- 
körper erhalten. 

Aus §. 179, (13), (14) ergiebt sich 

/; = = /, /r = /l = 1. 

Wir haben also folgenden Satz: 

n. Im Trägheitskörper £1^ ist ^ = worin 

ein Primideal des Trägheitskorpers und 31 durch 
nicht theilbar ist Das Primideal = pff 
des Zerlegungskörpers wird im Trägheitskorper 
nicht weiter zerlegt. Sein Grad in Bezug auf 
den Zerlegungskörper ist gleich /, während p 
in Bezug auf den Tragheitskörper ^vom ersten 
Grade ist 

Hieraus ergiebt sich dann noch nach dem Satze über die 
Relativgrade der Primideale (§. 175, 2.): 

HL Im Trägheitskörper £lj, ist = pff ein Primideal 
Grades in Bezug auf B. 

Hieraus schliessen wir auf eine merkwürdige Eigenschaft des 
Trägheitskörpers. Wir haben in §. 165 gesehen, dass die Anzahl 
aller nach dem Modul p incongruenten Zahlen des Körpers 
gleich 

N^{p) = P/ 

ist Nach IIL ist aber die Zahl der nach dem Modul incon- 
gruenten Zahlen des Trägheitskörpers ebenso gross, und hieraus 
ergiebt sich der Säte: 

IV. Jede Zahl des Körpers £l ist nach dem Modul p 
mit einer Zahl des Trägheitskorpers congruent 

Aus §. 178, (19) ergiebt sich noch der folgende Satz: 

V. Der Trägheitskorper ist relativ cyklisch vom 
Grade /in Bezug auf den Zerlegungskörper, und 
seine Gruppe ist W/X. 

Die Gruppe W wird auch die Zerl'egungsgruppe und X 
die Trägheitsgruppe des Ideals p genannt 
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§• 181. 

Die Verzweigungsgruppe. 

In der Trägheitsgruppe X sind im Allgemeinen noch andere 
Gruppen enthalten, die fiir das Primideal p von Bedeutung sind, 
deren genauere Kenntniss wir den Untersuchungen von Hilbert 
verdanken. Die erste dieser Gruppen heisst die Verzweigungs- 
gruppe. 

üm diese Gruppe zu definiren, nehmen wir eine ganze primi- 
tive Zahl 7t im Körper Ä an, die durch p, aber nicht durch h* 
theilbar ist (§. 160). 

Ist % eine Substitution der Gruppe X, so ist 7t\x gleich- 
falls durch p und mcht durch p* theilbar, und die Congruenz 
7c\x = 7t^ (mod p3) hat (nach §. 166, 7.) nach dem Modul p eine 
Lösung £, die durch p nicht theilbar ist Wenn also y eine 
Piimitivwurzel von p ist, so können wir für jedes % den Expo- 
nenten X so bestimmen, dass 

(1) 7t\x = y^jc (mod p®) 

wird. Wenn x das Hauptelement ist, so ist >L = 0, und es giebt 
also Substitutionen m die der Congruenz 
7t\xi = ^ (mod p®) 

genügen. Diese Substitutionen Xi bilden offenbar eine Gruppe, 
und wir stellen also die Definition auf: 

Die Gruppe X^ aller Substitutionen aus X, 
die der Bedingung 

(2) = ?r (mod p2) 

genügen, heisst die Verzweigungsgruppe des 
Primideals p. 

Wir beweisen zunächst den Satz: 

Der Grad der Verzweigungsgruppe X^ ist 
eine Potenz von jp. 

Aus der Congruenz (2) lasst sich die Gleichung ableiten 

(^} ^\Xi = ^ «JT*, 

in der die Zahl oc zwar gebrochen sein kann, sich aber so dar- 
stellen lässt, dass ihr Nenner nicht durch p theilbar ist 

Daraus folgt, wenn wir in die v*® Potenz erheben und den 
binomischen Lehrsatz anwenden, fiir jeden Exponenten v 
W 7t^\xi = (mod p’'+i). 
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AuBBerdem gilt fiir jede Substitution x aus X imd für jede ganze 
Zahl ß die Congruenz 

(5) ßlz = ß (mod t>)- 

Nun können wir eine ganze Zahl ß aus der Congruenz 

(6) 7c\x^ = 7t ßTt^ (mod p®) 

bestimmen, und daraus ergiebt sich durch wiederholte Anwendung 
der Substitution x^ mit Rücksicht auf (4) und (6): 

7t\xi = ^-\-rß7t^ (mod ^3®), 

also für r = _p 

n\x^i = jc (mod p»), 

und daraus sohliesst man für jeden Exponenten v 

(7) = n (mod 

Um diese Formel allgemem zu beweisen, nehmen wir sie für 
irgend einen Werth von v als richtig an, und bestimmen ß aus 
der Congruenz 

^\x\ = + ^ (mod 

Daraus ergiebt sich durch wiederholte Anwendung der Sub- 
stitution x\ nach (4) und (5): 

= 3t -f- r/3 3r’' + ^ (mod 

und für r = p 

® (mod p»+»), 

also die Formel (7) für das nächst grössere v. Damit ist (7) 
allgemem bewiesen 

Nun haben wir 7t als eme primitive Zahl des Körpers Ä 
angenommen, und mithin ist 7t \q) — 7t für jede von 1 ver- 
schiedene Substitution qp von Null verschieden. Es giebt also eine 
hinlänglich hohe Potenz von der Art, dass alle diese Dif- 
ferenzen nicht durch p^ theilbar smd. Wenn man also in (7) 
den Exponenten v 2 ^ (i annimmt, so folgt 



und folglich ist der Grad eines jeden Elementes Xi der Gruppe Xi, 
und folglich der Grad von Xi selbst eine Potenz von jp, wie be- 
wiesen werden sollte. 

Sind nun % und irgend zwei Elemente aus X, so lassen 
sich nach (1) zwei Exponenten X' so bestimmen, dass 
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(8J ut\x = y^Jt^ 7t\x' ■= 7C (moi 

und daraus ergiebt sich wegen (5) 

(9) 7t\xx' = 7t (mod p®). 

Es gelten daher gleichzeitig die Congruenzen 

7t\x = y^7t^ 7t \ = y~^ 7t (mod p®), 
und durch wiederholte Anwendung von (9): 

(10) = Jt (mod ^3»). 

Es ist also mit zugleich enthalten, und 

daraus folgt: 

(11) x-'Xa = x,. 

Es sei nun Xo Substitution aus X von der Art, dass 
in der Congruenz 

(12) 7t\xQ = y^7t (mod p®) 

der Exponent Iq einen möglichst klemen positiven Werth hat. 

Es gilt dann für jeden Exponenten a nach (8) und (9): 
®|3:X7“ = (mod p»), 

und hieraus schliesst man in bekannter Weise, indem man a so 
bestimmt, dass A — kleiner als Aq wird, dass X durch Ao 
theilbar und zwar gleich aAo werden muss. 

Dann gehört also zu Xi, und es folgt, dass man, wenn 
unter Xi Qi“® Substitution aus Xi verstanden wird, 

setzen kann für jedes x der Gruppe X Demnach ist, wenn h 
der kleinste positive Exponent ist, für den x^ in enthalten ist, 

(13) + + + 

wofür man nach (11) auch setzen kann 

(14) X= X, + + Xo’-Xi + • • • + zS->x„ 

und der Grad von X ist 

(15) 9 = fi9i- 

Aus der Bedeutung von h ergiebt sich, dass, wenn Xo ^nr 
irgend einen positiven Exponenten Tc in Xi enthalten ist, h durch h 
theübar sein muss; und da nach (9) für jedes x iiach dem 
Fermat’schen Satze (§. 176) 

— y^^~~''^^7t = 7t (mod p®) 

ist, so ist Ä ein Theiler von — 1 und daher sicher nicht durch 
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§. 161 Die Yerzweigangsgr opp e 

p theilbar. Wir fassen das hiermit Bewiesene folgendermaassen 
zusammen . 

VL Die Verzweigungflgruppe ist ein Normal- 
theiler der Trägheitsgruppe. Der Grad 
von Xi ist die höchste in g aufgehende Potenz 
von p, und die Gruppe X/X-^ ist cyklisch vom 
Grade Ä, worin h ein Theiler von — 1 ist 

Nach §, 180, IV. ist jede ganze Zahl o aus ß mit einer 
Zahl ®o des Trägheitskorpers nach dem Modul p congruent. 
Demnach können wir eine ganze Zahl ß so bestimmen, dass 

(16) CD — ooq = ßTt (mod p®) 

wird, und da nun tDoIJS = cdq ist, weil ©o Trägheitskorper 
angehört, so folgt fiir jedes Xi ^us wegen (5) 

(17) — 00 ^ = ßjt (mod 
also für jedes © aus o 

(18) (d\x^ = CD (mod h*). 

Umgekehrt wird eme Substitution %i, die für jedes co der 
Bedingung (18) genügt, auch die Bedingung (2) erfiillen, und 
mithin der Verzweigungsgruppe angehören, und wir können daher 
sagen, indem wir dies auf die Baaisform t von o anwenden 

Vn. Die Verzweigungsgruppe X^ ist auch durch die 
Congruenz 

r\Xi=t (mod IJ») 

definirt. 

Da g und folglich g^ immer ein Theiler des Körpergrades n 
ist, so ist Xi immer dann die Einheitagruppe, wenn n nicht 
durch p theilbar ist. 

Der zu der Verzweigungsgruppe X^ gehörige Körper 
ist ein Theder von ß über dem Trägheitskörper £1^, und der 
Körper ß;^^ ist relativ cyklisch vom Grade h in Bezug auf ß;^. 
Um die Satze des §.179 anzuwenden, ersetzen wir die Körper 

ß, ß', B 

durch 

also die Gruppe O' durch X und Xp Es ist dann n = 
m' = g^^ m' = h zu setzen, und nach §. 180, IL ist ^ = p^^ also 
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§ 182 


e = / = 1 imd gr = gi, folglich auch er = 1 und hr = g^, 
Or = h. Folglich ergiebt sich nach §. 179, (3), (6) als Primideal 
im Körper lö^,: 

(19) 5P"' = 
und im Körper 

(20) 5p" = «P'"”; 
also haben wir den Satz: 

VÜL Der Verzweigungskörper ist relativ cyklisch und 
vom Grade Ä in Bezug auf den Trägheitskorper. 
Im Verzweigungskdrper ist ein Primideal, 
dessen A*® Potenz ein Primideal im Trägheits- 
korper ist 


§. 182. 

Die höheren Verzweigungskorper. 

In der Verzweigungsgruppe Xi sind nun unter Umständen 
noch weitere Gruppen enthalten, die wir die höheren Ver- 
zweigungsgruppen nennen, und die dann auch zu höheren 
Verzweigungskorpern AnlAAs geben. 

Wir definiren die Verzweigungsgruppe Xr 
vom Grade gr als den Inbegriff aller Substitu- 
tionen die der Bedingung 

(1) = ir (mod p’- + ‘) 

genügen, wenn t eine Baaisform von o ist. 

Jede dieser Gruppen Xr ist in allen vorangegangenen 
Xi, . . Xr^i enthalten, und folghch sind ihre Grade gr Potenzen 
von 

Es ist nicht ausgeschlossen, dass mehrere auf einander fol- 
gende dieser Gruppen Xr^ Xr^i, . , , mit einander identisch sind. 
Endlich aber muss ,in der Seihe dieser Gruppen die Einheits- 
gruppe auffcreten. 

Am einfachsten gelangt man zu den Eigenschaften dieser 
Gruppen durch Benutzung der Functionalcongruenzen (§. 166). 

Es bedeute jetzt 7t ein Primfunctional des Ideals p 
(nicht, wie im vorigen Paragraphen, eine durch p theilbare Zahl). 

Aus (1) folgt für jede ganze Zahl und für jedes ganze Func- 
tional CO des Körpers ü die Congruenz 
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( 2 ) = 03 (mod })’■ + !), 

also auch 

(3) jclx^ = ^ (mod ^3» +^). 

Diese Congmenz können wir auch als Gleichung darstellen 

(4) 3C I = Ä + oj jir+\ 

wenn oo ein ganzes Functional bedeutet. Erhebt man in irgend 
eine Potenz v, so folgt 

(5) 7t^\x^ = TiP' (mod + 

Nach (1) können wir setzen, wenn a ein ganzes Functional 
bedeutet: 

(6) = «31^ + ^ (mod 

Ist nun Xr ohie zweite Substitution aus Xr und 
r\x^ = T ~\- (mod 

BO folgt aus (6), wenn man rechte und links die Substitution 
anwendet, nach (2) und (5): 

(7) •c I Z, x; = T + (« + “0 (mod !]'•+«); 

daraus, indem man x'r — Xr"» • sotzt, für jeden Expo- 

nenten a: 

(8) = r -{- aa7r^ + ^ (mod + 

woraus für a = p zu. schliessen ist, dass immer in der 
Gruppe ^+1 enthalten ist. 

Setzt man a = — 1 (was gleichbedeutend ist mit — 1), 
so folgt 

(9) — a3t'’+^ (mod 

Wenn Xr = Xr+i Gruppe Z^+i gehört, so ist in (6) 

a = 0 zu setzen, und demnach ergiebt sich aus (7), (9). 

'^\Xr^Xr + i%r = ^ (“0^ 

und hiernach ist 

(10) = sC+i 

in Xp +1 enthalten. 

Aus (7) ergiebt sich weiter für je zwei 

( 11 ) ’^lXr^'r = (“»^ 

und daraus, wenn x,.+i Substitution aus ^+i ist, 

( 12 ) Xr^r^X^rXrZr + l- 

Die Formeln (10), (12) können wir in den Satz zusammen- 
fassen- 
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DL Die Gruppe Xr+i ist ein Normaltheiler von Xr- 
Die Gruppe XrIXr+i ist commutativ. 

Wenn man (Jen Gruppen Xr die höheren Verzweigungskörp er 
zuordnet, so findet man nach §. 179 durch vollständige 
Induction, indem man Xr und Xr^i an Stelle von ( 2 > und O' 
setzt, den Satz: 

X, In dem r*“ Verzweigungskörper ist ein Prim- 
ideal. 

Wir haben hiernach die folgende Eeihe von Körpern ein- 
gefiihrt, deren jeder die vorangehenden enthalt, nebst den in 
ihnen enthaltenen, durch p theilbaren Primidealen: 

/]_3\ ^ iß 

^ ^ 13^, p^ . . ., p. 

Diese Reihe ist so weit fortzusetzen, bis der Grad Qr von 
Xr = 1 geworden ist; dann ist ß^^ = ß. Ist ^ nicht durch p 
theilbar, so ist schon = ß. 

Aua V., Vm, IX. ergiebt sich noch das merkwürdige Re- 
sultat: 

XI. Jeder Körper ß ist relativ metacyklisch in Bezug 
auf den Zerlegungskörper irgend eines in ihm 
enthaltenen Primideals. 


§. 183. 

Zerlegung des Grundideals. 

Nach den jetzt gewonnenen Sätzen lässt sich der Exponent 
der höchsten Potenz angeben, bis zu welcher ein Primideal p in 
dem Qxundideal des Körpers ß in Bezug auf den Körper B 
enthalten ist Nach §. 177 wird nämlich das Ideal durch 
das Functional 

(1) /' (t) = (t — Ti) (t — t,) . . . (t — T„_i) 

erzeugt, wenn Tj, Tj, . . t„_i die von t Tereohiedeneii unter 
den mit t conjugirten Functionalen sind. Einer der Factoren 
dieses Prodnctes, t — t | 9 , ist dann und nur dann durch fi theilbar, 
wenn g? znr Trägheitsgruppe X gehört [§. 178, (8)]. Da die 
identische Substitution hierbei ausgeschlossen ist, so folgt, dmg 
den Factor p mindestens g — Imal enthalt 
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Es ist aber t — 1 \% dann und nur dann durch theilbai' 
wenn % der Verzweignngsgruppe Xj vorkommt (§. 181, VIL.)! 
und folglich ist durch + theilbar. Nach der Deli- 
nition §. 182, (1) können wir nun so fortfahren und die genaue 
Potenz von p bestimmen, die in enthalten ist. Sie hat den 
Exponenten 

Hierin sind die ^ 2 , . . . Potenzen von p, deren Exponenten 
nicht zunehmen, von denen die letzte = 1 ist. Die Zusammen- 
setzung des GrundidealB © ist also vollkommen durch die Zer- 
legung der Gruppe X bestimmt. 

Die Zahlen - ™d überdies für alle conjugirten 

Pnmideale pi, pj, . . p^ dieselben, und wenn wir also nach 
[§• 178, (4)]: 

^ = (Pi Pa . . . p^y 

setzen, so ergiebt sich 

(2) = If(pi Pa . . , 

wo das Product JT sich auf die Primfactoren aller Primzahlen p 
im Körper Ä erstreckt. Es genügt dann, dabei nur die in end- 
licher Anzahl vorhandenen Primzahlen p zu berücksichtigen, für 
die > 1 ist. 

Für die Partialdiscriminante des Körpers SU in Bezug auf B 
ergiebt sich hiernach 

(3) + \ 

Wenn jR der Körper der rationalen Zahlen ist, so wird 
eine natürliche Primzahl p und 2)^ göht, vom Zeichen abgesehen, 
in die Grundzahl ^ des Körpers ö über: 

(4) ± J + \ 



Zwanzigster Abßoliiiitt. 
Das Punktgitter. 


§. 184, 

Hulfssatz ans der Integralrechnung. 

Für ein weiteres Eindringen in die Theorie der algebraischen 
Zahlen ist die Anwendung emiger Satze der Integrabechnung 
erforderlich, die in die Theorie der mehrfachen, bestimmten Inte- 
grale gehören, die wir hier zunächst, soweit sie für unseren Zweck 
erforderlich sind, besprechen müssen. Die Anwendung dieser 
analytischen Methoden ist bereits Gauss nicht unbekannt ge- 
wesen. Sie sind aber hauptsächlich durch Dirichlet ausgebildet 
und in der Folge- durch Kummer und Dedekind weitergefiihrt. 
In neuester Zeit hat Minkowski analytische und geometrische 
Methoden noch in anderen Theilen der Zahlentheorie mit schön- 
stem Erfolge angewandt!). 

Es sei rci, a;« ein System unbegrenzt und stetig 

veränderlicher Grossen, die wir jetzt nicht wie in früheren 
Abschmtten als leere Eechnungssymbole betrachten , sondern 
als Zeichen, die von einander unabhängig alle reellen Zahl- 
werthe darstellen können. Die Ausdrucksweise wird sehr er- 
leichtert, wenn man diese Grossen als rechtwinklige Coordi- 

öauBB, De nexn mter mulütndmem olaaBmm etc ; Werke, Bd, II, 
S 269 Diriohlet m yerBokLedemen AbhandlongeiL, befionderfl. Beoherohes 
BOT diverses apphoatioiiB de PanalyBe infinit^BÜnale & la th^orie dee nombres , 
Orelle’ß Journal, Bd 19, 21, Werke, Bd. 1 Knmmer, Bestunnmng der 
Anzahl etc., Grelle, Bd, 40. Dedekind, Supplemente zn den vier Anf- 
lagen von Diriohlet’s Yorleflungen über Zahlentheorie. Branneohweig, 
Priedr. Vieweg & Sohn. Minkowski, Geometrie der Zählen. Leipzig, 
Tenbner, 1896. 
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naten in einem Raume jR^ von n Dimenflionen deutet, wir ge- 
winnen dann eine Auadruoks weise, die zwar nur in den ersten 
Fällen w = 1, 2, 3 wirklich, anschaubch ist, die aber nach der 
Analogie auch im allgemeinen Falle unmittelbar verständlich wird, 
und durch Zuruokgreifen auf diese drei ersten Fälle als Beispiel 
jeder Zeit erläutert werden kann. Demnach wird jeder Punkt x 
in Rn ein bestimmtes Werthsystem der Variablen rr« 

repräsenüren , und umgekehrt. Ist y ein zweiter Punkt in 
nnt den Coordinaten ^1,^3, j/ni so heisst die positive Quadrat- 
wurzel 

(1) Q = V(xi — f/ijä + c*a — y»)* H h (®« — 2/n)* 

die Entfernung der beiden Punkte. Ist x ein bestimmter Punkt, 
so heisst der Inbegriff aller Punkte y, deren Entfernung von x 
einen bestimmten positiven, übrigens beliebig kleinen Werth e 
nicht überschreitet, eine Umgebung des Punktes x. 

Wir betrachten nun ein Gebiet X von Punkten in jR^, von 
dem wir folgende Voraussetzungen machen’ 

1. Von jedem Punkte x in Rn ist völlig bestimmt, ob 
er zu X gehört oder nicht, 

2. X ist endlich, d. h. die Coordinaten aller Punkte x 
in X sind zwischen bestimmten endlichen Gren- 
zen enthalten. 

Ein Punkt, der eine Umgebung hat, deren Punkte alle zu X 
gehören, heisst ein innerer Punkt. 

Ein Punkt, der eine Umgebung hat, m der kein Punkt von 
X gelegen ist, heisst ein äusserer Punkt (in Beziehung auf X) 

Ein Punkt, bei dem jede Umgebung sowohl Punkte aus X 
als Punkte nicht aus X enthält, heisst ein Grenzpunkt. 

Der Inbegriff aller Grenzpunkte heisst die Grenze von X 
und werde mit F bezeichnet. 

Die inneren Punkte gehören zu X, die äusseren Punkte nicht. 

Um uns bestimmt ansdruoken zu können, wollen wir die (an 
sich unwesentliche) Annahme machen, dass die Punkte von F 
zu X gehören sollen. 

Den Inbegriff aller Punkte, deren Coordinaten einer linearen 
Gleichung genügen, nennen wir eine Ebene. 

Wir theilen nun den Baum Rn durch n äquidistante Ebenen- 
schaaren, die den Coordinatenebenen parallel sind: 

Xi = Oi — 5 , Xi = Oiy = Oi Xi = Oi -\- . 

Weber, Algebra TL 48 
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in Elemente ein, die wir Würfel nennen, und deren jedem wir 
daß Volumen d" beilegen Durch das System der n Ungleichungen 

in denen Äj, fcn ganze Zahlen bedeuten, ist das Innere 
eines solchen Würfels bestimmt 

Unter diesen Würfeln werden nun einige sein, die nur 
Punkte von X enthalten, die wir innere Würfel nennen. Ihre 
Anzahl ist endlich und sei gleich M, Es werden andere unter 
den Würfeln sein, die sowohl Punkte aus X als Punkte nicht 
aus X enthalten. Diese Würfel wollen wir Grenzwurfei nennen. 
Ihre Anzahl ist gleichfalls endlich und sei gleich m. Das Volumen 
enthält dann, wenn überhaupt Grenzwürfel Vorkommen, 
nicht alle Punkte von X. Dagegen wird (M -|- m) d" alle Punkte 
von X (und noch andere) enthalten. Wir werden demnach 
sagen, dass das Volumen V von X zwischen diesen beiden 
Grenzen hegt 

(2) Mö^ ^ ^ {M -[- w) d”. 

Damit ist freihch die Grosse V noch nicht erklärt. Wenn aber 
nun d beständig abnunmt, so werden M und m immer grosser 
werden, und wenn wir etwa die Verkleinerung von d dadurch 
bewirken, dass wir jedes vorangehende Würfelsystem weiter 
theilen, so wird Afd" immer wachsen und (Af-|- tn)d" immer 
abnehmen. Beide Grossen sind endlich und nähern sich daher 
bestimmten Grenzen. Sind beide Grenzen dieselben: 

(3) LimMö^ = lAm(M m)d^ = F, 

also 

(4) Lim w d" = 0, 

so nennen wir V das Volumen des Gebietes X Man kann, 
wenn diese Bedingung erfüllt ist, nachweisen, dass dieser Qrenz- 
werth derselbe ist, auch wenn man eine andere Art der Ein- 
theilung in Elementarwurfei, oder selbst ElementarparaUelepipeda 
wählt, oder wenn man das Gebiet durch anders geartete Flächen 
in Elemente eintheilt. 

Wir bezeichnen diesen Grenzwerth auch als das über das 
Gebiet X ausgedehnte «fache Integral 

(5) F=/. .ffdx,dx, ..dx^ 

und können zu seiner Werthbesümmung die Hulfsnuttel der Inte- 
gralrechnung anwenden. 
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Ob die Bedingung (4) erfüllt ist, ob also das Integral (Ö) 
einen bestimmten Sinn hat, hangt von der Natur der Begrenzung 
von X ahi). 

In den am meisten vorkommenden Fallen, wie auch in den 
unsengen, ist das Gebiet X definirt durch eine oder mehrere Un- 
gleichungen 

(6) f (iCi, iTj, iCn) ^ 0) 

worin die / analytische Functionen sind Die Begrenzung F 
besteht dann aus allen Punkten, die wenigstens einer der 
Gleichungen f = 0 genügen. Wir nennen in diesem Falle die 
einzelnen Theile der Begrenzung Flächen in Rn. 

Für manche Anwendungen genügt es nicht, zu wissen, dass 
die Bedmgung (4) erfüllt ist, sondern es ist noch eine genauere 
Kenntnisß der Art des Ueberganges zur Grenze 0 nothwendig. 

1, Wir nehmen an, die Begrenzung von F bestehe 
aus einer endlichen Anzahl von Stucken Ji, 
in deren jedem eine der Coordinaten x eine ein- 
deutige und stetige Function der übrigen ist, 
etwa in Fi 

(7) Xn = 9(^1 ^2» •■■1 ^n— l)- 

Die mFi vorkommenden Werthe von x^, Xn—i erfüllen 
em Gebiet X^—i in einem JSn-i, das wir die Projection von Fi 
nennen wollen. Ein Würfel, der in seinem Inneren Punkte von 
Fi enthält, soll durch Fi zerschnitten heissen. Ist w einer 
der von Fi zerschnittenen Würfel, deren Anzahl mit bezeichnet ' 
sei, so erfüllen die diesem Würfel entsprechenden Coordinaten- 
werthe Xn—i einen (n — 1) - dimensionalen Würfel 

dessen Volumen = ist. Die Anzahl der Würfel w' sei Mi. 
Wenn nun die Anzahl der zu einem (n — l)-dimen8ionalen Würfel 
tü' gehörigen Würfel w eine endliche Zahl a niemals überschreitet, 
so ist frii^ Mia und folglich 

Die flchärfete FaaBung der hierzu nöthigen BedingtLngeu rührt von 
Riemanii her (Ueber die Darstellbarkeit etc., Wei’ke, Nr. XII). Die dort 
nur für em emfaoheB Integral gegebene Bedmgung läset sich auoh auf 
mehrfache IntegTEÜe außdehnen. Ueber die hier benutzten Sätze und Be- 
griffe der lutegt alre oh Tiung müsBen wzr auf die auBführbohen Lehrbücher 
verweisen, z. B Serret-Harnaok, Leipzig, 1884 , 86 (neue Ausgabe von 
Bo hl mann un Ereohemen begriffen). 


43 * 
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Es ist aber kleiner als das Volumen W eines (n — 1)- 

dimensionalen Würfels von solcher Grösse, dass das ganze Gebiet 
Xn 1 in ihm enthalten ist, und folglich ist* 

( 8 ) 

also, wie klem auch S sei, kleiner als eine bestimmte endliche 
Zahl. Was hier von dem einzelnen Stücke P» nachgewiesen ist, 
gilt nun auch von den anderen, und wenn daher, wie oben, m 
die Anzahl der von der gesammten Grenzfläche F zerschnittene 
Würfel bedeutet, so gilt unter den gemachten Voraussetzungen 
der Satz, dass immer unter einer endlichen Grenze bleibt, 

und folghch wd" mit d der Grenze Null zustrebt. 

Diese Betrachtung bleibt auch richtig, wenn ein und derselbe 
Würfel lü von mehreren der Flachen Fa,. .. durchschnitten wird. 

Die Voraussetzung, die wir hierbei gemacht haben, dass 
nämlich zu einem Würfel w' nur eine endliche Zahl von durch 
Fl zerschnittenen Würfeln w gehören soll, müssen wir noch etwas 
näher prüfen. 

Die stetige Function hat nach einem bekannten Satze i) 
innerhalb des Gebietes w' einen grössten und kleinsten Werth 
Xn und Xn, die zu den Punkten J', gehören mögen. Der Unter- 
schied Xn — Xn heisst die grösste Schwankung der Function 
Xn innerhalb u/. Vergrössert man ocn um S und verkleinert x’n 
gleichfalls um Ä, so können wir zwischen den so erhaltenen Höhen 
a;« ® ® einen Cylinder über tü' von der Höhe 

Xn — ail -|- 25 construiren, der sicher alle über v/ stehenden zer- 
schnittenen Würfel w in sich enthalt, und es ist daher, wenn 0 
die Anzahl dieser zerschnittenen Würfel bedeutet: 

also 

( 9 ) + 

Wenn nun q die Entfernung der Punkte oder bedeutet, so 
ist nach (1) 

(10) g ^ SVn — 1, 

Der Satz, dass eme m emem Gebiete, wie hier w', stetige Function 
ein Mairiinmn nnd ein Muimum hat, ist von WeierBtraBB bewiesen. Im 
§ 41 des ersten BsndeB haben wir auf diesen Satz den Beweis des Funda- 
mentalsatzes der Algebra gegründet. Der dort für am Gebiet von zwei 
Verlnderhohen gegebene Beweis ist leicht für den hier vorliegenden Fall 
zu verallgemeinern. 
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und es folgt aus (9). 

(11) ^ ^ ~ + 2. 


Die Voraussetzung, die wir gemacht haben, fallt also damit 
zusammen, dass der Quotient 


( 12 ) 


<3 = 


a:» — a: 


rf 

n 


9 


einen endlichen Grenz werth nirgends überschreitet. 

Bezeichnen wir, wenn J der Punkt mit den Coordinaten 
in Rn^i ist, die Function (p{Xi^ Xn—i) ab- 
gekürzt durch 9(1), so hat der Quotient Q auch den Ausdruck 

<pa')-q>(n 


und wenn wir emen Punkt ^ mit den Coordinaten 

(13) Xi = X{-\- ^ {af; — !kJ) 

einführen, und nun voraussetzen, dass die Function 9 (^) als 
Function von r zwischen r = 0 und r = 1 überall einen end- 
lichen Differentialquotienten (nach r) 9'(5) besitze, so ist nach 
einem Fundamentalsatze der Differentkdrechnung 

(14) <3 = <P'«) 

für emen nicht naher bekannten Punkt auf der. Verbindungs- 
geraden von und Damit also (8) sicher erfüllt ist, fugen 
wir noch die Voraussetzung hinzu: 

2, Die Function 9 (g) soll in jedem Punkte | des Ge- 
bietes Xn^i in jeder Richtung einen bestimmten 
endlichen (eine endliche Grenze dem absoluten 
Werthe nach nicht überschreitenden) Diffe- 
rentialquotienten haben. 

Es ist damit aber nicht auflgeschloBsen, dass die Differential- 
quotienten von 9 (f) nach verschiedenen Richtungen hin, etwa 
wie in einer Kegelspitze, verschiedene Werthe haben. 

Jeder der Elementarwürfel d" im Raume Rn hat einen be- 
stimmten Mittelpunkt. Bedeutet Z die Anzahl der Würfelmittel- 
punkte, die innerhalb des Gubietes X liegen, so ist, da jeder 
innere Würfel auch seinen Mittelpunkt innerhalb X, und jeder 
äussere Würfel auch seinen Mittelpunkt ausserhalb X hat, 
üf ^ Z ^ + tn, 


also 
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ZS* — mS* ^ MS*, {M + «i) 5» ^ ZS* + m S*, 


und naoli (2J: 
(15) 

Setzen vnr also 


Zd" — wd" ^ Z8* + wd" 

r= Zä^ + Bö, 


so ist 

fl6) — md"-i < JR < md"-^ 

und wir können folgenden Satz aussprechen: 

3. Genügt die Begrenzung des Gebietes X den Be- 
dingungen 1. und 2., ist V das Volumen von X, 
und Z die Anzahl der innerhalb X liegenden 
“Wurfelmittelpunkte, so ist 

(17) V = Xd« + iJd, 

worin i2, wie klein auch d sei, dem absoluten 
Werthe nach nicht über eine endliche Grosse 
hinauageht^). 

Hieraus folgt dann 

(18) V = Lim Z8\ 


186. 

Volumenbe Stimmung. 

Das erfolgreichste Hülfemittel bei der Ausführung mehrfacher 
Integrale besteht m der Einfiihmng neuer Variablön, die nach 
einem bekannten Satze mittelst der Function aldetenninante ge- 
schieht s). 

Es seien «i, stetige Functionen der Variablen 

a?!, Xn in dem Gebiete X, und zwar so, dass jedem Punkte 

in X ein Werthsystem der Variablen u entspricht, und umge- 
kehrt auch jedem Werthsystem der Variablen u in einem ge- 
wissen Gebiete U ein Punkt m X. Es entspricht dann dem Ge- 
biete X das Gebiet U in einem Raume JSni in dem die u die 
rechtwinkligen Coordinaten sind. 

H- Weber, Ueher einen in der Zahlentheorie angewandten Satz 
der Integralreohnang. Qdttinger Naohriohten 1806 

*) Die allgemeine Formulinmg dieser Umfonanng rührt von Jacob i 
her (De determinantibuB fonotionaJibuB , Grelle, ßd. 22, 1841; Gesammelte 
Werke, Bd. 8). Die Ableitung findet sioii m den meisten ausfUhrhoheren 
Lelirbücliem der IntegralrechnnDg, z. B. Serret-Harnack, Bd. 2; Lip- 
Bokitz, Lehrbucli der Analysis, Bd- 2, auch Balzer, Determinanten. 
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Die Functionflldeterminante 

^ 0 Ml 0 Mj 0 Uft ’ 

die in diesen Umformungen vorkommt, hat nach Jacobi’a Be- 
merkung die grösste Analogie mit dem Differenüalquotienten, in 
den sie für w = 1 übergeht, und sie kann zweckmässig durch 

/2\ • • '1 

C^Kl «21 ■ < -1 ««) 

bezeichnet werden. Es gilt dann, wenn wieder 

Functionen von neuen Variablen Vi^ Vj, sind, der aus dem 

Multiplicationsaatze der Determinanten leicht folgende Lehrsatz: 

(3) * • *1 * • *1 ^«) ^(«li «ai ■ • «n) 

^ ^ d(t;i, üg, . . v^) ~ d(Mi, Mg, . . M„) d (Vi, Vs, . . 

und speciell: 

r^\ ^(^11 ^*1 ■ • *9 ^n) ^(«li «35 ■ • *5 «n) 

^ ^ d(Mi, Mg, , . Mn) “ d(a;i, Xa, . . ‘ 

Man erhält dann, wenn die Funotionaldeterminante (2) im 
Gebiete X oder U nicht unendlich wird, die Umformung 

(5) V = J*, . ,J* J^dxi dx^ . . . dXn 

worin sich das erste Integral auf das Gebiet X, das zweite 
auf das Gebiet ü erstreckt, und die Functionaldeterminante 
im zweiten Integral durch ihren absoluten Werth zu er- 
setzen ist, wenn die Integrationselemente dxj dx^ . . . dx^ und 
dui dMj . . dwn beide positiv angenommen sind. 

Um diese Umformung anzuwenden, sei yi, y* ein 

System von einander unabhängiger linearer Functionen der 

Xij X^j ■ • *1 • 

= ^1,1^ H“ «2^ 1 aJa -j" ' ' * "f" 1 ^«1 

/oN ya = 4" ‘ “h ^2^n, 


J/n = n H“ OCa, n H“ ‘ * ' ^ n 

und wir nehmen an, dass die yi, ya, . . y« entweder alle reell 
sind, oder, wenn ein imaginäres y darunter vorkommt, auch das 
conjugirt imaginäre darunter enthalten ist Es ist dann die 
Determinante 
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C^) -R = 2 ± «1,1 os»,a . . . a„,„ 

entweder reell, oder, wenn die Anzahl der imaginären Paare 
ungerade ist, rein imaginär, weil nämlich die Vei*tauBchung 
je zwei conjugirt imaginäre Zeilen von D mit emander 
vertauscht. 

Wenn i/j, ^j, . . , y, reell sind, während (y,+i, y»+i), 
(l/.+S) yr+j), .. ., (j/r, t/n) conjugirt unaginäve Paare bilden, deren 
Anzahl also v — s betragt, so ist 

(8) V — s = n — V, s = 2v — n, 

und wir führen nun die folgenden reellen Variablen ein: 


Vi ^11 • • • ) y* — 

(9) y.+i = 

y^+i = »'»+ 10 ^’^, . . ., = r, e-^'Tn-r. 

Darin sind, so lange die unbeschrankt veränderhch, auch die 
Ti, rj, . ., r, unbeschrankt veränderlich, r,+i, . . ,, r» werden 
nur positiv (wenigstens nicht negativ) angenommen, und die 
g)h sind auf das Intervall 

(10) 0 5 9Ji < 2 5t, . . ., 0 ^ < 25r 

beschrankt. Dann entspricht jedem Punkte x ein bestimmtes 
Werthsystem der »"i, rj, ..., r», (pi, <p^ ..., (p„_, und umgekehrt. 

Es ergiebt sich aber für die Functionaldetenninante nach (3) 

d (a^, ajj, . . ., Xyi^ 

^ (^H Z'r, ..., ^„_y) 

_d{x^, d(yi, yn) 

.... y,) d(yi, ..., ip^, ..., 

_ Ji ^ (y*+n y»+i) d (y„ y„) 

-R d(r,+i,(p,) " ' d(rr, (p„_,y 


und da hierin 


(y«+ii yr+i) 9y*+i 3yi.+i 9y»+i 9y,+i 

^ T: —3:: = — 


= — 2 ir. 


+ 1 




dq)i 8r,+i 

ist, 80 ergiebt sich 

(11) ^ ( — 2i)"'"‘»' 

• • •? t'r, 9?i, . . 9Pfi— f) jR 

Der Factor ( 2i)"— ist hier reell, und wir erhalten also, 

wenn wir den absoluten Werth von B mit ^ bezeichnen: 
2"“*' 

(12) V = —^ f---ffdri,..dr,r,j^xdr',+i...rydryd(p^...d(pn—,. 
Wenn, wie es häufig vorkommt, die Grenzbestimmung für das 
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Gebiet Y so beschaflfen ist, dass darin nur die absoluten 
Werthe der lineajen Functionen Vorkommen, so lasst sich 
dieser Ausdruck noch weiter vereinfachen. Dann kommen näm- 
lich zu irgend einem Werthsystem der Variablen rj, fj, . . 
alle den Bedingungen (10) genügende Werthe der gji, q)n—r 

vor und man kann die Integration nach den tp ausführen. Es 
folgt so 

^ ~ /• • • f/r.+i ...fr dry dr^... dr„. 

Unter der gleichen Voraussetzung kommt für em bestimmtes 
Werthsystem der . . r, zu jedem Werthe von Ti auch der 
entgegengesetzte Werth vor, und man kann danach das Integral 
nach Ti in zwei gleiche Theile theilen, in deren einem positiv, 
im anderen negativ ist. Wenn man diese Zerlegung für sammt- 
liche reelle y ausfuhrt, so folgt wegen (8): 

(13) F= ^ /. . . ffr,+i ... dry dr^ . .. dry, 

worin jetzt die Variablen ri, ra, . . r„ alle auf positive 
Werthe beschrankt sind. Diese Form ist aber nur dann 
anwendbar, wenn die Grenzbedingungen nur die absoluten Werthe 
der y, enthalten 


§. 186 

Strahldistanzen. 

Wir bezeichnen nun die Punkte in dem Raume Rn durch 
einzelne Buohstaben o, 6, a;, ... und setzen fest, dass der Punkt a 
die Coordinate 

( 1 ) 0^7 

habe, und entsprechend seien die Coordinaten anderer Punkte 
bezeichnet. Eine Function der Coordinaten Oi nennen wir auch 
eine Function des Punktes a und bezeichnen sie etwa mit /(a). 
Ebenso können wir Functionen von zwei (oder mehr) Punkten 
/ (a, h) betrachten. 

Unter den Punkten von B„ sind die Punkte ausgezeichnet, 
deren Coordinaten ganze Zahlen sind. Diese Punkte nennen wir 
die Gitterpunkte in Rn* Sie liegen auf n Sohaaren äqui- 
distanter paralleler Ebenen, die den Raum Rn in würfelförmige 
Zellen emtheilen. Jeder dieser Würfel hat das Volumen 1. 
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Wir betrachten mm eine Function S(a^ b) von zwei Punkten 
o, i, die folgenden Bedingungen genügt: 

1. S (a, 6) ist für je zwei von einander verschiedene 
Punkte o, b endlich und positiv, und verschwindet 
nur, wenn a mit b zusammenfallt. 

2. Wenn a, 6, c, d vier Punkte sind, a von b ver- 
schieden und so zu einander gelegen, dass sich 
ein positiver Werth von t bestimmen lässt, so dass 

(2) fli bi = t (Crf d,), 

so ist 

(3) S(a^b) = tS (Cy d). 

Geometnsch ausgedruckt, besagt diese Bedingung, dass die 
Strecken (ab) und (cd) parallel sind und im Längenverhältniss 
t : 1 stehen. Wir können die Formel (2) auch so ausdrucken, 
dass S (o, 6) eme homogene Function ersten Grades der Coordi- 
natendifferenzen a, — 6* sem soll. 

3. Es soll, wenn a, &, c irgend drei Punkte sind, 

(4) S(ac)^S(ab)-{^ S(bc) 
sein und endlich soll 

4. S(ab) = S(ba) sein. 

Minkowski nennt eine solche Function eme einhellige, 
wechselseitige Strahldistanz. Wir wollen sie hier kurzweg Strahl - 
distanz der beiden Punkte a, b nennen, da von den allge- 
memen Functionen dieser Art, die die Bedingungen 3., 4. nicht 
erfüllen, hier kein Gebrauch gemacht werden soll. 

Das nachsüiegende Beispiel emer solchen Function ist die 
Entfernung der beiden Punkte a und 6, die wir kurz mit (o, b) 
bezeichnen. 

Bedeutet o den Nullpunkt, der zugleich der Coordinaten- 
anfangapunkt ist, so ist nach (3), wenn Xi= Oi --- ö, ist: 

(6) S(o,x) = 8(a,b), 

so dass also jS(a, b) auf eine Function von nur einem Punkte co 
zuruckgeführt ist, die wir auch mit S(x) bezeichnen 

Ö. Es sei nun E(a^b) die halbe Seite eines Würfels, 
dessen Kanten den Coordinatenaxen parallel 
sind, dessen Mittelpunkt in a liegt, und dessen 
Oberfläche durch b geht, oder, was dasselbe ist, es 
sei E(ayb) das Maximum der absoluten Werthe 
der « Differenzen Oi — J,. 
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ne der Ungleichung 

— C{\ = \ at — &< + &< — Ci 1 5 \ <M — 'bi\ + |Z*i — Ci| 


lann 

E (a, c):^ E (a, h) E (h, c), 

3 ZU schliessaii ist, dass E (a, 6) eine StraJildistanz ist. 
Ue Punkte x, die der Bedingung 


E(p, x) = E(.x)=l 

3 n, erfüllen eine Wiirfelflache, deren Mittelpunkt im NuU- 
3 liegt, und die die Kantenlänge 2 hat. Ist 8 (o, &) irgend 
>trahldistanz , so haben die Werthe, welche die Function 
für die Punkte dieser Wiirfelflachen anninunt, eine obere 
intere Grenze E und fc, und da wegen 2. das Verhält- 
3(x):E(x) nur Yon den Verhältnissen der Coordinaten 
, : . . . : is„ abhängt, so ergiebt sich für jeden Punkt x die 
ichung 

hE(x) ^ 5(3!) ^ KE(,x). 


tet a 
“g 


irgend einen Gitterpunkt, so liegen alle der Be- 


E{x) = 


S(a) 

h 


lenden Punkte x auf einer Würfelfläche mit dem Nullpunkte 
Lttelpunkt, und wenn y ausserhalb dieses W urfels liegt, so ist 
1 ?. ^ -SCa) 

-E(y) >--^- 


m. durch (7) bestiimnten Würfel (die Oberfläche mitgerechnet) 
«renigetens ein Gitterpunkt, nämlich a, gewiss aber nur eine 
!he Anzahl solcher Punkte. Unter den Werthen, welche 
für diese Gitterpunkte annimmt, ist einer möglichst klein, 
yenn dieser kleinste Werth für den Gitterpunkt c eintritt, 


5(c)^ 5(a). 

irgend einen ausserhalb des Würfels (7) gelegenen Gitter- 
t d ist wegen (8) 


wegen (9) und (6) 


TcE(d) > 5(a), 
5(c') > S(c). 


Es ist also 8(c) das Minimum unter allen Werthen, die die 
tion S{x) für irgend einen von Null Terschiedenen Gitter- 
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punkt X erhalten kann, oder auch daa MmiTTmTn unter allen 
Werthen der Function S(o, i) für zwei Terschiedene Gitterpunkte 
a, 6 Wir nennen diesen Werth, den wir mit M bezeichnen 
wollen, kurz das Minimum der Strahldistanz S. 

Bedenkt man, dass auf der Wiirfelfläche E (x) = \ gewiss 
Gitterpunkte liegen, z. B. der Punkt = 1, ajj = 0, . . . , a;« = 0, 
so folgt aus der Bedeutung von K eine obere Grenze für M'. 

( 10 ) 

Wenn h eine Constante ist, so erfüllen alle Punkte x, die 
der Bedingung 

( 11 ) S{x)^% 

genügen, einen endlichen Raumtheü S, von dem wir annehmen, 
dass er ein bestimmtes Volumen hahei). 

Hat der durch die Ungleichung 

(12) (a:) 5 1 

bestimmte Kaumtheil fif, das Volumen J, so ist, wie aus der 
Darstellung durch ein n-faches Integral, oder auch aus der Formel 
(18) des §. 184 folgt, das Volumen des Baumtheiles 8 gleich 'E'J. 

Aue (6) folgt, dass alle der Bedingung (11) genügenden Punkte 
auch der Ungleichung 

(13) Eix) ^ l 

genügen, und dass demnach der Raumtheil 8 ganz in dem 
durch (13) bestimmten Würfel enthalten ist Das Volumen 
dieses Würfels ist Ä" : Ä", und dies ist also eine obere Grenze 
für das Volumen von J. 

Wenn jetzt a und 6 zwei Gitterpunkte sind, so haben die 
beiden durch 

(14) S(a,x)^\M, 8(l,x)^^M 

definirten Raumtheüe Ä, B entweder keinen oder doch nur 
Oberflachenpunkte mit einander gemein. Denn ist x ein 
behebiger Punkt, so ist nach (4); 

5(0,6) ^5(0,®) + 5(6,®), 


t uMeren VorauBBetzungen über die Fünotion 8 

erörtern, da m den Anwendungen, die wir zn 
bestmunte Yolnmen nach den Sätzen des §. 184 un- 
zweifelhaft iBt Näheres darüber giebt Minkoweki, Geometrie d« Zahlen. 
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und da S (a, h) nach der Bedeutung von M nicht kleiner als M 
sein kann, so folgt. 

S(a, x) + S(b,x). 

Dies ist aber mit (14) nur verträglich, wenn gleichzeitig 
8 (a^ x) = \ M und 8 (b^ x) = ^ M ist 

Es bedeute nun m irgend eine natürliche Zahl Wir be- 
trachten die Qitterpunkte, deren Coordinaten je einen der Werthe 

0 , ± 1 , ±: 2 , . . ., ± 


haben, deren Anzahl {2m 1)" beträgt, und die alle in einem 

Würfel liegen, dessen Seitenlange 2 m beträgt Um jeden dieser 
Gitterpunkte a construiren wir den Raumtheil der durch 

8 {a, x) ^ \ M 


defimrt ist, und dessen Volumen gleich ist, und diese 

Raumstücke sind alle enthalten in einem Würfel, dessen Mittel- 
punkt der Nullpunkt und dessen Seitenlange nach (13) gleich 




ist. Da nun, wie wir^ gesehen haben, diese Raumtheile A keine 
gemeinsamen Raumtheile enthalten, so ist ihr Gesammtvolumen 
jedenfalls nicht grösser als das Volumen des sie alle einsohliessen- 
den Würfels, und hieraus ergiebt sich die Ungleichung 

(16) (2m + 1)” (I Jf)** J- ^ (2m + f)", 

und da man hierin m unbegrenzt wachsen lassen kann, so folgt 

die fundamentale Ungleichung 

( 16 ) (lAäOV^l 

Die Bestimmung von tJ geschieht in jedem besonderen Falle 
durch eine Integration. Wir führen hier einige Fälle durch, die 
nicht bloss als Beispiele, sondern auch wegen der späteren An- 
wendungen von Wichtigkeit sind. 


§. 187. 

Erstes Beispiel 

Es sei yi, yn System hnearer Functionen von 

(1) y\ = SA*®*' 
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i 
1 

mit reellen Coefficienten deren Determinante 

(2) i ^ = 2 i -^1,1 -4a,2 • - ■ -^n 

Yon Null yerschieden ist und den absoluten Werth hat 
Wir definiren als Strahldistanz S (ö, J) den grössten unter den ^ 

absoluten Werthen der n Functionen 

Dass diese Function den Bediogungen 1, 2, 4 des §. 186 genügt, , 

leuchtet unmittelbar ein. i 

Man überzeugt sich aber leicht, dass auch die Bedingung 3 ’ 

befriedigt ist Denn nach der Definition ist 5(a,c) die kleinste • 

Zahl, die für fc = 1, 2, . . ., w den Ungleichungen genügt, 

( 3 ) — - : 

Andererseits ist für jedes h I 

— Ci) \ ^ |2Ak(^ ““ ^01 + — ^)l ’ 

und mithin 

(4) I 2 I ^ S(a, b) + S(b, c), ; 

folglich wegen (3): 

(5) 5(0, c) ^ 5(0, 6) + 5(6, c). 

Die der Gleichung S(x) = l genügenden Punkte begrenzen hier 
emen Raumtheil, dessen Punkte der Ungleichung 

(6) - 1 ^ yi ^ + 1 

genügen, der im Falle w = 3 ein Parallelepipedum erfüllt , Das 
Volumen dieses Raumtheiles ist daher nach (2) und §. 185, (4). 



und nach §. 186 (16) ist das Minimum der Function 5(o, 6) 

(8) M ^ ^2. 

Dem hiermit bewiesenen Satze geben wir nach Minkowski den 
folgenden Ausdruck* 

1. In einem Systeme von n reellen linearen Func- 
tionen von n Variablen mit nicht verschwinden- 
der Determinante ± ^ kann man immer den 
Variablen solche ganzzahlige, nicht sammtlich 


Minkowski, Geometrie der Zahlen, S. 102 
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verschwindende "Werthe ertheilen, dass keiner 
der absoluten "Werthe aller dieser Functionen 
grösser als wirdi). 


§. 188. 

Zweites Beispiel 

Es sei J/a, . • Vn, wie in §. 185, ein System unabhängiger 
linearer Functionen von x, deren Determinante den absoluten 
"Werth J habe, das aus n — v Paaren conjugirt imaginärer und 
s = 2v — n reellen Functionen besteht, und es sei 

(1) S{X) z=z |t/i| -f- Ij/al -\ -|- |f/nl, 

wenn \y\ den absoluten Werth von y bedeutet. Sind oc< die 

Werthe der Function yt in den Punkten a, 6, c, so ist 

S(a, 6)-2:ic^-l5ih 

und nach dem Satze, dass der absolute Werth emer Summe 
niemals grösser ist, als die Summe der absoluten Werthe, ist 

I]\ai — y,l 5 2\cci — ßi\ 2\ßi — ytl 
Folglich sind die Bedingungen §. 186, 1. bis 4, für diese Function 
befriedigt, und wir erhalten nach §. 185, (13) mit Bücksicht auf 

(1) und §. 186, (12) 

(2) J = ^" r, dr^ dr^ . . . du, 

worin die Integration über alle positiven Werthe von ri, 
rg, . . ., ry ZU erstrecken ist, die der Bedingung 

(3) fl + ra + • • + »■» + + i -\ j- 2r, ^ 1 

genügen. 

Nehmen vnr zur Veranschaulichung w = 3, so ist, falls alle 
drei Ftmctionen y reell sind, also v = 3 ist, die Fläche S{x) = 1 
eine Octaederfläche. Sind aber zwei der Fnnctionen y con- 
iugirt imaginär, so ist S{x) = 1 die Fläche eines Dopp^kegels, 
'wie er etwa durch Rotation- eines Rhombns nm seine Diagonale 

entsteht. 


1) Em arithinetiBoher Beweis dieses 
(lieber lineare Formen mit ganzrabligen 
1897 ). 


Sataes ist von Hnrwitz gegeben 
Vanabeln, Göttinger Naobmohten 
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Das Integral (2) lässt sich, leicht nach der Methode von 
Dirichlet (oder auch auf andere Weise) bestimjnen i) und ergiebt 


wenn JT (n) = 
§. 186, (16) 

( 5 ) 


“ n(n)^ ’ 

1.2.3 ... n gesetzt ist, und demnach folgt aus 


und hierin bedeutet M den kleinsten positiven Werth, den die 
Function 

l!/l| + l^fll + h lj/n| 

für ganzzahlige Werthe der a?« annehmen kann. 

Diese Grenze lasst sich aber noch in einer einfacheren Weise 
ausdrücken. Es ist nach der Definition von 77 (n): 

7T(n + 1) _ 7T(n) _ " V 

(w -|- l)"+i (n -|- l)** n" \n -|- 1/ 
und (nach dem binomischen Lehrsätze) 

C ^ 0 

worin das Gleichheitszeichen nur für » = 1 gilt, also 

“H i: ^(”) 

(„ i)»+i ^ 2 n« ’ 

und daraus durch vollständige Induction 


^ 2^. 

worin das Gleichheitszeichen nur für n = 1 und n = 2 gilt. 
Es ist ferner v mindestens gleich 1, und folglich 2"-^ ^ 2"-”^ 
und danach geht (6) über in 


(6) ^ ^ (I) ' 

und auch hier gilt das Gleichheitszeichen nur dann, wenn n — 1 
oder n = 2 ist, und un letzteren Falle auch nur unter der Voraus- 
setzung, dass 1/ = 1 ist, also und oonjugirt imaginär sincl. 


0 Diriohlet, Ueber eine nene Methode zur Bestimimiiig vielfaoher 
Integrale, Abhandlungen der Berliner Akademie 1889. Diriohlet'B Werke 
Bd. I, 8. 891. Meyer, Vorleenngen über beutunmte Integrale. Leipzig 1871. 
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Da 2 : Ä ein echter Bruch ist, so ergiebt sich endlich die für 

alle Falle gültige Formel 

(7) 

Nur im Falle n = 1 würde auch hier das Gleichheitszeichen 
stehen. Diesen Fall lassen wir jetzt bei Seite. Dann können 
wir den Satz aussprechen- 

2. Ist 3 /i, t/j, . . yn ein System linearer Functionen, 
die reell oder alle oder zum Theil paarweise 
conjugirt imaginär sein können und eine nicht 
verschwindende DeteTminante mit dem absoluten 
Werthe ^ haben, so kann man den Variablen 
solche ganzzahlige, nicht sämmtlich verschwin- 
dende Werthe ertheilen, dass das arithmetische 
Mittel der absoluten Werthe der y< kleiner als 
wird. 


§ 189. 

Anwendung auf algebraische Körper. 

Um von diesen Sätzen ftir die Theorie der algebraischen 
Körper Nutzen zu ziehen, schicken wir den folgenden Hülfesatz 
voraus. 

Sind Ol, ag, . . ., reelle positive Zahlen, so ist 

(1) «1 + Oj H o„ ^ n’p'oi o, ... o„ 

Dieser Satz ist offenbar richtig für n = 2 ; denn es ist 

Ol + a, — 2 VojOs = (Vo^ — Vöi)’, 
also nie negativ. 

Wir wenden also die vollständige Induotion an, indem wir 
die Formel (1) für w — 1 Glieder als schon erwiesen annehmen. 
Wird dann von kemem der übrigen a an Grösse übertroffen, 
so ist 

n— 1 

fltn ^ y«! Oi . . . Ofi-U 

und wenn wir die letztere Wurzelgrösse mit & bezeichnen, so ist 
nach der Voraussetzung 

Ol Og -f- On— 1 ^ {y^ 1) 

Also ist 

+ 1)& 

Web 61 , AJgobn. XL 44 
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und folglich 


n ' 


ön — 


n 


b 


und nach dem binomischen Lehrsätze, da a„ — b nicht negativ ist, 


(“!+'*» + ■ + 6» + (a„ - &) = a„h”~\ 


dies aber fallt mit der zu beweisenden Ungleichung (1) zusammen. 

Setzt man hierin für die a die absoluten Werthe der 
Functionen y, so ergiebt sich aus §. 188, 2. der folgende Satz: 

1. Sind yi, yn lineare Functionen der Va- 

riablen rci, iTj, . . iCn, die entweder alle reell oder 
^um Theil auch paarweise conjugirt imaginär 
sind, und deren Determinante den absoluten 
Werth jd hat, so kann man für die Variable x 
solche ganzzahlige Werthe finden, dass die y^ 
nicht alle verschwinden, und dass 


(2) \yi 2 /g • . • y«| < 

Dieser Satz ist zwar noch richtig, verliert aber seinen Inhalt, 
wenn emige der y fiir diese Werthe x verschwinden. 

Eine schärfere Grenze fiir dies Product erhalt man aus 
6. 188, (5), nämhch 


( 9 ) 


\yi y» 


oder, da nach einem bekannten Satze aus der Theorie der 
Euler’ sehen Integrale 

TL (n) <: e 

ist, 

(4) ji/i yj . . . y„| < Y27tne~''^^ J. 


Hieraus ergeben sich nun sehr merkwürdige Folgerungen 
fiir die Theorie der algebraischen Körper. 

Es sei Ä ein algebraischer Zahlkörper, und a ein Ideal in 
diesem Körper; ferner «i, «s, . . “n ehiö Basis dieses Ideals, so 
dass in der Form 


(5) a = a^Xi + f- 

alle durch a theübaren ganzen Zahlen in ß dargestellt werden, 
wenn man für iCi, ganze Zahlen setzt Nehmen wir 
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die w ZU a coujugirten Zahlen, so erhalten -wir n lineare Func- 
tionen von iCi, a;„, von denen keine verschwindet, wenn 

nicht aUe x gleich Null sind. Diese Functionen können fiir die 
Vi^ 2/ai ■ . .? 2/n ^ (2)i (3), (4) gesetzt werden. Das Quadrat von 
^ ist dann die Discriminante des Systems «i, «a, . «n» 

also nach §, 164, 1., und §. 169 

± = N{ayD, 

wenn D die Grundzahl des Körpers £l ist. Wir erhalten dann 
aus (2) den Satz: 

2. Wenn a ein Ideal des Körpers Ä bedeutet, so 
lässt sich eine von Null verschiedene, durch a 
theilbare ganze Z-ahl « in lö so bestimmen, dass 

(6) Na(a)<:N{a)V^, 

worin ± I) und Vi D positiv zu nehmen sind 
Wenn wir hieiin 

(7) a = ab 
setzen, so folgt 

(8) JV(b) <; 1/^TZJ. 

Wenn wir a in (7) die Gesammtheit der durch a theilbaren 
ganzen Zahlen aus Ä durchlaufen lassen, so durchläuft B eine 
Idealclasse, und es ergiebt-sich aus (8) eine wesentliche Ver- 
schärfung des Satzes §. 171, 2. 

3. In jeder Idealclasse giebt es ein ganzes Ideal, 
dessen Norm kleiner ist als Vdi D. 

In (8) BohHesst das Zeichen < die Gleichheit aus, sobald 
« > 1 ist Da ^(B) eine positive ganze Zahl, also mindestens 
= 1 ist, so folgt aus (8) der Beweis des folgenden Satzes * 

4. Es giebt aussör dem Körper der rationalen 
Zahlen keinen Körper, dessen Grundzahl ± 1 ist. 

Dies ist der von Minkowski zuerst erbrachte, früher lange 
vergeblich gesuchte Beweis dieses wichtigen Satzes. Bedient man 
sich der genaueren Grenzbestim mun gen (3) oder (4), so kann 
man noch weiter gehende Schlüsse ziehen. So ergiebt sich aus (3) . 

+ D > ("üV'"“’' 

(1.2.3...«)»’ 


( 9 ) 


44 * 
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oder aus (4): 

2 w — ^ 

/ijr\a(n — »J p 6n 

(10) 2®« • 

Da die rechte Seite von (10) mit n zugleich ms Unendliche 
wachst, BO folgt: 

ö. Eine bestimmte Grundzahl B kommt nur bei 
einer endlichen Anzahl von Gradzahlen n vor 

Aus (9) können wir in bestimmten Fallen andere Grenzen 
für die Discriminante erhalten. 

Nehmen wir « = 2 und v = 2, also emen reellen quadra- 
tischen Körper, so ist D positiv und (9) zeigt, dass J) mindestens 
= 4 ist Für emen imaginären quadratischen Körper ist w = 2, 
V = 1, D negativ und absolut grösser als st* : 4, also i) ^ — 3 
Für n = 3, also emen cubischen Körper, ergiebt sich B 
grosser als 20 oder kleiner als — 12. 



Einnndzwanzigater Abschnitt 

Olassenzahlen. 


§. 190. 

Der Dirichlet’sche Satz über die Einheiten. 

Die analytischen Methoden, die wir im vorigen Abschnitt 
angewandt haben, sind von Dirichlet an dem Problem der 
Classenzahlen ausgebildet worden, und in diesem grossen all- 
gemeinen Problem sind sie von der weitest gehenden Anwend- 
barkeit Freilich wird im allgemeinsten Falle dadurch, wie wir 
sehen werden, bloss der Ausgangspunkt für die Lösung gegeben. 
Die vollständige Durchführung gelingt nur in den einfachsten 
Fallen. 

Wir beginnen mit einem von Dirichlet herruhrenden Satze 
über die numerischen Einheiten in irgend einem algebraischen 
Zablkorper, der die Verallgemeinerung der Theorie der PelP- 
schen Gleichung enthält, die wir im ersten Bande (§. 135) ent- 
wickelt haben. 

Es sei ß ein Körper Grades über dem Körper B der 
rationalen Zahlen, und 

fl) ßfi, Ä 3 , . . ., 

die conjugirten Körper. Die irreducible Gleichung w*®“ Grades, 
deren Wurzeln uns diese conjugirten Körper bestimmen, wird im 
Allgemeinen sowohl reelle als imaginäre Wurzeln haben, von 
denen aber die letzteren immer paarweise Vorkommen, so dass 
zu jedem imaginären Körper Sli ein anderer gehört, dessen 
Zahlen mit denen von Qii conjugirt imaginär sind, der also 
aus Sli durch die Substitution (■t, — -j) hervorgebt. 

Solche imaginäre Paare fassen wir zu einer Einheit zu- 
sammen und bezeichnen die Anzahl der reellen Körper und der 
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Paare imaginärer Körper der Reihe (1) mit v. Sind alle con- 
jiLgirten Körper reell, so ist n = v; sind sie alle imaginär, so 
ist n = 2v. 

Die Anzahl der imaginären Paare ist « — v und die Amzahl 
der reellen Körper 2v — n (§. 185). 

Bedeutet mm ©i, ©j, . . eme Basis der ganzen Zahlen 
des Körpers ß und ©i,* ©a,», . . fiir s = 1, 2, . . w die 

conjugirten Systeme, so lassen sich alle ganzen Zahlen des Kör- 
pere Slg in der Form darstellen 

(2) = Xy ©i,s + iCa 0)2,, H rCnCOn,* 

mit ganzzahhgen und die Girnndzahl D des Körpers ß ist 
durch die Gleichung 

(3) = 2 i 0)i,i © 2,^2 . . . ©n,fi 

bestimmt. Durch die Substitution (i, — 0 werden je zwei con- 
jugirt imaginäre R,eihen dieser Determinante mit einander ver- 
tauscht, und Vd" wechselt also nur dann sein Zeichen, wenn die 
Zahl dieser Paare, also n — v, ungerade ist ln diesem Falle 
ist also imaginär, sonst reell. Daraus ergiebt sich also, dass 
die Grundzahl des Körpers ß positiv oder negativ ist, je nach- 
dem n — V gerade oder ungerade ist. 

Das System (2) ist ein System linearer Gleichungen mit nicht 
verschwindender Determinante fiir die Unbekannten aji, rcj, . . ., Xn^ 
und wenn wir also annehmen, dass die absoluten Werthe der 
Zahlen nicht über eme gewisse Grenze hinausgehen, so ergeben 
sich aus den Auflösungen dieser Gleichungen Grenzen für die 
ganzen rationalen Zahlen x. 

Diese einfache Bemerkung liefert uns den folgenden wich- 
tigen Satz: 

1. Es giebt in einem algebraischen Körper ß nur 
eine endliche Anzahl ganzer Zahlen ti von der 
Beschaffenheit, dass die absoluten Werthe der 
conjugirten Zahlen unter einer gegebenen 
Grenze liegen. 

Wir nehmen nun ein System reeller positiver (nicht nothwendig 
rationaler) Zahlen so an, dass 

(4) Ci c, . . . (V = I, 

nnd dass, weiui tj. Tind rj,/ conjngirt i-mflgiTiftT sind, 

(5) c, = 
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Die Einheiten. 

Ißt, Tind setzen fiir die in dem Satze §. 188, 2. die 

Functionen 

_5i 2ll , . , Ib. 

Ci ’ Cj ’ ’ ■ c„’ 

deren Deteminante wegen (3) und (4) den absoluten Werth 
^ = V i Z) hat Dann ergiebt sich also aus dem erwähnten 
Satze, dass sich die x als ganze Zahlen so bestimmen lassen, 
dass sie nicht alle yerschwinden, und dass 

+ + - + 

Da nun keiner der Summanden auf der linken Seite von (6) 
die rechte Seite erreichen kann, so können wir, wenn wir die 
rechte Seite von (6) mit A bezeichnen, den folgenden Satz aus- 
sprechen: 

2. Ist Cb ein beliebiges, den Bedingungen (4), (ö) ge- 
nügendes System reeller positiver Zahlen, so- 
giebt es eine durch den Körper Ä allein be- 
stimmte reelle Zahl A von der Art, dass man 
immer eine ganze Zahl rj des Körpers ß be- 
stimmen kann, die mit ihren conjugirten Zahlen 
tib den Bedingungen genügt 

(7) I I 

Von den Zahlen Ca kann immer eine willkürlich angenommen 
werden, ausgenommen den rationalen (n = 1) und den imagi- 
nären quadratischen Körper (w = 2, v = 1). 

Demnach ergiebt sich aus (7) beiläufig das Resultat: 

In jedem algebraischen Körper Ä, ausgenom- 
men den rationalen und den imaginären quadra- 
tischen Körper, giebt es von Null verschiedene 
ganze Zahlen, deren absoluter Werth unter jede 
Grenze herunter sinkt. 

Behalten wir von zwei conjugirt imaginären Körpern nur 
den einen bei, so ergiebt sich die Reihe der conjugirten Körper 

iQii , ßs , . . ßy , 

denen wir ein Zeichensystem 

dl, dg, . . Sr 

mit der Bestimmung zuordnen, dMs J = 1 sein soll, wenn ß, 
reell, und = 2, wenn ß, imaginär ist, also 2? = w. 
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Es möge jetzt ?? eine beliebige von Null verschiedene Zahl 
des Körpers ß bedeuten und 

• • •’i Vn 

die conjugirten Zahlen. Diesem Zahlensysteme ordnen wir ein 
anderes Zahlensystem zu 

^1, Aj, . . An, 

das wir durch die Gleichung 
(8) A, = ds log I ris I 

definiren, worin |7ja| den absoluten Werth von rig und log 
den reellen natürlichen Logarithmus der positiven Zahl jT^^I be- 
deutet Ist £lg reell und das Zeichen ± so gewählt, dass ± rjg 
positiv ist, BO ist 

kg = log (± 7lg). 

Ist aber rjg ein imaginäres Paar, so ist 
A, = log 7jg7};, 

und zu 71 s und gehört dasselbe A^, so dass die Anzahl der 
verschiedenen Xg gleich v ist Aus dieser Bestimmung ergiebt 
sich noch 


(9) ^ ^ + ■ • • + Ay = log Na (i?), 

wenn, wie früher, Na die absolute Norm bedeutet. 

Die Zahlen A^, Aj,, . . ., A^ wollen wir die conjugirten 
Logarithmen der Zahl tj nennen. 

Wenn eine ganze Zahl des Körpers ß ist, so ist die 
absolute Norm eine natürliche Zahl, die nur dann = 1 ist, 
wenn rj eine Einheit ist, und daraus folgt nach (9): 

3. Die Summe der conjugirten Logarithmen einer 
ganzen Zahl tj ist positiv, und nur dann gleich 
Null, wenn t} eine Einheit ist. 

Mit Hülfe des Begriffes der conjugirten Logarithmen geben 
wir nun dem Theorem 2. einen etwas anderen Ausdruck. Wir 
setzen 

log A = Ä, 

so dass Tc eine durch ß bestimmte reelle Zahl ist, ferner 


( 10 ) 


Sg log Cg 


worin u eme beliebige reelle Grösse sein kann, so dass die 
Zahlen y, wegen (4) und (5) der Bedingung genügen: 


(11) + y* + • • • + yy = S =; 0. 
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Nach, diesen Bezeichnungen und nach (8) ergiebt die Un- 
gleichung (7)- 

(12) A, — 

Die Summe der Ausdrücke auf der linken Seite für s = 1, 2, . . v 
ist nach (11) gleich S A, und daher nach 3. nicht negativ. Dem- 
nach erhalten wir 

0 ^ S ßs — VaU) < Ten. 

Daraus ergiebt sich wegen (12), dass kein Glied dieser Summe, 
Afl — yaW, kleiner sein kann als — (w — Sg) \ weil sonst die Ge- 
sammtsumme nach (12) negativ wäre, imd wenn wir der Einfach- 
heit halber die untere Grenze noch etwas kleiner nehmen: 

(13) - «Äd. < A, - 

Damit ist bewiesen, dass es für jedes gegebene System der 
Zahlen w, ya, wenn nur die Bedingung (11) erfüllt ist, eine ganze 
Zahl 71 des Körpers Sl giebt, die mit ihren conjugirten Zahlen 
den Grenzbedingungen (13) genügt. 

Es sei nun ferner ein System reeller Grossen, von dem 
wir nur verlangen, dass 

von Null verschieden sei. Damit ist [nach (11)] ausgeschlossen, 
dass alle ga einander gleich sind; wenn sie aber das nicht sind, 
so werden sich zu jedem gegebenen Systeme der ga unendlich 
viele Systeme y« bestimmen lassen, die der Forderung (11) genügen. 

'<) Wird nunn/c-S 9 gesetzt, so ergiebt sich aus (13) 

durch Multiphoation mit g^ und Summation 

(14) — Xfir + att < S 9ah <5^4““«* 

Nach dieser Grenzbedingung bestimmen wir nun, bei fest- 
gehaltenen ga und a, eine Reihe von ganzen Zahlen 

(15) 7l\ 7i^\ 1?'", . . 

indem wir für u eine Reihe von Annahmen machen: 

tt, < u'", . . ., 

die folgendermaassen- naher bestimmt sind: 

Wir wählen u zunächst so, dass 

— -j- au = a, g au = a' 
positiv werden; dann setzen wir 

^ _ a' — a _ (m- 'i' l) g 
a a ’ 
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und setzen 

w -j- fi = w', w' S = tt", w" -|- d = w'", . . , 

a + ad = a', a' uS = a” ocö = 

und erhalten so aus (14), wenn A?, ... die conjugirten Loga- 
rithmen von 7i\ 7}”^ . . . sind : 


- (16) 


a <C ^ ffa^a ^ 1 

o! <d ^ ^8 ö , 


und die Reihe dieser Ungleichungen lasst sich unbegrenzt fort- 
setzen. 

Alle diese Zahlen ??, rj^ ij", . . . haben überdies nach (4) und 
(7) die Eigenschaft, dass ihre absoluten Nonnen N\ N'\ . . . 
unter einer bestunrnten endlichen Grenze bleiben. 

Die Anzahl der möglichen Werthe von AT, AP, A?", ... ist 
also endlich, namhch gewiss nicht grösser, als die grösste in 0 "*= 
enthaltene ganze ZahL Ebenso ist die Anzahl aller möglichen 
Reste der Zahlen Xn [m (2)] nach allen Moduln 

A7, AP, N”, . . . nur eine endliche, und daraus folgt, dass, wenn 
wir die Reihe der Zahlen (15) nur weit genug fortsetzen, in der 
Reihe zwei verschiedene Zahlen t/W, auftreten müssen, 
in denen und die Reste von x^^^ a^g, . . ., Xn nach 

dem Modul A/’^^ genau dieselben sind. 

Aus (16) aber folgt, wenn h ^Tc vorausgesetzt wird: 

(17) -s g. - A?^) > 0. 

Ist N die absolute Norm dieser beiden Zahlen so 

ist wegen der Debereinatimmung der Reste der x die Differenz 
7 ^(A) — fjOO durch AT theilbar. Andererseits ist nach §. 166 die 
Zahl N durch ijW theilbar, und folghch ist auch — tjW durch 
theilbar. Daraus ergiebt sich, dass auch lyW durch rj^'^ und 
ebenso durch tjW theilbar ist. Beide Zahlen sind also asso- 
ciirt, und wenn wir 



setzen, so ist e eme Einheit des Körpers lö. 

Setzen wir ausserdem , indem wir mit | s, | den absoluten 
Werth der mit e conjugirten Einheit Sg bezeichnen, 

( 18 ) S, log I £, I = I„ 
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so ergiebt sich aus ( 8 ) und (17): 

(19) ^1 ^ ■ H- 0 

Dies beweist nun den Satz : 

4. Ist ^ 1 , ^ 3 , . - öiu beliebiges System reeller 
Zahlen, die nicht alle einander gleich sind, so 
lässt sich in dem algebraischen Körper Ä eine 
Einheit s so bestimmen, dass die Summe 

9ih. “1“ ^3 9flr 

von Null verschieden ist, wenn lg das System der 
conjugirten Logarithmen von b ist 

Dieser wichtige Satz, der das Fundament fiir das Folgende 
ist, rührt, wenn auch in etwas veränderter Fassung, von Dirichlet - 
her. Diese Formuhrung ist von Minkowski gegeben. 

§. 191. 

Systeme unabhängiger Einheiten und Exponenten- 
systeme der Einheiten. 

Wenn wir m dem zuletzt bewiesenen Satze fl^i = l, gi = 0^ ..., 
gy = 0 setzen, was, wenn wir von jetzt an v 1 voraussetzen, 
gestattet ist, so folgt, dass es in iQ eine Einheit b giebt, für die 
eine der conjugirten Logarithmen, Zj, von Null verschieden ist 
Da jede Potenz von s dieselbe Eigenschaft hat, so giebt es un- 
endlich viele solcher Einheiten. 

Dieser Satz gestattet nun eine sehr wichtige VeraUge- 
meinerung: 

5. Ist — 1 , so lässt sich im Körper Ä ein 

System von Einheiten mit den zugehörigen con- 
lugirten Logarithmen 

?i,a? • • -1 
63 : ?i,i, Za,a, • • .3 

' ^a,l3 ^»,93 * • *3 ^ 

derart bestimmen, dass eine, beliebige, der s-rei- 
higen Determinanten der Matrix der etwa 
L, = 2? i Zi^i Zj^fl . . Z,,^, 
von Null verschieden ist. 
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Für s = 1 ist der ansgesprocheiie Satz nach der am Ein- 
gänge gemachten Bemerkung richtig. Wir nehmen also an, er 
sei bewiesen, wenn s — 1 an Stelle von s tritt, und leiten ihn 
durch vollständige Induction allgemein her. Dazu ordnen wir 
die Determinante La nach den Elementen der letzten Zeile, und 
schreiben sie so: 

( 2 ) La = Ql 9» 

wonn Qa = La-i ist, und daher nach der gemachten Voraus- 
setzung von Null verschieden angenommen werden kann. Sub- 
stituiren wir diese Werthe von 5a, • . -i 5^* Formel des 

Satzes 4., §. 190 , indem wir 5,4.1 = 0, . . 5r = 0 annehmen, 
während 5, nicht = 0 ist, so sind, so lange s <C ^ ißi*» gewiss 
nicht alle 5i, 5a, • ■ -i einander gleich, und es ergiebt sich, 
dass sich e, so annehmen lässt, dass Lg von Nnll verschieden ist, 
wie bewiesen werden sollte. 

Auf s — V ist diese Schlussweise nicht auszudehnen, und 

die Determinante Ly muss auch in der That immer Null sein, 
8 

weil für jede Einheit 2 la verschwindet. 

Wir wollen jetzt für den Fall, dass s — v — 1 ist, die 
Determmante so bezeichnen: 

( 3 ) ir— 1 = L (Sj, Sa, • • Sv— 1), 

und ein System von Einheiten Sj, . . für welche diese 

Determinante von Null verschieden ist, ein System unab- 
hängiger Einheiten nennen. 

Der absolute Werth L der Determinante L (fii, Ca, • •> Sv-i) 
heisst der Regulator des Systems Sa, - • 

Wenn wir in der Determinante 





(4) 

Z»— 1,1, i,a, • 

7 ’ 



. Xy 


in der die £Ci, iPg, . . ., wülkürhcbe Grössen sind, alle Colonnen 
zu der letzten addiren, so erhalten wir mit Rücksicht auf die 

i 

Relationen = 0 ihren Werth gleich 

(B) + + + 

Diriohlet-Dedefcmd, VorleeuDgen über Zablentlieorie, 4. Auf- 
lage, §. 183. 
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Wenn wir also alle x mit Ausnahme von einem bebebigen 
= 0, das eine = 1 annehmen, so ergiebt sich ans (4) irgend 
eine der (r — l)-reihigen Determinanten der Matrix 


l,li — 1,31 • • *1 l,yi 

und alle diese Determinanten haben also (vom Vorzeichen ab- 
gesehen) denselben Werth. Es ist daher gleichgültig, welcher 
unter den v conjugirten Werth en bei der Bildung des Regu- 
lators L weggelassen wird 

Ist £i, 6s, . . 6y_i ein unabhängiges System von Einheiten, 
und sind Ai, Aa, . . ., die conjugirten Logarithmen irgend emer 
Einheit s in so kann man die Zahlen I21 ■ • -i immer 
und nur auf eine Weise so bestimmen, dass 



Si ^1,1 “h ^2,1 -h • ■ 

‘ -j- fv— iZv— — Aj, 

( 0 ) 

?1,2 “H ^3 + ■ ■ 

' * “h £»—1^—1, 3 = Ajj, 


fl h,-p + fa + • 

• • -j“ = Xy 


wird. Denn von diesen Gleichungen sind die ersten v — 1 ein 
System hnearer Gleichungen mit nicht verschwindender Deter- 
minante, und ^e Gleichung folgt aus den übrigen, weil die 
Summe der conjugirten Logarithmen einer jeden Einheit ver- 
seil windet. 

Das System der Zahlen ^1, |ai • • -i tr—i nennen wir das 
Exponentensystem der Einheit s m Bezug auf das System 
61, fia, . , ., 6v_i, und es ist nun zu beweisen: ' 

6. Dass die Exponenten jeder Einheit s rationale 
Zahlen sind, deren Nenner eine gewisse endliche 
Grenze nicht übersteigt, und die daher alle mit 
einem gemeinschaftlichen, nur von dem Systeme 
Ei abhängigen Nenner behaftet angenommen 
werden können. 

Um dies einzusehen, hat man Folgendes zu erwägen: 

1) Wenn wir die Grössen |i, S»— 1 Variable be- 

trachten, und jede von ihnen, von den anderen unabhängig, von 
0 bis 1 gehen lassen, so bleiben die linken Seiten von (6) in 
endlichen, nur von den Emheiten Sj, 6j, . . 6y_i abhängigen 
Grenzen eingeschlossen. In diesen Grenzen müssen also auch 
die conjugirten Logarithmen A der Einheit 6 bleiben, so lange 
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die Exponenten auf nicht negative echte gebrochene Werthe 
beschränkt bleiben, und daraus ergiebt sich nach der Definition 
der conjngirten Logarithmen eine obere Grenze für e und seine 
Conjugirten. 

Nach dem Satze 1., §. 190 giebt es aber in ß nur eine 
endliche Anzahl ganzer ZaÜen, also um so mehr nur eine end- 
liehe Anzahl von Einheiten, die dem absoluten Werthe noch 
mit allen ihren Conjugirten unter einer endhehen Grenze liegen. 

Wenn wir nun eine Emheit, deren Exponenten in den 
Grenzen 0 und 1 hegen, mit Einschluss der unteren und mit 
Ausschlusa der oberen Grenze eine in Bezug auf das System 
ffi, 6,, . ■ Ey^i reduoirte Einheit nennen, so haben wir 
den Satz: 

Es giebt nur eine endliche Anzahl von Ein- 
heiten in ß, die in Bezug auf ein unabhän- 
giges System Sj, , . reducirt sind. 

2) Die Einheiten reprodudren sich durch Multiplication und 
Division. Sind 

ri, li', . . 

die Exponenten von zwei Einheiten e\ s", so sind die Summen 
und die Differenzen 

s; ± ± iUi ± g;'-i 

die Exponenten der Emheiten e ' . und e' : s". 

Dies ergiebt sich unmittelbar aus dem Satze , dass der 
Logarithmus emes Productea oder eines Quotienten gleich der 
Summe oder der Differenz der Logarithmen der beiden Bestand- 
tbeile ist 

3 ) Die Einheiten Cj, £3, . . . selbst haben die Exponenten 

1, 0,. . 0; 0, 1, . . ., 0; . . ,, und daraus folgt nach 2), dass jedes 
System von ganzen Zahlen, fhr |i, gesetzt, das 

Exponentensystem einer Einheit giebt, die sieb durch Multi- 
pheation von Potenzen der ßj, £3, . . . mit ganzzahligen Expo- 
nenten bilden lässt 

4 ) Aus 2) und 3 ) ergiebt sich, dass ein Exponentensystem 
fl» Ss? • • -1 fv— 1 einer Emheit ein Exponentensystem bleibt, wenn 
alle seine Elemente mit einer und derselben ganzen (rationalen) 
Zahl mnltiphcirt werden, und dass es anch dann noch diesen 
Charakter behält, wenn seine Elemente um behebige ganze 
Zahlen vermehrt oder vermindert werden. 
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Bezeichnen wir also mit (x) den Ueberschuss der Zahl x 
über die grösste in x enthaltene ganze Zahl, so ergiebt sich 
Folgendes: 

Is't Sil Ssj ■ • •? Sf-i Exponentensystem einer Einheit, nnd 
m eine natürliche Zahl, so ist auch 

CO (^Sl), (mgr-i) 

das Exponentensystem einer Einheit 

Nun sind die Grössen (w |i), wenn sie nicht Null sind, 
positive echte Brüche, und nach 1) muss es sich also, wenn die 
Reihe der ganzen Zahlen hinlänglich weit fortgesetzt wird, er- 
eignen, dass für zwei verschiedene Werthe m” von m die 
Zahlenreihe (6) übereinstimmt. Da hiernach denselben 

Ueberschuss über eine ganze Zahl haben, so ist (w' — Si 
selbst eine ganze Zahl, und es giebt also eine ganze rationale 
Zahl wi, die höchstens gleich der Anzahl der Exponentensysteme 
reducirter Einheiten ist, von der Eigenschaft, dass 

wgi, m£j, . . 

ganze rationale Zahlen werden. 

Diese Zahl m kann sich ändern, wenn die Einheit b geändert 
wird. Da aber alle möglichen Werthe dieser Zahl unter einer 
endlichen Grenze liegen, so giebt es eine endliche Zahl, in der 
aUe diese Werthe von m enthalten sind, und die selbst für m 
genommen werden kann. Es giebt daher eine gewisse positive 
ganze Zahl w, die als Nenner aller der rationalen Zahlen ge- 
nommen werden kann, die als Exponenten von Einheiten auf- 
treten können. Damit ist der Satz 6. bewiesen. 


§, 192. 


Fündamentalsy steme von Einheiten. 


Wir wählen jetzt an Stelle des Systems unabhängiger Ein- 
heiten £i ein anderes, dessen conjugirte Logarithmen 

(1) • • -1 i = 1, 2, . . ., V 1 

sein mögen. Nach §. 191, (6) ist 

(2) “t“ +*■•“[“ Sv— i,Ä 

i = 1, 2, . . ., V ■— 1; fc = 1, 2, . . ., V, 
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wenn die Exponenten einer der neuen Ein- 

heiten in Bezug auf das System fi, Sj, . . ev_i bedeuten, die 
wir als rationale Zahlen mit dem gemeinsamen Nenner m an- 
nehmen können. 

Es ist aber nach dem Multiplicationssatze der Determinanten 




•) ^^-1,1 


ll,11 • • • 

^,r— 1) ■ • 

■T Il,r— 1 


U— 1, V— 1 

• •) ?r — 1,1 

Ir — 1,1) . • . 

•) Ir— 1, r — 1 


^l,r— 1) • 

■ ^r — 1, r — 1 


oder, wenn wir 

■^1»— 1 = ^ i: ^1,1 ^,a • • - A,— 1, y— 1 
setzen, und beachten, dass die Determinante 

^ i Sl.l ^2,8 • • • 1 

eine rationale Zahl mit dem Nenner ist: 

(4) Jr-l = L (fii, 6j, . . 

worin a eine ganze rationale Zahl ist 

Daraus ergiebt sich, dass die neu eingefiihrten Einheiten 
immer und nur dann ein unabhängiges System bilden, wenn die 
Determinante der cL h. die Zahl o, Yon Null verschieden ist. 

Nun giebt es unter einer endhchen oder unendhohen Anzahl 
nicht verschwindender rationaler Brüche mit demselben Nenner 
immer einen dem absoluten Werthe nach kleinsten, und folglich 
können wir nach (4) das neue System unabhängiger Einheiten 
so wählen, dass sein Regulator i i so klein als möglich 
wirdL Ein solches System nennen wir ein Fundamentalsystem 
von Einheiten, und den Minimalwerth des Regulators selbst, 
also den Regulator eines Fundamentalsystems, nennen wir den 
Regulator des Körpers. Wir nehmen jetzt an, dass unser 
System fi, «a, . . £y—i selbst ein Fundamentalsystem sei. 

Dnter dieser Voraussetzung lässt sich beweisen, dass alle 
Exponenten von Einheiten ganze Zahlen sein müssen. 

Wenn wir nämlich annehmen, es existire eine Einheit fi, 
deren nach den Formeln §. 191, (6) bestimmte Exponenten nicht 
alle ganze Zahlen sind, so giebt es nach §. 191, 4) auch eine 
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Einheit deren Exponenten echte Brüche sind, die nicht alle 
versch*winden. 

Verstehen wir unter in den Formeln (6), 

§. 191 das System der conjngirten Logarithmen von so er- 
giebt sich aus (3) 

L (Sq, fiä, . . = liL (Ci, fai • • -1 £»-1)5 

und wenn wir also annehmen, was offenbar keine Beschränkung 
der Allgemeinheit ist, dass ein nicht verschwindender echter 
Bruch sei, so widerspricht diese Formel der Annahme, dass 


£1, fifl, • • •) — 1 


ein Fundomentalaystem sei, weil die Determinante Lv — 1 ver- 
kleinert würde, wenn Ei durch «o ersetzt wird. 

Haben wir ein Fundamentalsystem, so können wir ein be- 
liebiges System ganzer rationaler Zahlen Sa, . • If-i als 
Exponentensystem annelimen und eine Einheit e mit diesen 
Exponenten bilden: 


Es bleibt also noch die Frage zu beantworten, inwieweit 
oino Einheit durch das Exponentensystem bestimmt ist 

Nehmen wir an, es seien 6\ s'' zwei Einheiten mit demselben 
Exponentensystem, dann besteht das Exponentensystem der Ein- 
heit ^ = Q aus lauter Nullen, und folglich sind die con- 

jugirten Logarithmen von q alle gleich Null; g ist daher eine 
ganze Zahl von der Eigenschaft, dass die absoluten Werthe aller 
mit Q conjugirten Zahlen gleich 1 sind. 

Wir beweisen nun den folgenden allgemeinen Satz: 

7. Ist g eine ganze Zahl des Körpers ß, und haben 
alle mit g conjugirten Zahlen gi, Ps, • • *5 9^ 
den absoluten Werth 1, so ist g eine Einheits- 


wurzol^). 

Zum Beweis ist zunächst zu bemerken, dass der absolute 
Werth der Norm einer ganzen Zahl © dem Product der absoluten 
Werthe der conjugirten Zahlen ®i, ©a? ■ • gleich, u^ ^ 
ßanzc rationale Zahl jedenfalls grosser oder gleich 1 ist Es ist 
daher nicht mögHoh, dass alle diese absoluten Werthe kleiner 


*) Kroneoker, „ 
Coofftoienteu** . G t el 1 e 
der Zahlen“, Art. 48. 

Wöbör, Algebx*. n. 


Zwei Sitze über Gleiohuagen mit gaTi^z^Wigeii 
Journal, Bd. B? (1867). Minkowski, „Geometrie 

46 
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als 1 smi Sind sie aber alle gleich 1, wie bei der in unserem 
Satze angenommenen Zahl so muss die Norm = + 1 sein, 
und Q ist eine Einheit. Ist 6 eine zweite Einheit, die mit ihren 
conjugirten zugleich den absoluten Werth 1 hat, so hat der 
Quotient p : <J dieselbe Eigenschaft Wenn daher unter den zu 
diesen Quotienten conjugirten Zahlen auch nur eine reell ist, 
so muss 



oder ^» = + söiü, dies gilt dann aiich noch, wenn p, tf 
durch die entsprechenden Zahlen eines conjugirten Körpers 
ersetzt werden. 

Wenn also q und 6 weder gleich noch entgegengesetzt sind, 
so ist ihr Yerhaltniss nicht reell, und es besteht daher zwischen 
den absoluten Werthen die Ungleichung: 

k ± rf |< I P I + I d |. 

(VergL die Einleitung zum ersten Bande, S. 21.) 

Es ist also 

I <> ± |< 2, 

und folghch kann | (p ± ö) keine ganze Zahl sein, weil der 
absolute Werth der Norm dieser Zahl kleiner als 1 ist. 

Ist nun 

p = Ol ©i -j- Oj cüj a„ tD„ , 

(J = ©1 &2 ©I 

so können die ganzen rationalen Zahlen a, 6 nicht den Oon- 
gruenzen 

Ol = &j, o, = & 2 , . . a„ = (mod 2) 

genügen, weil sonst ^ (p — ö) eine ganze Zahl wäre. 

Wenn wir also die sämmÜichen Zahlen p in 2" Fächer ver- 
theilen, indem wir alle Zahlen in ein Fach werfen, in denen 
Ol, fla, . . ., On dieselben Reste (0 oder 1) nach dem Modul 2 
lassen, so können in jedem dieser Fächer höchstens zwei Zahlen, 
nämlich p und — p, yorkommen, und wenn wir p = 0 noch 
ausschliessen , so giebt es sogar in einem dieser Fächer, in dem 
die ai, Oai . . gerade sind, gar keine Zahl p. Die An- 

zahl aller möglichen Zahlen p ist also endlich und höchstens 
= — 2 . 
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Wenn nun der absolute Werth von p gleich 1 ist, so gilt 
dasselbe von allen Potenzen von p. Folglich muss in der un- 
begrenzten Reihe 

nothwendig dieselbe Zahl zum zweiten Male wiederkehren , also 
= pk und Ä > Ä sein. Dann ist aber 

= 1 , 

d. h. Q ist eine Einheitswurzel, wie bewiesen werden sollte. 

Wir fugen noch die Bemerkung bei, dass, wenn eine Zahl q 
eines Körpers Ä eine fiinheits Wurzel Grades ist, auch alle 

mit Q conjugirten Zahlen Einheitswurzeln desselben Gerades sind. 
Denn in der rationalen Gleichung — 1 = 0 kann p durch 
jeden der conjugirten Werthe ersetzt werden. 

Die Anzahl der Einheitswurzeln, die m einem Körper iß 
enthalten sind, kann immer nur eine endhche sein, weil jede 
Zahl in ß emer rationalen Gleichung genügt, deren Grad dem 
Korpergrade höchstens gleich ist. Der Grad der Einheitswurzeln 
in ß kann daher einen endlichen Werth mcht übersteigen. 
Damit ist also das folgende Theorem bewiesen; 

L Es giebt im Körper ß ein System von v — 1 funda- 
mentalen Einheiten 


fil, fig, . . Cy — l , 

welches die Eigenschaft hat, dass in der Form 

(6) e = if 4' fil* . . . 

alle Einheiten des Körpers, jede nur einmal, 
enthalten sind, wenn fi, Jj, . . ., alle ganzen 
rationalen Zahlen und q alle in ß vorhandenen 
Einheitswurzeln durchläuft. 


Es ist nun leicht, aus emem Fundamentalsysteme alle anderen 
abzuleiten, indem man in (6) für die Exponenten v — 1 ver- 
schiedene Systeme ganzer Zahlen setzt, deren Determinante 
= 1 ist Denn setzt man 




^-1 3 


SO folgt aus (3) 


L (fl, ffl, * • *3 — l) i (^l3 ®fl3 ‘ ■ ■» l)' 

Beide Determinanten haben also den MiniTnalwerth, und 
beide Systeme sind Fundamentalsysteme. 


45* 
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Der Fall v = 1, den wir oben auageschlosaen haben, tntt 
ausser im Falle des rationalen Körpers, in dem nui* die beiden 
Einheiten + 1 existiren, im Falle des imaginären quadra- 
tische,!! Körpers ein. 

Die Zahlen eines solchen Körpers sind, wenn w eine natui- 
liche Zahl ohne quadratische Theiler ist, in der Form enthalten 

® — 2 , » — 2 ’ 

und man sieht leicht, dass diese Zahl nur dann ganz ist, wenn 
X, y ganze rationale Zahlen sind, die der Bedingung 

-[- my* = 0 (mod 4) 

genügen [da 0 -|- @ & ganze rationale Zahlen 

sein müssen]. Die Einheiten in diesem Körper erhalten wir, 
wenn wir die Gleichung 

x^ my^ = 4: 

auf alle möglichen Arten in ganzen rationalen Zahlen losen. 
Diese Gleichung hat aber, wenn w >■ 4 oder = 2 ist, nur die 
zwei Lösungen x = dz 2, y = 0, und es giebt also in diesen 
Fällen, wie im Körper der rationalen Zahlen, nur die zwei Ein- 
heiten ±1. Ist »» = 1, so findet man die vier Einheiten + 1 , 
dt t, und ist endlich m = 3, die sechs Einheiten 

, -i + tVä -i-tVF 

— ’ — 2 ’ ^ 2 

In dem nächst einfachen Falle, n = 2, v = 2j d. h. im 
reellen quadratischen Körper, fällt die Theorie der Einheiten 
zus amm en mit der im §.135 des ersten Bandes behandelten 
Theorie der Pell’schen Gleichung. 


§. 193. 

ßeducirte Zahlen. 

Ist c( irgend eine von Null verschiedene ganze oder ge- 
brochene Zahl des Körpers ß, bo betrachten -wir, -wie bei den 
Einheiten, das System der conjugirten Logarithmen von a, 
worunter wir, wie im §. 190, die reellen Zahlen 

( 1 ) Ai = dj log I «i I, Aj = 5, log I oj I, . . A» = d,log I a, \ 
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verstehen, die wir auch mit yl*(a) bezeichnen. Ziehen wir das 
Fundamen talsyetem £i, Sj, . . von Einheiten zu Rathe, so 

können wir die linearen Gleichungen, analog wie im §. 191, (6) 


bilden : 

“f- & Za,i + • 

* ' "i“ 1 ^»'-1,1 tr = ^1, 

(2) 

Zi,2 + Zä,a + * 

■ ‘ “f" “f“ 


bl 4" fa "f“ ' 

' • "h 1»— iZy— i,y -f- 


eieren Determinante nach §. 191, (4), (5) und wegen JSSs = n 
den von Null verschiedenen Werth hat: 



Zi,i» - 

• -j Z»»— 


( 3 ) 

1 


• ■! Zy_-l^a, dj 

= nL (« 1 , £a, . 

1 

Zl,V9 Za,V5 - 

. Zy—X,»» 


Demnach sind 

die Unbekannten li, Sai ■ • 


eindeutig bestimmt 

Durch Addition der Gleichungen (2) findet man zunächst, 
da = 0 ist, 

(^) wg, = log J7a(a), 


und fy bleibt also dasselbe für alle Zahlen «, die unter ein- 
ander asBOCiirt sind. 

Die Zahlen |i, |j, . . ., heissen die Exponenten der 
Zahl a [in Bezug auf das Fundamentalsystem (ßj, 6j, . . i)]. 

Aua dieser Definition ergiebt sich ohne Weiteres, dass die 
Exponenten eines Productes oder emes Quotienten gleich der 
Summe oder der Differenz der entsprechenden Exponenten der 
einzelnen Bestandtheile sind. Die Exponenten einer Einheit sind 
ganze rationale Zahlen, und jedes System ganzer rationaler Zahlen 
- -1 ist auch das Exponentensystem einer Einheit 

Die Exponenten apsociirter Zahlen unterscheiden Sich also 
um ganze Zahlen von einander, und man kann zu jeder Zahl a 
eine associirte Zahl «o finden, deren Exponenten zwischen 0 
und 1 liegen. Solche Zahlen heissen reducirte Zahlen (in 
Bezug auf das Fundamentalsystem fi, • . ßy— i). Reducirte Ein- 
heiten sind alle und nur die in ß vorhandenen Einheits- 
wurzeln, deren Zahl wir mit to bezeichnen wollen. Da 
die beiden Einheitswurzeln i 1 in jedem Körper enthalten sind, 
so ist w mindestens = 2 und immer eine gerade Zahl. 
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Wenn zwei aBsociirte Zahlen dasselbe Exponentenaystem 
haben, so unterscheiden sie sich nur durch einen Factor, der 
eine Einheitawurzel ist. Das Exponentensystem der ails a ab- 
geleiteten reducirten Zahl «o durch a selbst völlig bestimmt. 
Hierdurch ist der Satz bewiesen: 

II. Zu jeder (von Null verschiedenen) Zahl a des 
Körpers ü giebt es w und nicht mehr reducirte 
Zahlen Oq. 

Wenn statt des Fundamentalsystema (£1,^3, . . £n-i) ein 

anderes angewendet wird, so erleiden die Exponenten ^1,^3, .. 
eine ganzzahlige lineare Substitution von der Determinante + 1. 
Eine reducirte Zahl kann dann aufhören, für das neue Funda- 
mentalsystem reducirt zu sein. Der Begriff der reducirten Zahl 
ist also von der Wahl des Fundamentalsystems abhängig. Die 
Anzahl der aus einer gegebenen Zahl abgeleiteten reducirten 
Zahlen ist aber immer dieselbe. 

Durch diesen Satz haben wir den Zweck erreicht, aus dem 
ganzen unendhohen Systeme der unter einander assocürten Zahlen 
eine bestimmte endliche Anzahl von Repräsentanten herausgehoben 
zu haben. 


§, 194 . 

Grenzen der Anzahl der durch ein Ideal theilbaren 
ganzen Zahlen des Körpers Sl 

Unsere früheren Betrachtungen haben ergeben, dass jede 
ganze Zahl eines Körpers Sl nur eine endliche Anzahl von Idealen 
zu Theilem hat. Da jedes ganze Ideal ein Theiler seiner Norm 
ist, so giebt es also auch nur eine endhche Anzahl von ganzen 
Idealen in ß, deren absolute Norm eine gegebene Grenze nicht 
übersteigt 

Aus diesen Zahlen greifen wir jetzt wieder einen Theil her- 
aus, und fragen nach der Anzahl T aller Hauptideale des 
Körpers Ä, deren absolute Norm eine positive Grosse t nicht 
überschreitet, und die durch ein gegebenes Ideal a theilbar sind. 

Nehmen wir als vorläufiges Beispiel den rationalen Körper, 
so ist dort T die Anzahl der natürlichen Zahlen, die kleiner als 
t und durch eme gegebene ganze Zahl m theilbar sind, also ist 
T die grösste in t . m enthaltene ganze Zahl. 



§. 194 . 


Ganze Zahlen in einer Grenze. 


711 


Die Zahl T ist eine im Allgemeinen nicht genauer zu be- 
Btimmende Function von die mit t zugleich ins Unendliche 
wächst, die sich aber, da sie nur ganzzahlige Werthe hat, nur 
stufenweise, also unstetig ändert. Worauf es hier ankommt, ist 
der Grenzwerth, dem sich das Verhältniss T-t mit 
unendlich wachsendem t nähert (der in dem oben an- 
geführten Beispiele 1 : m ist). 

Dieser Grenzwerth lässt sich durch die Methoden, die wir im 
zwanzigsten Absclmitt kennen gelernt haben, bestmunen. 

Wir bilden uns zunächst eine Basisform des gegebenen Ideals q : 

( 1 ) + • ■ ■ + 

d. b. eine lineare Function der « Variablen von der Eigen- 
schaft, dass durch Substitution aller ganzen rationalen Zahlen 
für Xi aus ce alle durch a theilbare ganze Zahlen des Körpers Ä 
entstehen (§. 163) Mit a<,a, . . bezeichnen wir die mit 

conjugiitön Werthe und bilden die lineare Substitution für x^: 

2/l = OCi,i Xi -|- «2,1 ^ ' H” 

Vi = «1,2^1 “i“ 0^,2 ^9 H" ■ ' ‘ 4" 

2/ii = 4“ 4“ ‘ ■ 4“ 

lat Ä die Determinante dieses Gleichungssystems 
A = .S + «1,1 «2,2 ■ • • 

SO ist die Diacriminante des Functionensystems («i, «j, . . o«), 
und daher nach §. 164, 1. gleich dem Producte aus dem Quadrate 
der absoluten Norm von « und der Kdrperdiscnminante D. Da 
die absolute Norm von « zugleich die Norm des Ideals u ist 
(§. 16Ü), so setzen wir 
(.']) = Niaf B. 

Nun können wir, wie im §. 184, die x^, . . x^ eis 
Coorclinaten eines Punktes (®) in einem Raume von n Dimen- 
sionen deuten, und wir lassen jedem Punkte (x) einen Punkt 
entsprechen, dessen Coordinaten durch. 

i i - 

(4) a!; = t»®i, = = 

bestimmt sind, worin t eine beliebige positive Grösse bedeutet. 
Jedem Gebiete S von Punkten (x) entspricht ein Gebiet S' von 
Punkten (»'). Alle Figuren in S sind den entsprechenden Figuren 
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in ähnlich, und die LineardiinenBionen in S verhalten sich 
zu denen in S' wie 1 

Denken wir uns das Gebiet S gegeben, so wird das ent- 
sprechende Gebiet S' von t abhängig sein und sich mit t ver- 
grÖssern, Die Punkte mit ganzzahligen Coordinaten nennen 
wir, wie früher, die Gitterpunkte. Die Anzahl der in einem 
endhchen Gebiete S' liegenden Gitterpunkte ist immer endlich, 
wächst aber mit t und soll mit Zt bezeichnet werden. Con- 
struiren wir nun um jeden dieser Zt Gitterpunkte einen Würfel 
von der Knntenlange 1, so entspricht jedem dieser Würfel ein 
anderer Würfel, dessen Mittelpunkt in 8 Hegt, und der die 

Kantenlänge 1 : also das Volumen 1 * t hat Diese Würfel 

schHessen sich lückenlos an einander an, und ihre Anzahl wächst 
mit t ins Unendliche. Nach §. 184 ist dann das Volumen des 
Gebietes 8, d. h. das über alle Punkte von S erstreckte n- fache 
Integral 

y = ff . • f dxi dx^ . . , dxn 

gleich dem Grenzwerthe des Verhältnisses Zt : t für unendlich 
wachsende t: 

(5) 

*= 00 ® 

Unter den in §. 184 gemachten Annahmen über das Gebiet 8 
können wir dies auch so fassen: 

1. Es ist 

(6) 7 = z*r' + Är", 

wenn Bt eine mit unendlich wachsendem t end- 
lich bleibende Grösse ist 

Jeder Gitterpunkt ist nun durch (1) das Bild einer ganzen 
durch a theilbaren Zahl des Körpers lö, und wir können also 
auch sagen, dass Zt die Anzahl der durch a theilbaren ganzen 
Zahlen in ß ist, deren Bilder in dem Gebiete 5' Hegen. 

Das Gebiet 8 soU nun in der Weise begrenzt werden, dass 
von der unendHchen Schaar unter einander associirter Zahlen, 
denen dasselbe Hauptideal entspricht, immer nur eine bestimmte 
endHche Anzahl ihre Bildpunkte in 8' hat Zu diesem Zwecke 
wählen wir ein System fundamentaler Einheiten des Körpers ß 


fl, fj, . , ., 



713 


§• 104. Ganze Zahlen in einer Grenze, 

mit dem System der zu £< gehöngeu conjngirten Logarithmen 

1 ? ^ 2 1 • • • ) 

und dem Regulator 

(7) i L (fii, fij, . . Cf— i) = i -2? i ^,1 ^a,a • • • i, v— i, 

der mit L bezeichnet werden mag. 

Wir defiuireü jetzt ein System yon Functionen Sa, . - |v 
der Variablen Xi durch folgende Bedingungen: 

Es sei» wenn die iji die Bedeutung (2) haben, 

(ö) sii = 8i log \ yi\, 

so dass, wenn für die Xi ein System ganzer rationaler Zahlen 
gesetzt wird, 0 i nach § 193, (1) in das System der conjngirten 
Logarithmen der Zalil a übergeht. 

Es ist dann, wenn zu einem reellen Körper gehört, 

(9) i log yiS, 

und wenn ?/h, einem imaginären Paare angehören, 

(10) » 1 , = log j/fc yi, 
wodurch die Definition völlig eindeutig ist. 

Nun bestimmen wir die Variablen Ir-i, aus 

den liiieai’on Gleichungen 

£i ?1,1 + §2 kl + * ' ■ 4" fl»-! 

|| ^,2 4 “ ^2^2,2 + * * • + Sv-l?F-l,a + SfiSi' = 

£i h,v 4' la k" "f" * ' 4” S*'— 1 4“ 

deren Determinante nicht verschwindet 

Giebt man den Variablen Xi ganzzahlige Werthe, so gehen 
die li, Sa, . . gr-i nach §. 193 (2), (3) in das Exponentensystem 
der Zahl « über, und es ergiebt sich durch Addition der Glei- 
chungen (11) [§. 190, (9)]: 

(12) g, = ilog J7a(4 

Wir gehen jetzt von dem Punkte (x) zu dem Punkte (x') 
über, indem wh‘ = Xi setzen. Dadurch geht in 

_i_ 

y\ = t^yi 

4 == #, -f i log t. 


über, und $i in 
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Wenn wir also e\ an Stelle von Si setzen, und die dann aus 
(11) sich ergebenden Werthe der ^3, . . mit Ü, ii, 

bezeichnen, so ist 

(1-3) il = ll) = Sai ir—l = S»— ll Sr = ir ~)~ ~ lOg t. 

Nun wollen wir das Gebiet S' dadurch abgrenzen, dass 

(14) 0 5 1 ; < 1 , . . ., 0 ^ i;_i < 1, 

1; < ^ log « 
n 

sein soll. Dadurch erreichen wir nach §. 193, dass die in dem 
Gebiete S' liegenden Gitterpunkte (a/) nur reducirte ganze 
Zahlen oc darstellen, und wegen (12) alle und nur solche, deren 
absolute Norm kleiner als t ist. 

Unter den reducirten Zahlen sind aber immer je to mit 
einander associirt, wenn w die Anzahl der in ß enthaltenen 
Einheitswurzeln bedeutet, und wenn wir also diese to associirten 
Zahlen zu einem Gomplei zusammenfassen, so ist die Anzahl 
dieser Complexe gleich der Anzahl T aller nicht associirten, 
durch Q theilbaren ganzen Zahlen in ß, deren absolute Norm 
kleiner als t ist. Demnach ist die Anzahl der in S' liegenden 
Gitterpunkte 

(lö) Zt = wTr 

Für die Begrenzung des Gebietes S erhält man aus (13) 
und (14): 

(16) 0 5 Si < 1, . . 0 ^ < 1, < 0, 

und nach (6) erhalten wir 

(17) Lun - = - J J. . -Jdx^ dx,... dx„ = ^ 

worin das n-fache Integral über das durch (16) bestimmte Gebiet 
S auszudehnen ist 


§ 19Ö. 

Bestimmung des Volumens. 

Die Grenzbedingungen, durch die das Volumen S bestimmt 
ist, hangen hier nur von den absoluten Werthen der Functionen 
j/i ab, und wir können daher zur Volumenbestimmung die Formel 
§. 185, (13) anwenden. Die Variablen in jener Formel sind 
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geradezu die abeoluten Werthe der j/,, und es ist also nach 
194 , ( 8 ) 

(^) gi = Si log r». 

Führen wir also zunächst g, als Integrationsvariahle ein 
so wird ’ 


S{d Ti = d £, 

in 

ä,ndri = dg^ 

Nun ist, wenn wie früher s = 2v — n gesetzt vrird, = 1 
fiir z = 1, 2, . s und = 2 für i = s -)- i, g _|_ 2 , . . v, 
und mithin ergieht die Formel §. 186, (13)- 


(a) 


r = 


2” jf»- 


'f-fP 




dg.^ dg^ . . . dg,. 


Jetzt werden mit Hülfe der linearen Suhstitution §. 194, (il) 
die Variahlen gj, |j, . . ., an Stelle der g^, . . g, als Inte- 
grationsvariahle eingefülmt Es ist aber 


^ (Si) £i) • 



Zi,i, , . Öl 

■, är) 

7 l,U? ■ • Zr— 1,2, Sj 

, W “ 





also nach §, 191, (4), (6) dem absoluten Werthe nach gleich »i, ' 
und für V ergieht sich, da äi + -j- • • • « g, ist, mit 

micksicht auf die Grenzbestimmung §. 194, (16), 


(b) ^ f .j di,., 

— 00 0 0 

_ 2» W"-» L 


Hierin ist ^ der absolute Werth der Determinante des Func- 
tionensystems j/, die wir oben mit A bezeichnet haben, und wenn 
wir also aus §. 194, (3) den Werth für A entnelimen, so ergiebt 
sich nach §. 194, (17): 

T_ 2’'jt'‘-’'i 

^'™T-,,JV(a)V±^‘ 


( 4 ) 
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Wir drücken den Inhalt dieser Formel so als Satz aus* 


(ö) 

( 6 ) 


1. Bedeutet T die Anzahl der durch a theilbaren 
nicht associirten ganzen Zahlen, deren absolut© 
Norm kleiner als t ist, so ist 

Lim -r = , 

<=» t xoN(ü)Y±^ -^(o) 

worin g eine durch die Natur des Körpers Ä 
völlig bestimmte positive Zahl ist, nämlich- 

^ tü V ± ^ 


§. 196. 

Sätze aus der Reihenlehre. 


Bei den weiteren Anwendungen der bisherigen Resultate 
sind einige Sätze aus der Lehre von den unendlichen Reihen 
erforderlich, die zunächst hier abgeleitet werden sollen, 

1 Ist Ol, Ug, Oa, . a„, . . . ein unbegrenztes System 

reeller (positiver, negativer oder auch ver- 
schwindender) Grossen, von dem wir voraus- 
setzen, dass die Summe 

(1) fla • -f- a„ 

für jedes beliebige « dem absoluten Wertlie 
nach unter einer endlichen Grenze C bleibt, 
so ist die Reihe 


( 2 ) 


S = 


^ 4- ^ J_ j_ 
1# n“ 2* 1" 3. -r 


für jedes positive s nicht nur convergent, son- 
dern auch eine stetige Function von s. 

Um diesen Satz zu beweisen, zerlegen wir S in der Weise: 


worin 


S=s„ + JS«, 


= F + F + 


Om-1 


♦M.» I 


(fn-1)*’ 


m» ^ (m + 1)» (m + 2)* 
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Nun ist nacli (1)* 

li i = tfm +i + 3 = + 2 — ^m + lj • ■ • 

und daher 

((m + !)'“'()» + 2)') 

Da nun nach der Voraussetzung (Jm-ii <^« 1 , • • . 

zwischen endlichen Grenzen + C eingeschlossen sind, so ist hier- 
nach Bm zwischen den beiden Grenzen 

j_ n ( 2 l ^ 4_ ^ ^ _4-.\ \- — 

- W + + (m + 2)-"^ 'V“’ w' 

eingeschlossen, und es ist dem absoluten Werthe nach 


oder, wenn s > c ist, 


Diese obere Grenze für 22«, die von 8 unabhängig ist, 
kann aber, wenn c positiv ist, dadurch, dass man m hinlänghch 
gross annimmt, unter jeden noch so kleinen Werth herabgedrückt 
werden. 

Daraus folgt aber nicht nur die Convergenz, sondern auch 
die Stetigkeit von 8. Denn nimmt man m hinlänghoh gross, 
so wird nicht nur sondern es wird auch die Schwankung 
von 2im hei veränderlichem s unendlich klein, und Sm ist für 
ein feststehendes w eine stetige Function von 5. Also ist auch 
8 stetig. 

Es ist dabei noch zu bemerken, dass die Voraussetzung über 
öm keineswegs die Convergenz der unendlichen Reihe voraus- 
setzt. Es ist auch nicht erforderlich, dass die Uk reell seien, 
denn wenn sie imaginär sind, so braucht man mir den Satz 
auf den reellen und den imaginären Bestandtheil anzuwenden. 
Endhch ist es nicht nothwendig, die Oi, Og, Oa, . . . als Con- 
stanten vorauszusetzen. Alles bleibt gültig, wenn es stetige 
Functionen von s sind. 
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2. Es sei /ii, ^ 2 ? unendliche Menge 

positiver Zahlen von der Beschaffenheit, dass 
immer nur eine endliche Anzahl Z{t) von ihnen 
nicht grösser als eine endliche Grösse t ist, 
und dass eine endliche positive Zahl von t 
unabhängig, so bestimmt werden kann, dass für 
jedes noch so grosse t 

(3) Z(t) C Gt 

ist Es sei ferner F(t) eine für positive Werthe 
von t positive und mit wachsendem t abneh- 
mende Function von der Eigenschaft, dass 
die unendliche Reihe 

(4) B = F(l) + F(2) + F(3) + ■ • = 2 F(h) 

1 ,» 

convergirt, so hat auch die unendliche Reihe 

( 5 ) St = lF{ii), (^^t) 

mit unendlich wachsendem t eine bestimmte 
endliche Grenze ä 

Die unendliche Reihe (4) ist so zu verstehen, dass der 
Summatignsbuchstabe h alle positiven ganzen Zahlen durchläuft, 
während fif so zu nehmen ist, dass man die Summe über alle 
fi bildet, die nicht grösser als t smd, und dann t ins Unendliche 
wachsen läfist 

Zum Beweise bemerken wir, dans es nach einem bekannten 
Satze aus der Reibenlehre genügt, wenn man zeigen kann, dass 
8t mit unendlich wachsendem t nicht unendlich wird. 

Die Anzahl der zwischen zwei auf einänder folgenden 
ganzen Zahlen h und ä -(- 1j Einschluss der an der oberen 
Grenze gelegenen Werthe ft irt Z(Ä + 1) — ^(Ä), und da wir 
die Function F(f) mit wachsendem t abnehmend vorausgesetzt 
haben, so ist 

(6J IFQi) C[Z(h + l)-.Z(hy]F(K), 

Ä <(*<»+ 1> 

und dies gilt auch fiir A = 0, wenn unter F(0) irgeiid eine Zahl 
verstanden wird, die grösser ist als die grösste der Zahlen F(jiLy 
Ist nun w die der Ungleichung 

f . , 5 »4- 1 

’^niigende ganze Zahl, so ergiebt sich ans (5) nnd (6) 
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0 ,« 

und da Z(0) = 0 ist, können wir diese Ungleichung auch so an- 
ordnen : 

St C i Z{h) [F(h - 1) - F{h)] + Z(n + 1) Fin). 

l,n 

Da die Differenzen F{h—1) — FQi) und die Function F(n) 
positiv sind, so ergiebt sich nach (3): 

SiC G 1^2 Ä [F’(Ä- 1) — F(h)] -(- (ft + 1) j’(„)j, 

und wenn wir auf der rechten Seite die Glieder mit demselben 
F{n) zusammenfassen^ ao folgt 

StCG^ F{h\ 

0,n 

wodurch der Satz 2. bewiesen ist. 

Wir wollen nun das System der Zahlen |Mi, fty, . . . m 
der Weise anordnen- 

C^) f*i 5 f»s ^ • 

Wenn, wie bisher, Z{t) die Bedeutung hat, dass es die An- 
zahl der Zahlen angiebt, die nicht grösser als t smd, so gilt der 
folgende Satz. 

3. Wenn einer der beiden Grenzwerthe 

(8) Lim — , Lim 

endlich ist, so hat der andere denselben end- 
lichen W erth. 

Es sei zunächst 

(9) Lim — = V 

n=« 

ein endlicher Grenzwerth. Dann werden die fi» mit unendlich 
wachsendem « nothwendig ins Unendliche wachsen müssen, und 
es giebt für jedes positive t einen Werth w, so dass 

(10) ä ^ 

m wächst zugleich mit t ins Unendliche, und es ist Z{t) — m 
[wegen (7)]. Daher nach (10) 

m ^ Z(f) m m + 1 

Ni ^ ~ ftm + 1 W + l’ 


( 11 ) 
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Hieraus folgt, da m : t» + 1 tmendlich wachsendem m 
der Grenze 1 znstrebt, nach (9): 

T . Z(t) 

Setzen wir zweitens umgekehrt die Grenzgleichung (12) 
Yorans, so wird auch jetzt ^ mit n ms Unendliche wachsen 
müssen, denn sonst wurde, da die Geaammtzahl aller (i unendlich 
ist, ^(t) schon für ein endliches t unendlich, und y konnte nicht 
endlich sein. 

Nehmen wir nun einen Werth der in der Reihe der 
unter einander gleichen 

+ ^^ + 81 • • '1 Ni-f I 

vorkommt, so dass 

so wird ^(t), wenn t durch den Werth (in göht, plötzlich um l Ein- 
heiten wachsen, und das Verhältniss Z(t) : t wächst um l : ft,,. 
Da aber Z{t) : t einen endlichen Grenzwerth haben soll, so muss 

(13) Lim — = 0 

sein. Wenn nun ^ = ft„ ist, so ist Z(^) = m -|- Z, und folglich ist 


Ferner 


^ = + Lim”‘ + ^ = y. 

t (ln (^ 

fn n m -\~l 


und folglich ist wegen (13) und (14): 

Lim — = Lim — = y. 

(Ih N 

Also ist aus der Gleichung (12) die Gleichung (9) gefolgert i). 

4. Sind die Grössen ft^, ft,, ftg, . . . so beschaffen, 
dass 

(15) Lim = y 

*=a) t 

ein endlicher Grenzwerth ist, so ist die Beihe 


1 ’■) Dieser Satz ist im Weaentliohen auf dieselbe Weise bewiesen bei 

iftriohlet-Dedekind, Supplement IL YergL auch Ri e mann ’s matbe- 


.äjfcyeehe Werke, 2. Aufl., Nr. XXX, 
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(16) 


(17) 


5 = — + — + — H = T — 

1^1 ^ ~ ^ ^ 

für jedes s, was grosser als 1 ist, convergent, und 
es ist 

lim (s — l) S = y. 


Die Reihe (16) ist, wenn s grosser als 1 ist, ein speoieller 
Eall der im Theorem 2. betrachteten Reihe, weil die Reihe 

14-1 + 1 + 1 + .. . 

nach einem bekannten elementaren Satze der Reihenlehre für 
s > l convergirt, und daher ist der erste Theil des Satzes 4. in 
jenem Satze enthalten. 

Um den zweiten Theil zu beweisen, nehmen wir zwei Zahlen 
a und /3 so an, dass 

t36 < y < /3, 


imd dass, sobald n ^ m ist, 
(18) 


n ftn ^ ’ 


aus dem Satze 8. folgt nach der Voraussetzung (15), dass dies 
möglich ist, und dass man überdies a und ß einander beliebig 
nahe bringen kann, wenn man fw gross genug wählt. 

Setzen wir nun 


m, 00 


(19) 

SO ergiebt sich aus (18): 

(20) 

nv, 00 HJ, 00 

Nun ist, wie man leicht erkennt, 

n + l n 

rdx 1 r ^ 


und folglich 


r dx ^ ^ r ^ 

J x’ ^ n’^ J af' 

" «t« m_l 


oder 

Webgr, AJgebr», IL 


46 
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^ <T-< ^ 

(s — 1) {8 — \) im — l)*-i ’ 

■and folglich nach (20): 

( 21 ) 

Setzen wir nun 

S = Sm iZfli) 

80 ergiebt sich nach (21) 

(22) (s _ 1) S„ + <{. - 1) S <(» - 1)8. + i,,_. ■ 

Laflsen wir nun, indem wir m festhalten, s sich der Grenze 1 
nahem, und beachten, dass hierbei (s — 1) 8m die Null zur Grenze 
hat, so folgt 

(23) a < Lim (s — I) fif < /5, 

«=■1 

woraus jede Spur von m verschwunden ist Beachten wir aber, 
dass a und ß dem y beliebig nahe gebracht werden können, so 
folgt hieraus die Bichtigkeit der Formel (17), wodurch dsis ganze 
Theorem 4. bewiesen ist 

5. Haben die Zahlen |ixg, . . . nicht bloss die 

durch (lö) ausgedrückte Eigenschaft, sondern 
auch die, dass 

(24) yiin — n = Cn 

mit unendlich wachsendem n nicht unendlich 
wird, so ist, wenn 8 die Bedeutung (16) hat, 

(26) S-j^=0. 

für s > 1 eine Function von s, die sich mit un- 
endlich abnehmendem 8 — 1 einer endlichen 
Grenze C nähert 

Um dies zu beweisen, setzen wir nach (24) und (16): 

(26) = + 

Wenn nun s ein positiver echter Bruch ist, so ist, wenn wir 

^ fi^etze^, anni+* für ein unendlich .wachflendes n nicht unendlich 
Im Qrenzwerth a„n^+* ergiebt sich nach dem binomischen 
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Lohrsatze = s Cn> Folglich ist nach einem bekannten elemen- 
taren Satze der Reihenlehre Oi -j- ^ + ' ' ’ unbedingt con- 
vergente Reihe. 

Setzen wir nun 

S = Si + fi, 

RO orgielit sieb aas (26): 

und dies ist nach 1. eine fiir positive Sj endliche und stetige 
Function von Si- IHir Si = 1 — s wd aber s = 1, und folg- 
lich ist 



für R = 1 endlich, nämlich gleich 
D = V 

n (n -|- c«) 

Mit Anwendung einfacher Sätze ans der Theorie der J’- Func- 
tionen lässt sich aber die Summe ^ j — j- durch ein bestimmtes 

fr 

Integral ausdrüoken. Es ist 

0 

und folglich 

1 rxf-^e-"dx 

“ f(f) J l — e-”' 

0 

Ferner ist [nach dem Satze (s — 1) F (s — 1) = -^C^)] • 

' -- = f 6 "" *^*5 

8 — 1 r(s) J 

0 

und daraus 

IST - -r(8)J \l-e- x) 

0 

merin ist die rechte Seite eine für alle positiven Werthe von 
« stetige Function, die für s = 1 in die Euler’sche Oonstante 

/«-■ G 1 - i) • ■ • 
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Übergeht Nun ist nach (27): 



und daher 

(28) Lm (S - = - yr'(l) + D = C„ 

Wie zu beweisen war, endlich i). 


§. 197. 


Anwendung auf die Bestimniung der Clasaenzahl. 


Wir machen von diesen Sätzen jetzt die Anwendung auf die 
Theone des Körpers Wir verstehen unter den Zahlen des 
Theorems 4. die Normen der sammtlichen Ideale des Körpers Sl, 
also unter Z(f) die Anzahl T der Ideale in deren Norm nicht 
grosser als eine gegebene positive Grosse t ist, und erhalten 


(1) 


V“ 2 Niay 


— Lim 

t= oo 


T 
t ^ 


und dann erstreckt sich die Summe der linken Seite auf alle 
ganzen Ideale a des Körpers. 

Die Ideale zerfallen nun nach §. 171 in eine endliche Anzahl 
von Classen 

-^1 I ^ ■ 5 A* , 

und das grosse Ziel ist die Bestimmung dieser Zahl ä, der 
Classenzahl. 

Die Ideale Oi einer dieser Classen Äi sind dadurch charak- 
terisirt, dass ihre Producte mit emem und demselben ganzen 
Functionale das der Classe angehört, Hauptideale 
sind, dass also 


Ql = a 

eine ganze Zahl des Körpers Ä ist. 

Ist die Norm von Oi nicht grosser als t, so ist 


Die hier gebrauchten Sätze über r-Funotionen finden sich in 
den ansfährlioheren Lehrbüchern der Integralrechnung , z. B. Serret- 
Harnaok, Lehrbuch der Differential- und Integrabeohnunir , Bd U 
S. 170 f (Leipzig 1886). ' ' 
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Ist T-i die Anzahl der Ideale der Clasae deren Normen 
nicht grösser als t sind, so ist Tj zugleich die Anzahl der nicht 
ajBsocurten, durch (p^ theilbaren ganzen Zahlen, deren Normen 
nicht grösser als ti sind, und nach dem Satze §. 196, 1. ist 


(2) 


Lim^ = 

*1=® 


9 

X{<Pyy 


wenn g die an der erwähnten Stelle angegebene Bedeutung hat, 
also eine von Null verschiedene, durch die Natur des Körpers 
iß hestimmte Zahl ist. 

Wenn jetzt Tg, • • •? 2/», Ä?» die entsprechende Bedeutung 
für die Classen haben, wie Ti, ti für so ist 


T= Ti + T, 4- . • . + Ta, 
f ^ ^ + ••• + § Na{q>u), 


und aus (1) und (2) ergiebt sich die fundamentale Formel: 



Die Zahl g können wir nach §. 196, (6) als bekannt be- 
trachten, wenn auch ihre wirkliche Berechnung noch auf der 
Voraussetzung beruht, dass ein Fundamentalsystem von Ein- 
heiten bekannt sei, und wenn auch die Ermittelung eines solchen 
Systems in höheren Körpern immer als eine der grössten Schwierig- 
keiten betrachtet worden ist Dann hängt die Berechnung der 
Classenzahl noch von der Betimmung des Grenzwerthes auf der 
linken Seite von (3) ab, die natürlich auch nur in besonderen 
Fallen gelingt, doch aber ott wichtige Schlüsse über die Natur 
der Classenzahl gestattet Wir wollen noch eine die Berechnung 
vorbereitende Umformung der Summe 


io ein unendliches Product entwickeln. 

Es sei p irgend ein Primideal Grades im Körper Ä, also 

Dann ist die unendliche geometrische Reihe 

i + * + i’ 
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wenn man diese Reihen für alle verschiedenen Primideale p mit 
einander mnltiplicirt, so erhalt man nach bekannten Sätzen aus 
der Lehre von den unendlichen Reihen eine Summe von Glie- 
dern der Form 


^11 1 

N{pT N(P^T 



1 

N{p^ 


rfW 



die alle in der Form N (o) ^ enthalten sind, und jedes solche 
Glied ergiebt sich ein- und nur einmal. Öanach ist also 


(ö) 


0(3) = n 


1 


Smd daher hi, pai • • i ^on einander verschiedenen 

Primfactoren von und /i, /a, -.•,/« Grade, so er- 
giebt sich 

(6) <P (s) = f[ (1 ... (1 — ' 


worin das unendliche Product H über alle natürlichen Pnm- 
zahlen p auszudehnen ist, und nach (3), (4): 

(7) gh = Lim (s — 1) 0(s), 

M = 1 

Hieraus lässt sich ein für mannigfache Anwendungen wich- 
tiger Schluss ziehen: 

Wenn wir aus der Entwickelung 

! + - + - + •••= ' 

* ‘ ’ 1— jP"* 

das Product für alle Primzahlen p bilden, so ergiebt sich: 


( 8 ) 



wonn Sich die Summe auf der rechten Seite auf alle natürlichen 
Zahlen w erstreckt, und es hat also dies Product für alle Werthe 
von 5, die grosser als 1 sind, einen endlichen Werth. Der reci- 
proke Werth, nämlich das Product 


( 9 ) F = fl(l-p-l 

* 

dessen Factoren sämmtlich kleiner als 1 smd, hat daher, so 
lange s > 1 ist, einen von Null verschiödenen Werth. Diese 
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Eigenschaft bleibt nun erhalten, wenn wir bei der Bildung des 
Productes P nur einen Theil aller Primzahlen p berücksichtigen, 
weil das Product durch Weglassen beliebiger Factoren nur ver^ 
grbssert wird, ohne die Einheit je zu übersteigen. 

Daraus ergiebt sich, dass in dem Producte (6) die Theil- 
producte 


die Bich über alle Primzahlen p erstrecken , für die /> 1 ist, 
auch für s = 1 noch endlich bleiben. Da andererseits h be- 
stimmte von Null verschiedene Werthe haben, so ergiebt sich 
aus (7) der wichtige Satz: 

I. Durchläuft p die Gesammtheit der Primideale 
ersten Grades irgend eines algebraischen Kör- 
pers lö, BO hat das Product 

(. 0 ) 

für s = 1 einen endlichen von Null verschiedenen 
Grenzwerth. 

Diese Eigenschaft bleibt auch dann noch erhalten, wenn bei 
der Bildung des Productes eine beliebige endliche Anzahl von 
Primidealen ersten Grades ausgelassen wird. 

Die Normen N{\i) sind in der Formel (10) gleich natürlichen 
Primzahlen p. Eine Primzahl p kommt aber dann so oft vor, 
als sie Primfactoron ersten Grades in ß enthält, also höchstens 
«mal. Ist ß ein Normalkorper, so kommt auch wirklich 
jede Primzahl p, die in Primfactoren ersten Grades zerlegbar 
ist, genau wmal darin vor, und wir können für das Product (10) 
auch setzen: 

(^1) (s — 1) n p“')"’ ' 

worin sich das Product 0 auf alle in Primfactoren ersten 
Grades zerlegbaren Primzahlen p erstreckt (§. 178). 

Eine unmittelbare Folgerung des Satzes L ist die: 

In jedem algebraischen Körper giebt es un- 
endlich viele Primideale ersten Grades. 
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§. 198. 

Die Irreducibilitat der Kreistheilungsgleicliung und 
die m einer Linearform enthaltenen Primzahlen. 

Von den allgemeinen Sätzen des vorhergehenden Paragraphen 
machen wir eine Anwendung, die uns einen neuen Beweis fiir 
die IrreduoihiHtät der Kreistheilungagleichung liefert, der wegen 
der Verallgemeinerungen, die er zulasst, merkwürdig ist, der 
ausserdem mit einem berühmten Satze über die in einer arith- 
metischen Progression enthaltenen Primzahlen im Zusammen- 
hänge steht. 

Es sei m eine beliebige natürliche Zahl, und t» sei das System 
der zu m theilerfremden positiven Zahlen; unter diesen giebt es 

(1) go (m) = ft, 

die kleiner als m sind, die tvir mit a bezeichnen. 

Wenn wir alle nach dem Modul m mit emem a congruenten 
Zahlen n in eine Classe A vereinigen, so erhalten wir y, Zahl- 
classen : 

(2) Al, A 2 , . . , Äfi, 

die bei der Composition durch Multiphcation eine AbePsche 
Gruppe Grades, 91, bilden. Diese Gruppe ist schon im §. 18 
dieses Bandes betrachtet. 

Die II Charaktere dieser Gruppe bezeichnen wir mit 

( 3 ) Zi, %a, 

und setzen, wenn % einer dieser Clmraktere ist, und n eine Zahl 
aus der Classe A bedeutet, 

Diese Charaktere, die im §. 18 näher bestimmt sind, sind 
sämmtlich p*® Einheits wurzeln. 

Wir haben aber hier nicht nöthig, von den speciellen Aus- 
drücken dieser Charaktere Gebrauch zu machen. Dahingegen 
stützen wir uns auf folgenden Lehrsatz, der für alle AbePschen 
Gruppen gilt: 

1. Ist A ein Element/^ Grades einer Abel’schen 
Gruppe Grades, und ist ^ = ef^ so sind alle 
%i(A) Einheitswurzeln, und darunter kommt 
jede /*® Einheitswurzel genau emal vor. 
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Der Satz ist implicite in dem Satze 7., §. 14 dieses Bandes 
enthalten. Denn wenden wir diesen Satz auf die Gruppe 

T=1,Ä, J.», ; 

an, deren Index m Bezug auf 51 gleich e ist, so folgt, dass es 
eine Gruppe S von e Charakteren £ giebt, die den Bedingungen 

genügen. 

Zerlegt man also die Gruppe X der Charaktere % in die 
Nobengruppen 

/HW W 

An Aa» • ■ *1 A/, 

SO sind %i (A) und (Ä) einander gleich oder von einander 
verscliieden , je nachdem und in derselben oder m ver- 
schiedenen dieser Nebengruppen Vorkommen. Da ausserdem 
wegen x = X = f all© X Einheitswurzeln vom 
Grade / sind, und es nur / verschiedene solche giebt, so ist 
damit unser Theorem bewiesen. 

Ist n in der Claaae A 'enthalten , so ist der Grad / von A 
dev Exponent, zu dem n nach dem Modul m gehört, d. h. der 
kleinste positive Exponent, für den 

(6) fi/ = l (mod m) 

ist. Wenn also n zum Exponenten / gehört, so sind alle (n) 
Einheitswurzeln, und jede/** Einheitswurzel kommt darunter 
emal vor. . 

Bedeutet a irgend einen der (p(m) Reste der Zahlen w, so 
ist in der Form 

(6) fl» = mx “|- o — m 

jede Zahl aus der durch a repräsentirten Zahlclasse (2) ent- 
halten; verstehen wir unter a den kleinsten positiven Rest, so 
erhalten wir die Gesammtheit der Zahlen dieser Olasse, wenn 
wir X alle positiven ganzzahligen Werthe durchlaufen lassen. 
Nun ist 

^ ^ _ a — m 

m m ’ 

und folglich können wir auf die Grössen fi» den Satz §, 196, 5. 
anwenden , in dem wir n = a?, y = 1 : w, (?„ = (a — m) : w zu 
setzen haben. Es ist also 
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^ + a — my>' 

SO lange s > 1 ist, eine stetige Function von s, und es ist 

w +0(=)’ 

worin C(s) für s = 1 endlich bleibt i). 

Wir lassen nun A die sämmtlichen Classen (2) durchlaufen, 
bezeichnen mit x irgöiid einen der Charaktere der Gruppe 91 
und setzen 

( 9 ) Q(s) = 1%(A)A{3), 
oder, was dasselbe ist, 

(10) fl(*) =± 

worin sich die Summe auf alle Zahlen n erstreckt Die Anzsihl 
dieser Summen ß ist so gross, als die Anzahl der Charaktere, 
(L h. = q)(m). Wir bezeichnen sie, wenn eine Unterscheidung 
nöthig ist, mit 

Qi’i ft» • - •» ft* 

Eine von ihnen, ft, entspricht dem Hauptcharakter und hat 
den Ausdruck 

Nun 18 t [§. 13, (21)]: 

^Z(^) = ft oder = 0, 

je nachdem % der Hauptcharakter ist oder nicht. Ferner ergiebt 
sich aufi (8): 

= „(sL 1 ) + tx(Ä) C(s), 

und daraus der Satz: 


Durch Benutzung bekannter SÄfze über r- Functionen findet man 
nach §. 196, (28) 
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■2. Die Summen erhalten für s = 1 end- 

liche Woi'the, wird unendlich, und zwar wird 


Lim Cs - I) <3i(s) = ^ . 

H=Zl 


Um die Summen Q{s) uinzuformen, bezeichnen wir mit p 
jede in m nicht aufgohende Primzahl und multiplicireii alle die 
imendhchon Reihen von der Form 


1 + *^4. j 1 

P" ^ p3> ^ 

mit einander. Dadurch erhalten wir [ygl. §. 197, (8)]; 


( 11 ) 


«(«)= fl 


1 

1 — zCiOi»“"* 


Wenn nun p zum Exponenten / gehört, wenn also / die 
kleinste positive, der Congi'uenz 


(12) }U ~ 1 (mod Hl) 

genügende Zahl, und p, = ef ist, so kommt unter den xiP) Jßde 
/*'' Einlieitswurzel genau cmal vor, und es ist also (für ein 
variables äe)‘. 

fl|l ~ X0')®1 = (1 — */)', 

demnucli orgieht sich, wenn man fllr x setzt, aus (11): 


(Dl) 


Ql Qt 


Q.u^- 11 


1 

(l-ir-/»)^ 


Wir fuhren nun, ohne die Irroducibilität der Kreistheilungs- 
gloicliung voniuszusetzen, den Kreistheilungskörper iß*, ein, dessen 
noch unbekannten (Jrad wir mit v bezeichnen wollen. Da aber 
die primitive »»“• Einheitswurzel r einer rationalen Gleichung 
/i"" Grades genügt, so ist 

(14) V ft. 

Die Zahlen a des Körpers ß„ sind alle in der Form 
(l.'i) ao) = «0 + «I >■ + ■•• + 

mit ganzen rationalen Coüftioienten a, 0 ^, 0 ,,.. ., Uv-i darstellbar, 
und wenn a eine ganze Zahl ist, so können wir für o eine 
feste ganze Zahl setzen, deren nähere Kenntniss nicht erforder- 
lich ist [Ihr Werth ist gleich der Quadratwurzel aus dem 


732 


EinundzwanEigater Absolmitt. 


§. 198 . 


Quotienten der DiBcnimnanten 

^(1, r, r» . . r"“!) : (Dj, . . , (Dy), 

wonn (Dl, coa, . . (d» eine Minunaibasis ist (§. 161, 162).] 

Wir sohliessen alle in der Discriminante der Kreistheilungs- 
gleichung und alle in w und in a aufgehenden Prunzahlen, deren 
Anzahl jedenfalls endlich ist, von dem Systeme der j? aus, und 
bezeichnen mit J3 ein in ^ aufgehendes Primideal. Dann ist die 
Congruenz 

= r (mod p) 

immer dann, aber auch nur dann erfüllt, wenn 
(16) p = I (mod m) 

ist, d. h. wenn p zum Exponenten 1 gehört, wenn also rP = r 
ist, weil sonst die Differenz zweier verschiedener Wurzeln der 
Kreistheilungsgleichung durch p und folglich ihre Discriminante 
durch p theübar sein musste. Unter derselben Bedingung ist 
daher auch nach (15) für jede ganze Zahl m in 

(B^ = (D (mod p). 

Dies ist aber nach §. 178 die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass die in der Grundzahl von nicht auf- 
gehende Pri m zah l p in lauter Primideale ersten Grades zerfallt 
Bezeichnen wir also mit 


Ms) = n(i -P--0 

das über alle zum Exponenten / gehörigen Primzahlen p er- 
streckte Product BO ergiebt sich aus §. 197, 1. und (11), dass, wenn 
/>! ist P/ (1) endlich und von Null verschieden ist imd dass 

Piisy 

für s = 1 endlich und von Null verschieden ist 
Nun ist nach (13), wenn mit S das über die aus- 
geschlossenen Primzahlen p erstreckte endliche Product 
■17(1 — »■/)-• bezeichnet wird, 

und da e = [I für / = l, so ergiebt sich aus (17): 

für $ — 1 endlich und von Null verschieden. 
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Andererseits ist aber nach 2.: 

(19) (s - 1) <3i <2. . . . <2;. 

für 8 = 1 endlicb, und wenn wir also (19) durch (18) dividiren, 
so folgt. 

1-^ 

(s — 1) ’ für .s = 1 endbch, 

d. b. 

(20) V 5 fl. 

Dies mit (14) zusammen ergiebt aber v = fi, wodurch der 
folgende Satz bewiesen ist: 

3. Der Grad des Kreistbeilungskorpers ist 
gleich (p (»»), also die Kreistheilungsgleicbung 

(w*)*““ Grades, deren Wurzeln die primitiven 
w*“» Einheitswurzeln sind, irreducibel. 

Diese Betrachtung leistet uns aber noch einen anderen 
wichtigen Dienst, indem sie uns den Beweis des berühmten Satzes 
liefert, dass in jeder arithmo tischen Progression, deren 
Differenz und Anfangsgliod natürliche Zahlen ohne 
gemeinsamen Thoilersind, unendlich viele Primzahlen 
enthalten sind^). 

Es folgt nämlich jetzt aus (18), dass das Product 

(s 1) Ql Qa ■ ■ ■ Qu 

für .s = 1 einen endlichen und von Null verschiedenen Werth 
hat, und da nach 2. keiner der Eaotoren (s — 1) (Jd ^s, • ■ • Qfi 
unendlich ist, so folgt: 

4. Die Summen 


(s — 1) gi(s), (^,(3) Q^(s) 

haben für s = 1 ondliclie und von Null ver- 
schiedene Wertha 


Wenden wir auf alle Factoren von (11) die Formel an: 
- log [1 - gü-)!.- -1 = + i 1 + ■■■ 


Der erste vollständige und allgemeine Beweis dieses Satzes ist von 
Diriohlet gegeben (Abhandlungen der Berl. Akademie vom Jahre 1837 
Oesainmolto Werke, Bd. I, Kr. XXI). Auf die wesentliohe Vereinfachung dieses 
Beweises durch Benutzung der Kn mm er’ sehen Formeln für die Classen- 
zahl in den Kreistheilungakörpern hat Dedekind aufmerksam gemacht 
iVorlesungen über Zahlentheorie, 8. Auflage, S. 690). 
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(worin der imaginäre Theil des Loganthmns zwischen + zu 
nehmen ist), so folgt, wenn der imaginäre Theil von log <3(5) 
passend bestumnt wird, 

^ zCp) I ] V X (p*) I 1 y z(p®) I . . 

(21) log Q{S) = 1 ~ + a ^ + 8 ^ H 


Wenn nun A irgend eine der Classen (2) und a eine Zahl 
aus A bedeutet, so ist nach §. 13, 6. dieses Bandes 

(22) \i{A)x{n) = ^l{an) = pi oder 0, 

je nachdem an = 1 oder nicht = 1 nach dem Modul m ist, 
(L h. je nachdem n in der Classe AT^ enthalten ist oder nicht 
enthalten ist Wenn wir also die Formel (21) mit % {A) multi- 
pliciren und m Bezug auf % summiren, so folgt 


(23) -^!:z(^)log ö(s) = 

r 

V — _L 1 V — 4- 1 V u . . . 

^ ^ ^ \ B ^ pia \ ’ 

wo sich rechts die erste, zweite, dritte, . . . Summe auf alle Prim- 
zahlen jp bezieht, deren erste, zweite, dritte, . . . Potenz m A~^ 
enthalten ist 

Der zweite Theil dieser Summe 


(0 S 2 "I" 8 2 + • • ■ 

wird vergrössert, wenn man jede seiner Theilsummen auf alle 
Primzahlen jp erstreckt, und demnach ist 

also um so mehr 

n 

a,® 

oder, da 1 — l ist: 

a, CD 

und hieraus schliesst man, dass iJ für s = 1 endlich bleibt 

(§. 196, 1.). 

Wenn wir nun in der Formel (23): 
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^^Z(^)log Q(s) = 2^-\- B(s), 

a ia 1 übergehen lassen , so wird log (s) nach 4. unendlich, 
wahrend die übrigen Glieder der linken Seite, log (s), . . . 
log <2 m(s). endhch bleiben. Da (s) gleichfalls endlich bleibt, 
80 muss die Summe unendlich werden, und dies ist sicher 

nur dann möglich, wenn die Summe ans unendlich vielen 
Gliedern besteht Hiermit ist bewiesen: 

5. In jeder der Zahlenclassen A (nach dem Modul m) 
sind unendlich viele Primzahlen enthalten. 

Man kann dies auch so ausdrücken, dass die Linearform 
mx -|- o, in der m und a ganze Zahlen ohne gemeinsamen 
Theiler sind, für unendlich viele ganzzahlige Werthe von x eine 
Primzahl rdarstell t 


Zweinndzwanzigster Abschnitt. 
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Zerlegung der Primzahl in Primfactoren im 
Kreistheilnngflkorper 

Wir machen einh Anwendung der allgemeinen Theorie der 
algebraischen Zahlen auf die Kreisthedungskorper, und gewinnen 
dadurch das Mittel, die Theorie der Abel’schen Zahlkörper 
überhaupt zu einem schonen Abschlüsse zu bringen. 

Die Betrachtungen, die wir zunächst anzustellen haben, 
lassen sich mit kleinen Modificationen auf jeden voUen Kreis- 
theilungskörper (§. 20) anwenden. Der Einfachheit halber be- 
schränken wir uns hier aber auf den für die beabsichtigte An- 
wendung ausreichenden Fall, dass der Grad der ^Einheitswurzel 
eme Primzahlpotenz ist 

Es sei q eine naturhche Primzahl (mit Einschluss von 2) und 

(1) »» = g* 

eine Potenz von deren positiver Exponent x für = 2 grösser 
als 1 vorausgesetzt wird. 

Es sei ferner r eine primitive Einheitswurzel und der 
volle KreistheilungskÖrper für den Exponenten tw, dessen Grad 

( 2 ) = 9 >(»») = «*“^3 — 1 ) 
ist (Bd. I, §. 174). 

Wir bezeichnen durchweg mit « die ^ Zahlen eines vollen 
Restsystems für den Modul m mit Ausschluss der durch q theil- 
baren Zahlen, und es sind dann die (i Zahlen r" die Wurzeln 
der irreduoiblen Gleichung Grades f(x) = 0, worin 

(3) f{x) = “Z~^ = p i 
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zu setzen ist; r ist daher eine ganze Zahl in und ihre 
Norm ist = 1 ; folglioh ist r eme Einheit 

£ln ist ein Normalkörper, der durch die fi Substitutionen 
Sn = (r, r") 

in sich selber ubergeht. 

Diese fi Substitutionen bilden eine Ab ersehe Gruppe 91, 
welche die Galois’sche Gruppe des Körpers ist Sie ist 
isomorph mit der gleichfalls durch 91 zu bezeichnenden Gruppe 
der nach dem Modul m genommenen Zahlclassen w (§. 18). 

Die Function / (a?) lässt sich m die Factoren rr — zer- 
legen, und wir setzen daher 

(4) /(®) = n (a: - r"). 

Setzen wir darin a: = 1, und beachten, dass [nach (3)] 
/■(l) = 2 ist, so folgt 

(5) 2 = n (1 — r*). 

Die Zahlen 

(6) (J„ = 1 — T», tf = 1 — r 

Bind aber ganze Zahlen des Körpers löm, und die Formel (6) 
zeigt zunächst, dass q im Körper in Factoren 
zerlegbar ist. 

Wir beweisen zunächst, daas die (i Zahlen rf« mit einander 
aasociirt sind. Bedeuten w, n' zwei durch q nicht theilbare Zahlen, 
80 köimeu wir eine natürliche Zahl a ßo bestimmen, dass 
n' = o« (mod m) 

wird. Dann ist aber 

1 — r" , ^ ^ 

eine ganze Zahl, also <}„r durch <f„ theilbar. Da hierin » mit »' 
vertauscht werden kann, so ist auch ff. durch ö«/ theilbar, also 
sind beide Zahlen asBociirt (§. 166). Wenn daher e eine Einheit 
bedeutet, so ist nach (5): 

(7) g = fiö'‘, N((S) = q. 

Es ist also die natürliche Primzahl q assocäirt mit der g.*"® 
Potenz einer ganzen Zahl tf im Körper üm- Diese Zahl « ist 
aber auch im Körper ß« noch Primzahl, und zwar vom ersten 
Grade. Denn hat ö irgend einen Theiler tf', so muss die Norm 
von tf' ein Theiler der Norm von ö sein, also, wenn tf' keine 

Woher, Algobrfc IL 
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Einheit ist, so ist N(6') = g. Folglich ist die Nom von 6 : ö' 
gleich 1, d. h. (5 : (5' ist eine Einheit und <5 mit ö' assocdirt. Wir 
haben also den ersten Satz: 


L Die natürliche Primzahl g ist in dem vollen 
Kreistheilnngskörper mit der Potenz 
einer Primzahl ersten Grades associiri 


Wenn wir mit einen Theiler von m bezeichnen, kleiner 
als m lind grösser als 1, und 

(8) m = w, 

setzen, so dass und selbst Potenzen von g sind, so ergiebt 
sich die Zerlegung: 

— 1 = (a; — 1) (a?r^ — 1) — 1) . . . — 1), 

nnd wenn wir darin x = r setzen, nach (6) . 

(9) r«i — 1 = (— 1)"^ n + .m,, 

0, ffti — 1 

und daraus, da p immer gerade ist, 


(10) N — 1) = 2”*^- 

Hiernach lässt sich leicht die Discriminante der Glei- 
chung (3) bilden, die nach Bd. I, §. 50 den Ausdruck hat: 

^ = (-1) ' Nf(r). 

Es ist nämlich nach (3): 

rs —1 . 

also, da die Nom von r gleich 1 ist: 


qi 

und folglich (da p immer gerade ist): 

^ x-l 

(11) J = (—ly [*(2-i)-i] . 

Die Discriminante ist also, vom Vorzeichen abgesehen, 
eine Potenz von g. 
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§. 200 . 

Minimalbasis des Körpers Um. 

Die Sätze, die im vongen Paragraphen bewiesen sind, führen 
uns zu dem folgenden Theorem: 

IL Die Zahlen 

(1) 1, r, f«, . . 

bilden eine Basis des Systems o der ganzen 
Zahlen in ß«. 

Um dies zu zeigen, genügt nach §. 162 der Nachweis, dass 
die ganze Zahl in £1^ 

( 2 ) m = Xq -\- XiT + + ••• + 

worin iCo, ganze rationale Zahlen sind, nur dann 

durch eine rationale Primzahl f theilbar sein kann, wenn die 
Zahlen iCo, tCi, - - a;^-i alle durch p theilbar smd. 

Nehmen wir also an, es sei to durch jp theilbar; dann sind 
alle Zahlen co^, die aus o durch eine der Substitutionen 
(r, r”) entstehen, durch p theilbar, und wir erhalten also aus 

(2) ein System von ft Gleichungen, die in Bezug auf die Xi 
linear sind: 

(3) aj„ = «0 + H 1" 

Die Determinante dieses Systems, d. b. die aus den (t Reihen 

1, r", r»», . . 

gebildete Determinante ist aber nach Bd. I, §. 50 gleich der 
Quadratwurzel Y^, und wenn wir also das System der Glei- 
chungen (3) anflösen, so folgt, dass die sämmtliohen rationalen 
Zahlen ^Xi durch p theilbar sein müssen. 

Ist nun jp nicht = g, so ißt ^ nicht durch p theilbar, und 
sämmtliohe Xi müssen durch p theilbar sein. 

Ist aber p = g, so setzen wir 

q,(t) = Xo -{■ nht »jt» + • • + 

so dass (D„ = ?)(r") wird, und setzen darin r = 1— ö [§. 199, (6)]: 
Dann ist nach der Taylor’schen Entwickelnng: 
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■and hierin sind die Coefficienten 

T’Ci). • • V n(n^— 1) 

ganz rationale Zahlen, nämUoh 
1 0»— 1) 

iI(^L 2) =a:^-a + 0i — 1)«^-!, 

(6) j7(fiL3) — 


9)(l)=Xo + aä + + ®^-i. 

Da nnn m durch q - und folghch durch theilbar ist , so 
musa g? ( 1 ) nach (4) durch 2 theilbar sein. Da aber ft > 1 und 
folglich der Quotient q : 6 noch durch 6 theilbar ist, so folgt, 
dass auch 

durch folglich 9 ' ( 1 ) durch q theilbar ist, und -wenn man so 
weiter schliesst, ergiebt sich, dass die sämmtlichen rationalen 
Zahlen ( 6 ) durch q theilbar sind. Folglich sind auch die 1 , 
Xq durch q theilbar. Damit ist der Satz ü. vollständig 

bewiesen. 

Anstatt derKeihe(l) kann man auch eine beliebige Reihe von 
ft auf eiuander folgenden Potenzen von r als Basis von 0 nehmen: 

(6) f«, f«+i, 

die man erhält ^ wenn man alle Glieder der Reihe ( 1 ) mit r“ 
mulüplicirt. 

Die Richtigkeit dieser Bemerkung ergiebt sich daraus, dass 
die r— “ ganze Zahlen mnd, und dass also 05 und cd stets gleich- 
zeitig ganze oder gebrochene Zahlen sind. 

Beispielsweise bilden die Zahlen 

(7) r-V + 2, . . ., r-\ 1, r, r», . . ., 

.eine Basis von 0 , 


Damit ist auch die Grundzahl ^ des Körpers bestimmt. 
Sie ist nach der allgemeinen Definition (§. 162) gleich der Dis- 
orimmalite 

^ (1, r, f>, . . ., 

d. h. gleich der m §. 199 bestimmten Discmninante der Elreis- 
theilun gagleichung. 
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§. 201 . 

Die Primideale im Körper iß», 

Wir haben im §. 199 gesehen, dass die natürliche Primzahl g 
die Potenz einer Primzahl 6 im Körper ß» ist. 

Um alle Primideale, die im Körper ß^ existiren, zu er- 
mitteln, sind also nodh sammtliche von g verschiedene natürliche 
Primzahlen p m Primfactoren zu zerlegen, und es smd darunter 
die nicht associirten auszusuohen. 

Die Grundlage für diese Untersuchung bilden die Sätze des 
§. 178, wenn der dort mit J2 bezeiohnete Körper durch den 
Körper der rationalen Zahlen ersetzt wird. 

Jede Zahl a des Körpers ß» geht durch eine der fc Sub- 
stitutionen 

Sn = (r, r») 

in eine bestimmte andere Zahl ©„ über, die gleichfalls in ß» 
enthalten ist. Ist 

(1) CD = ©1 = ao + — ^ 

so ist 

(2) ©„==00 + Oir^ 4- H h 

Wenn eine dieser Zahlen ©„ eine ganze Zahl ist, wie wir 
jetzt annehmen wollen, so sind es auch alle anderen, und dies 
tritt immer dann und nur dann ein, wenn die rationalen Zahlen 
* * *1 ^ju — 1 ganz sind« 

Sind Ä, ]c irgend zwei Exponenten, so ist 

= f* (f*“* — 1), 

und dies ist nach §. 199, (9) mit einer Potenz von 6 asaociirt, 
also, wenn p ein in p aüfgehendes Primideal bedeutet, durch p 
nicht theilbar, ausser wenn h = k (mod m) ist Daraus ergiebt 
sich, dass zwei Zahlen co^, cdä nur dann nach dem Modul p oon- 
gruent sein können, wenn h = k (mod also 
und dass also die Trägheitsgruppe X des §. 178, deren Sub- 
stitutionen X der Bedingung 

CO \ X = (D (mod p) 

genügen, nur die identische Substitution enthält. Daraus 
folgt aber, dass g = 1, d. h. dassp nicht durch das Quadrat 
eines Primideals theilbar ist 
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Bilden wir aus (1) die Potenz von cd, und beachten den 
F er mat’ sehen Lehrsatz für rationale Zahlen \c? = a (mod 
so ergiebt sich 

ceP = Oq + -j- (mod p), 

oder nach (2): 

(3) Q>p = Op (mod p). 

Dadurch ist die Zerlegungsgruppe W bestimmt, zu der das 
Ideal p gehört. Es ist nämlich nach (3) auch 
oP = Op (mod p), 

daher ist Gruppe W besteht nach §. 178,(19) 

aus den Potenzen dieser Substitution, soweit sie von einander 
verschieden sind. 

Ist daher / der kleinste positive Exponent, für den 

(4) = 1 (mod w) 

ist, (L h. gehört p zu dem Exponenten / für den Modul w, so ist 

(6) W = (ir,r), (r,rP), (r.tn”), . . . 

und ist vom Grade. Demnach ist auch p ein Primideal 

ytan (Jrades und 

( 6 ) Nip)=J?^- 

Die Anzahl e der von einander verschiedenen conjugirten 
Primfactoren von ist (i und wir haben also den Satz: 
in. Ist p eine von q verschiedene Primzahl, die für 
den Modul -m znm Exponenten f gehört, ist 
ferner ^ = gD(f») = e/, so zerfällt p im Körper 
in e von einander versohiedene conjngirte 
Primfactoren/*«“ Grades. 

Die Gruppe W ist isomorph mit einer in 3fl (§. 199) ent- 
haltenen Gruppe nach dem Modul m genommener ganzer 
rationaler Zahlen, die wir mit 31 bezeichnen, die aus allen, einer 
Congruenz 

(7) a =p^ (mod w) 

genügenden Zahlen a besteht, und die wir daher symbolisch durch 

(8) 31 = (mod m) 

darstellen können, wenn der Exponent h alle ganzzahhgen Werthe 
durchläuft. 

Wir können also, wenn wir die Zahlen |a, > . g« aus 
passend auawählen, 
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(9) = + + + 

setzen, und jeder dieser Nebengruppen entspricht eines der con- 
jugirten Ideale die alle von einander ver- 

schieden sind, und deren Product p ist. 

Wir setzen also 

(10) P = Pf,' • . . Pf„ 

and bemerken noch, dass pof = Pf wenn a in ^ enthalten ist. 

Ist m ungerade und c eine primitive Wurzel von w, so ist 
p = cy, (mod m) für einen gewissen Exponenten y, und e ist 
der grösste gemeinschaftliche Theüer von ^ und y. Die Gruppe 
21 besteht dann aus allen Zahlen von der Form c®^, und flir 
• • <1 ^8 kann man die Zahlen 

(11) 1, c, c» . . 

wählen. 

§. 202 . 

Darstellung der Primfactoren von p. 

Zur Darstellung der Prunfonotionale des Körpers können 
wir ein Verfahren anwenden, was wir m §. 173 kennen gelernt 
haben, welches sich hier in Folge des Umstandes, dass 
1, r, 

eine Basis von o ist, wesentlich vereinfacht 

Die natürliche Primzahl g ist, wie wir schon gesehen haben, 
die m*® Potenz einer im Körper existirenden Primzahl 6 ; mit 
dieser brauchen wir uns nicht weiter zu beschäftigen, und be- 
trachten daher hier nur die von g verschiedenen Primzahlen p. 
Es sei p ein Primfaictor von p, und 21 habe dieselbe Bedeutung 
wie oben. Wenn p zum Exponenten / gehört und 
ef = (p(m) = p. 

ist, so besteht die Gruppe 21 aus^ den Zahlen 
1» jP*i • • •? 

Wenn nun 

/CQ = = 

das Polynom von t vom Grade ft bedeutet, dessen Wurzeln die 
p, Grössen r" sind, so können wir dies so in Faotoren zerlegen, 
dass jeder Factor einer der Nehengruppen von 2t entspricht 
Setzen wir nämlich 
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( 1 ) = 

0,/— 1 

und allgemein für jedes durch q nicht theilbare n: 

( 2 ) F„(t) = n(t- 

0,/-l 

80 ist Fn(t) mit identisch, wenn n und n* in dieselbe 

Nebengmppe 21 gehören. Wenn wir also mit In la? • • •? Ie das 
im §, 201, (9) angewandte Zahlensystem verstehen, so ist 

(3) = 

Nun ist aber nach dem binomischen Lehrsätze: 

(t - = (tP — rP*+") (mod p), 

und wenn wir dies auf jeden Factor von Fn{t) anwenden und 
beachten, dass nach dem Modul m dieselbe Zahlenreihe 

durchläuft, wie so folgt: 

[Fn(t)y = Fn{tP) (mod jj), 

und diese Gongruenz güt dann natürlich auch für den Modul p. 

Dies ist aber das Kennzeichen dafür, dass Fn(t) mit einem 
Polynom Pn(Q mit ganzen rationalen Zahlencoef&cienten nach 
dem Modul p congruent ist (§. 167, 4.), also: 

(4) Fn(t) = Pn(f) (modh). 

Setzen wir dies in (3) ein, so ergiebt sich zunächst eine 
Gongruenz nach dem Modul p, die aber, da es eine Gongruenz 
zwischen rationalen Functionen ist, auch für den Modul p 
bestehen muss, also 

(6) / (i) = Pj, (0 P£. (t)... Pe, (t) (mod p). 

Nach der Definition (1), (4) ist 

(6) Pi (r) = 0 (mod b), 

und die sammtliohen Wurzeln dieser Gongruenz sind 

(7) r, fJ», . . 

Ebenso hat die Gongruenz 

Pn(t) = 0 (mod f)) 

die Wurzeln 

r«, 

und diese Wurzeln sind, wenn man n das System der Zahlen 
In Is) • • •) I« durchlaufen läßst, alle incongruent nach dem 
Modul h. 
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Macht man in der Congruenz 

Fi(t) = P,{t) (mod p) 

die Substitution (r, r"), so geht Fi(t) ia Fn(f), p m das con- 
jugirte Ideal p„ über, und Pi (t) bleibt als rationale Form un- 
geändert Wir haben also 

(8) F„ (t) = Pi (t) (mod 
und wenn wir hierin t = r setzen, so folgt: 

(9) P„ (r) = Pi (r) (mod ; 

Fn(r) ist aber, wenn n nicht in 31 enthaltei^ ist, relativ prim 
zu p, also nicht durch theilhar. 

Es ist also Pi(r) nach (9) durch pi, aber durch keinen der 
mit pi conjugirten Primfactoren theilbar, und es folgt, da p nicht 
durch theilbar ist. 

1. Der Primfactor ist der grösste gemeinschaft- 
liche Theiler von p und Pi(r), in gleicher Weise 
ergiebt sich, dass pn der grösste gemeinschaft- 
liche Theiler von p und Pi(r") ist, oder auch der 
grösste gemeinschaftliche Theiler von p und 
Pn' W» wenn ««' = 1 (mod w) ist. 

Das letztere ergiebt sich aus der aus (4) durch die Sub- 
stitution (r, r"') folgenden Congruenz 

Fi(t) = Pn(^) (mod hnO- 

Man erhält also die sämmtliohen Primfactoren von p, wenn 
man die grössten gemeinschaftlichen Theiler von p nut jeder der 
rationalen Functionen 

(10) Pj,(r),P£.(r), PE.(r) 

aufsucht, und zwar ist der grösste gemeinschaftliche Theiler 
von p und P^i. 

Wir wollen den Fall noch etwas naher betrachten, wo / == 1 
ist, also 

(11) p = 1 (mod m). 

In diesem Falle ist e = ^(w); die Gruppe 31 reducdrt sich 
auf die Einheit, und die sammtlichen ^ conjugirten Factoren p 
von p sind von einander verschieden. Die Formen 

werden alle linear, d. h. r ist einer rationalen Zahl nach jedem 
der Moduln oongruent. 
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Dies ergiebt sich auch daraus, dass hier die Anzahl der 
nach dem Modul p incongruenten Zahlen gleich N(p) = p ist, 
und dass also 0, 1, 2, . . — 1 ein volles Bestsystem ist. 

Ißt hiernach etwa r = c (mod p) , so muss , da = 1 ist, 
c® = 1 (mod b), also auch (moA p) sein, und wenn also g eine 
primitive Wurzel der Primzahl p ist, so muss 

(12) c = g (mod p) 

sein, worin n relativ prim zu m ist, weil keine niedrigere als die 
7»*® Potenz von r mit der Einheit congment ist. Laasen wir p 
das System der conjngirten Ideale durchlaufen, so muss w in 

(12) die Gruppe 91 durchlaufen, und es ist also nur Sache der 
Bezeichnung, wenn wir festsetzen: 

(13) r = g ^ (mod p). 

Machen wir dann die Substitution (r, r^), so wird 

j— 1 

(14) f" = p ” (mod p„), 

oder wenn wir n* durch die Congruenz 

(15) ww' = 1 (mod m) 
definiren: 

(16) r = p”“' (mod p„). 

Es ist also in diesem Falle, übereinstimmend mit der all- 
gemeinen Regel, pn der grösste gemeinschaftliche Theder von 



Durch diese Bestimmung sind die einzelnen Primideale pn 
genau charakterisirt. Wir erhalten also den Satz: 

2. Eine Primzahl j), die nach dem Modul m mit 1 
congment ist, zerfällt im Körper Sl^ in (p(fn) von 
einander verschiedene Primfactoren p« vöm 
ersten Grade, die man als grösste gemeinschaft- 
liche Theiler von p mit den verschiedenen 

Zahlen r — p ^ erhalt, wenn p eine primitive 
Wurzel von p ist, und w' durch die Congruenz 
nn' = 1 (mod m) bestimmt ist. 

Ist p — 1 Zwar nicht durch w, wohl aber durch eine Potenz 
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Yon g, und im Falle g = 2 mindestens durch 4 theilbax, so be- 
zeiolmen wir mit den grössten gemeinschaftlichen TheUer 
von m und jp — 1 und setzen m = tWa- Dann ist 

n = <p(m) = «»s9(«h), 

und es ist / = Wa der kleinste positive Exponent, fiir den 

= 1 (mod f») 

ist Demnach zerfallt p im Körper in qp (Wj) von einander ver- 
schiedene Pnmfactoren, ebenso wie im Körper Simi- ergiebt 
sich also: 

S, Ist — 1 durch g und im Falle g = 2 durch 4 
theilbar, so ist die Zerlegung von p in Prim- 
faotoren im Körper £1^ dieselbe, wie im Körper 
die nach dem Satze 2, gefunden wird. 

Nach §. 158 können wir jede ganze oder gebrochene Zahl w 
und jedes Fnnctional des Körpers £1^ iii der Weise in Prim- 
factoren zerlegen, dass Zähler und Nenner keinen gemeinschaft- 
lichen Primfactor enthalten, und diese Zerlegung ist, von Ein- 
heitsfactoren abgesehen, voUig bestimmt, so dass, wenn J) ein 
Primideal ist, ein ganz bestimmter positiver oder negativer 
Exponent Ä existirt, so dass das Fnnctional cop“* den Prim- 
factor p weder im Zähler noch im Nenner enthält. Wir sagen 
dann der Kürze halber, es sei p* die in co enthaltene Potenz 
von p. 

Ist Ä = 0, so sagen wir, p ist in a nicht enthalten. 

Zwei Zahlen (oder auch Functionale) m, cd' eines Körpers, in 
denen ein und dasselbe Primfunctional p enthalten ist, wollen 
wir theilerverwandt oder kurz verwandt nennen; wenn 
dagegen kein Primfunctional zugleich in cd und in cd' enthalten 
ist, BO heissen co und cd' theilerfremd oder fremd. Besonders 
nützlich wird uns dieser Ausdruck in der Folge sein, wenn an 
Stelle von cd' die natürüche Primzahl p tritt, die durch p theil- 
bar ist, und wir reden danach von' den mit einer Zahl cd 
verwandten oder zu ihr fremden Primzahlen. 

Eine Zahl cd, die gar keine verwandten Primzahlen 
hat, ist eine Einheit 

Im Körper £1^ (wie überhaupt in jedem Normalkörper) sind 
alle conjugirten Zahlen cd^ mit denselben Primzahlen verwandt 
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§. 203. 

Das Kummer’sche Theorem. 

Wir hab^n schon in der Kreistheilnngstheorie (Bd. I, §. 177) 
gewisse Zerlegungen der natürlichen Primzahlen in Factoren, die 
aus Einheitswurzeln zusammengesetzt waren, kennen gelernt, und 
es ist nun von Wichtigkeit, zu untersuchen, wie sich diese Fac- 
toren zu den Primfactoren im Körper Ä« verhalten. 

Wir betrachten eine Primzahl j?, die zum Exponenten 1 
gehört, so dass also m ein Theiler von p — 1 ist, und setzen 

p — 1 = m m'. 

Aus den jp*®“ Einheitswurzeln q lassen sich nach Bd. I, §. 176 
Perioden von je w»' Gliedern bilden, die, wenn g eine primitive 
Wurzel von p (nicht, wie oben, von ni) ist, den Ausdruck haben : 

n =Q -i-Q^ + + • ■ • + 

(1) Vi =9’ + H h 

^ 

Bezeidmen wir, wie im §. 177 des ersten Bandes, nut s eine 
primitive (p -i— 1 )*® Einheitswurzel, so dass 

( 2 ) = r, 

wie bisher, eine primitive t»*« Einheitswurzel ist, so sind die 
Resolventen 

(3) <>) = P + -f- • • • + s(i>-»)^pp*'“®, 

worin A jede ganze rationale Zahl sein kann, und spedell für 

(4) (r, 1 ?) = 17 -(- -f räpjj -( 1 - 

Diese Resolventen sind ganze algebraische Zahlen in gewissen 
Kreistheilungskörpem, und wir haben, wenn nicht = 1 ist 
[Bd. I, §. 177, ( 3 )], 

(s\ q) (e-\ q) = (— 1)^ jj, 

und {äx i, = m'n: 

(ö) (r», 17 ) (r-", ij) = ±p. 

Es sind also alle diese ßesolventen Theiler der natürhchen 
Primzahl jp. 
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Ausser diesen Resolventen haben wir an der angeführten 
Stelle noch andere ganze Zahlen der KreistheütmgBkorper ab- 
geleitet, nämlich 

t 

(6) (e) =1= ^ fiMlndt-(i + ^x)lnd(* + l) 

i,p— a 

[Bd. I, §. 177, (6)] (worin sich die Indices auf die Basis g be- 
ziehen), die ün Allgemeinen dem Körper ßp— i angeboren, in 
dem besonderen Falle, wo A und g, durch wi' theilbar sind, dem 
Körper ßm* Von besonderer Wichtigkeit sind darunter die Zahlen 
des Körpers ß« [Bd. I, § 177, (8)]: 

(7) = ipo(r) = 1 

l,p — 3 

Auch diese Zahlen 'ipz,in(£) sind, wenn kerne der Zahlen A, g, 
A -[- fi durch p — 1 theilbar ist, Theüer von p nach der Formel 

P3d. I, §. 178, (6)], aus der sich wieder nach (7) ergieht 

(8) ^,(r) =i), 

vorausgesetzt, dass weder s noch s-|-l durch m theilbar ist. 
Q-ewisse Verbindungen der Resolventen (4), darunter die »w*® 
Potenz, haben wir durch die Functionen ip ausgedruckt [Bd. I, 
§, 177, (14), (15)]: 

(9) (r, 7j)» (r», (r) (r) . . . (r), 

so lange n c m ist, und 

(10) (»■,»?) (»-S 7j) = ±i), 

(11) (f, TJ)" = (— 1)"^ 1/>1 (r) if., (r) . . . (r), 

woraus hervorgeht, dass diese Potenzen dem Körper ß„ 
angeboren. 

Wir bezeichnen nun, wie früher, mit hn die verschiedenen 
Primtheiler von p im Körper ß„. Die Zahlen "^«(r), die gleich- 
falls diesem Körper angehören und Factoren von p sind, müssen 
daher durch einige dieser Primfactoren theilbar sein, und sie 
können so wenig wie p selbst durch das Quadrat eines hn theil- 
bar sein. Wir müssen festateUen, durch welche Primtheiler p„ 
jede dieser Zahlen theilbar ist. 

Dazu aber führen einerseits die Congruenzen des vorigen 
Paragraphen : 
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(12) )• = !j (moil p„.), nn' — 1 fmod wj, 

anilororsoits tlio ini 17s doa ersten Biindes abgeleiteten Oon- 
gruonzen (17): 

0 /) ^ ü, A + fi < j) - 1 


• "if* — 1 I i ^ j. - 1 1 

/..M (modi)) 

(l- ) Oj) ^ II fj: , 

j) — 1< A + — a, 

■worin A unil ii zwiHchon 0 und p — 1 genommBn sind, so dass 
dor liinoiniultiuüfliciont 

7/ (2 yi — A — ft — 2) 
n {p — A — 1) 72 (7^ — ft — i) 

oino durch p nicht tlieUbare ganze Zahl ist. 

Nach der Congruenz (12) ist 

i 

Tf)j(y) ^ = ü ^^nm' [inA d— (• + 1) 

oder nacli (G): 

Tl>,{r) ~ (mod ))„.), 

wenn 

l. den kleinsten positiven liest von —nm's, , 
u, nm' 

ft 17 yj 77 7} n *• ^ 

bedeutet, und die Congrnenzon (IG) zeigen dann, dass 
durch p„. thoilbav ist, wenn A -j- |ü ■< j) — 1, und nicht theilbar, 
wenn A -|~ f* > B ~ 1 ist. 

Da die zu m tlioilorfremde Zahl h nur noch dom Modul »t 
bestimmt ist, so nebmon wir sie jetzt positiv und klein er 
als m au. Dann ist 

H = m' (»« — n). 

Die aus (14) bestimmte Zahl X ist ein Vielfaches von m\ 
und wenn wir X = m'x setzen, so ist 

fl 6) X dor kleinste positive Rest von —na (mod wi). 
Hiomach wird ^j(r) durch pn’ theilbar sein, wenn 
m' (x -j- — ») < »«' 

oder X <; n, und niclit theilbar, wenn x :> n ist. 

Da wir jetzt im Stande sind, für jedes s die Frimfaotoren 
von zu ermitteln, gehen wir dazu über, die Zahl (r, 17)"* 
naoh der Formel (11) in ihre Primfactoren zu zerlegen. 
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Wir bilden zu diesem Zwecke nach (16) die kleinsten posi- 
tiven Reste X der Zahlen — w, — 2w, . . — (m — 2)n nach dem 
Modul w, und finden, von der Ordnung abgesehen, die Zahlen 
X = 1, 2, . . n — 1, n -)- 1, . . ., m — 1; 
die Reste 0 und n kommen darunter nicht vor, weil 8 keinen 
Werth erhalt, für den s oder s 1 durch m theilbar wird. 
Von diesen Zahlen sind aber gerade n — 1 kleiner als n, und 
BO oft kommt also der Factor p«' iii dem Producte a 

vor. Dann enthalt p diesen Factor noch einmal und folghoh 
kommt er nach (11) genau wmal in (r, tj)“ vor. Da keine an- 
deren als die Primfactoren p«' (^"? aufgehen können, so ist 

hierdurch die Zerlegung vollständig ausgefiihrt: 

(16) (r, = n p;,-, 

hierm durchläuft n die Reihe der positiven Zahlen, die kleiner 
als w und relativ prim zu m sind, und n' ist jedesmal aus der 
Congruenz 

(17) nn' = 1 (mod m) 
zu bestimmen 1). 

Die Formel (16) gilt für ein gerades wie für ein ungerades 
m und ist auch noch für den Fall m = 2 gültig, für den sie ein 
schon bekanntes Resultat giebt, da dann (r, rj) = (— 1, tj) mit 
einer Gauss’schen Summe überemstimmt (Bd. I, §. 179). 

Wir wollen aber nun, indem vtir den Fall m = 2 jetzt aua- 
sohhessen, der Formel (16) ein© etwas allgemeinere Gestalt geben. 

Es sei m = g* eine beliebige Primzahlpotenz, nur grosser 
als 2, und p eine von g verschiedene Primzahl von der Eigen- 
schaft, dass p — 1 durch g oder, wenn g = 2 ist, durch 4 theil- 
bar ist 

Es sei ferner Wi der grösste gemeinschaftliche Theiler von 
p — 1 und w, und 

m = mi Wa, 

dann ist nach §. 202, 3. die Zerlegung von p in Primfactoren 
im Körper £1^ dieselbe, wie im Körper Ämp xind es ist 

Pn = Pn + smi5 

wenn 8 eine beliebige ganze Zahl ist Wir setzen jetzt 

0 Dieser Satz rülirt von Enminer her. Vgl. Theorie der idealen 
Primfaotoren der complexen Zahlen eto. Abhandlnngen der Berliner 
Akademie, 1866. 
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(18) i = n + 

und lassen w die Eeihe ,der durcli q nicht theilbaren positiven 
ganzen Zahlen < Wi, und s die Zahlenreihe 0, 1, 2, . . f»n — 1 
durchlaufen, dann durchläuft t ein volles System durch q nicht 
theilbarer Reste von m, und zwar das ganz bestiminte System, 
dessen Elemente alle < m sind. Es ist dann nach §. 201 , (10) 

(19) p = Üpn. 

Ißt ferner i/ eine Zahl, die der Congruenz 

(20) tif = 1 (mod m) 

genügt, so ißt, wenn w' durch die Bedingung nn' = l (mod Wi) 
bestimmt ist, 

(21) if = n* (mod ^h). 

Danach lässt sich das Product 

nach der Formel (16) bestimmen, die, auf den Körper an- 
gewandt, die Zerlegung ergiebt* 

(22) (ri, 7 })”^ = n PJ , 

wonn ri = eine Einheitswurzel ist. 

Es ist aber nach (18) und (21): 

hp*, = h 

und da w' nach dem Modul mi dieselbe Zahlenreihe durchläuft 
wie «, so ist nach (19): 

ä n' 

n n 

und es ergiebt sich. 

n (n, 17)]". 

Setzen wir 

(23) (f = jp-AC-H-i) (ri, tj), Q„ = jpViC».-!) (r^, ^), 

so ist p eine KreistheilTingszahl, weil ja auch Yp als Werth 
einer G au ss 'sehen Summe zu den .Kreistheilungszahlen gehört, 
und es ist 

(24) <>’" = n Yv 
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Nach (11) und (9) ist aber, wenn darin m durch ersetzt wird, 

(25) (rj) . . . 

(26) v,j (rj) (ri) . . . ^„_i(ri) 

und es sind also und p" und folglich auch Zahlen des 
Körpers jÄ«», und nach (25) bleibt die in (26) vorkommende 
Verbindung m enthalten, wenn n um ein Vielfaches 

von Wi vemehrt wird. Es ist demnach p*» auch dann noch 
eine Zahl in iß,», wenn n nicht gerade die beschrankte Bedeutung 
hat wie bisher, sondern eine beliebige durch g nicht theilbare 
Zahl bedeutet 

Diese Betrachtung hat den Zweck, das Kumme r’sohe 
Theorem (16) gleichzeitig auf mehrere verschiedene Primzahlen 
anwendbar zu machen, die zu verschiedenen Werthen von 
gehören, und das Resultat spricht sich dann in folgendem 
Theorem aus: 

4. Es sei (pn ein System conjugirter Functionale des 
Körpers ß,», das mit keinen anderen natürlichen 
Primzahlen verwandt ist, als solchen, die nach 
dem Modul q (oder bei q = 2 nach dem Modul 4) 
mit 1 congruent sind; es durchlaufe ferner t 
die durch q nicht theilbaren Zahlen der Reihe 
1, 2, . . ., w — 1, und sei aus der Congruenz 
tt' = 1 (mod m) bestimmt 

Dann ist das Funotional des Körpers ß,»: 

a) Ö»« = n = fiC 

mit der m*®“ Potenz einer Kreistheilungszahl 
associirt, die zwar selbst in einem höheren 
Körper enthalten ist, deren Potenz aber dem 
Körper Sl^ angehört, und es ist 

b) ^1=0^ 
eine Zahl des Körpers ß^. 

Der Beweis ist in den vorangegangenen Ausfahrungen ent- 
halten und ergiebt eich aus den Formeln (25), (26), wenn man 
unter 6* ein Product aus Potenzen der Zahlen p versteht, die 
nach den Formeln (24) aus den in (p enthaltenen Primfactoren p 
abgeleitet sind. 

Weber, Algebrft, IL 


46 
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§. 204. 

Die EinlieitawTirzelii im Körper 

Kür die weiter zu machenden Anwendungen ist eine genauere 
Kenntniss der Einheiten des Körpers lö« erforderlich, die ja 
auch an sich Yon grossem Interesse ist. Wir beschäftigen uns 
hier nicht mit den functipnalen, sondern nur mit den numerischen 
Einheiten, worunter, wie Ynr uns erinnern, ganze Zahlen des 
Körpers ß,» zu verstehen sind, deren Norm ±1 ist, 
oder eine ganze Zahl, deren reciproker Werth gleich- 
falls ganz ist 

Zu den Einheiten gehören sicher alle in enthaltenen 
Einheitswurzeln; wir können aber leicht beweisen, dass diese 
Einheitswurzeln nur Potenzen von r sein können, mit positivem 
und negativem Vorzeichen. 

Es sei nämlich q eine in enthaltene Einheitswurzel, und 

(1) P = 9 (»•)• 

Ist ^ die höchste im Grade von q aufgehende Potenz von g, 
so ist eine Einheitswurzel, deren Grad nicht durch g theilbar 
ist, und 

( 2 ) = 

Wegen der Irreducibüitat der Kreistheüungsgleichnng im 
weiteren Sinne (Bd. I, §. 174, IL) können daher m (2) die sämmt- 
lichen Substitutionen (r, r") gemacht werden, ohne dass die linke 
Seite sich ändert, und folglich ist q^ eine rationale Zahl, und 
da es eine Einheit ist, muss es = i 1 sein. Mithin ist vom 
Vorzeichen abgesehen, eme Einheitswurzel vom Grade g* oder, 
wenn g = 2 ist, vom Grade Es ist nachzuweiaen, dass 

oder nicht grosser als m sein kann. Dies ergiebt 

sich aber aus (1). Denn wäre p eine Einheitswurzel höheren 
als Grades, so wäre r eine Potenz von p, und p musste einer 
irreduciblen Gleichung höheren Grades als r, also auch höheren 
Grades als qp(r) genügen, was nach (1) ein Widerspruch ist. 
Also haben war den Satz: 

6. Die einzigen in ßnt enthaltenen Einheitswurzeln 
sind die mit positivem und negativem Zeichen 
genommenen Potenzen von r. 
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Jede Zahl des Kreistheilungakorpers iß« geht durch die Sub- 
stitution (r, r~^) in die conjugirt imaginäre Zahl über, die auch 
durch die Vertauschung (i, — t) erhalten wd. Das Product 
zweier solcher conjugirt imaginärer Zahlen ist das Quadrat des 
absoluten Werthes einer jeden von ihnen. 

Eine Zahl in ß« ist reell, wenn sie durch die Vertauschung 
(y, r“^) un geändert bleibt, und nur unter dieser Voraussetzung. 
Jede solche Zahl lässt sich rational durch die zweigliedrige 
Periode r + r~'^ ausdrücken, und gehört also einem reellen 
Körper vom Grade | g? (m) an, der ein TheUer von ß« ist. Diesen 
wollen wir den in ß« enthaltenen reellen Körper nennen 
und mit Hm bezeichnen (obwohl auch noch andere reelle Körper, 
nämlich alle Theiler von fl"«, in ß« enthalten sind). 

Die \ 9 (w) = I ft Zahlen 

(1) 1, ^ + r-\ ya + r-2, . . 

bilden eine Basis der ganzen Zahlen des Körpers fi«. Denn 
nach §. 200, (7) ist 

(2) o = — 1“ 1 "i“ 

-\ 1 - 

dann und nur dann eine ganze Zahl des Körpers ß«, wenn die 
Coefficienten Xq, , ganze rationale Zahlen sind. 

Die Bedingung dafiir, dass diese Zahl dem Körper 3m 
gehört, erhält man, wenn man die Substitution (r, r“^) aus- 
führt und die Differenz = 0 setzt. Dividirt man noch durch 
r — y—i, so ergiebt sich so: 

{Xi — — ic-a) (r + 4' 

fV*/* — 1 f— 

+ — ®— Vs/I + O J. ,—1 


f-ytii — r~'Ai^ 
“1“ ®VkM y y—l 


= 0 . 


Die Divisionen lassen sich hier ausführen, und wenn man 
dann mit rVi'*-» multipUcirt, so ergiebt sich für r eine rationale 
Gleichung von niedrigerem als Grade, die nur dann be- 
friedigt sein kann, wenn alle ihre Coefficienten verschwinden. 
Dies führt zu den Gleichungen 

Xy,a = 0 , • • •» 

48 * 
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und es ist also jede ganze Zahl (o des Körpers in der Form 
enthalten : 

(D = Xq x^{r x^ (r« + • 

Statt der Belsis (1) kann man auch, wenn man 
p = r + 7-1 
setzt, die Potenzen von p: 

(3) 1, p, 

als Basis der ganzen Zahlen von wählen- Denn die Grössen (3) 
lassen sich ganzzahlig durch die (1) ausdriioken und umgekehrt. 

Die Zahl q ist die Wurzel einer irreduciblen Gleichung 
vom Grade die wir mit i/; (p) = 0 bezeichnen wollen. Ist 
f(r) = 0 die Gleichung für r (§. 199), so besteht die identische 
Relation 

(4) f(x) = x'^i^il>(x-\-^y 


woraus durch Bildung der Ableitung 

(5) = 

Hieraus können wir die Grundzahl des Körpers Hm 
bilden, die, da Hm nur reelle Zahlen enthalt, positiv sein muss. 
Diese Grundzahl ist, wenn wir die Norm in Bezug auf Hm mit 
JVi bezeichnen: 

A = ±N,i>'{Q), 

Ist aber N diQ m Bezug auf Slm gebildete Norm, so ist 

( 9 ) = 

und demnach ergiebt die Formel (5): 

^ = N {I — 7 -«) 

Nach §. 199, (7j und (10) ist: 

^ (1 — 7 —®) = g bei ungeradem g, 

= 4 fiir g = 2, 

, ^ bei ungeradem g, 

^ ^ = 4 z// für g = 2. 

Setzt man darin nach §. 199, (11) 

so folgt 


( 7 ) 


9 a bei ungeradem g 

_ 2Cx-i)a*-a-i 




für 3 = 2 , 

so dass immer eine Potenz von 3 ist. 


§. 200 . 
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Primideale im Körper Hm. 

In der Gruppe 5Jl der nach dem Modul m genommenen 
Zahlclasaen ist ein aus den beiden Zahlclassen + 1 bestehender 
Theiler (5 enthalten, und die Gruppe, zu der der Körper Hm ge- 
hört, ist mit @ isomorph. 

Die Gruppe 91 / E = 91i vom Grade | (p (m) ist mit der 
Gruppe des Körpers Hm isomorph. 

§. 206. 

Die Primideale im Körper flin- 

Es ist jetzt die Frage zu untersuchen, in -welcher Beziehung 
die Primideale des Körpers Hm zu denen des Körpers stehen. 

Wenn ^ irgend ein Pnmideal in Hm vom Grade /j be- 
deutet, so muss 5p Theiler einer natürlichen Primzahl jp sein, 
und 5p kann also (nach §. 201) nur dann durch die zweite oder 
eine höhere Potenz eines Primfactors p in fi« theilbar sein, 
wenn p = q ist 

Ist aber 5p em Theiler von g, so muss es eine Potenz von 
6 = 1 — r sein. Wir setzen etwa 

5P = 6K 

Nehmen wir hiervon die Norm in Bezug auf «ß«, die das 
Quadrat der Norm in Bezug auf jH« ist, so folgt nach (§. 199) 

gVi = q\ 

also /i = JA. Da /i eine ganze Zahl ist, so muss A mindestens 
= 2 sein. Es kann aber A auch nicht grösser als 2 sein, da (J® 
mit der in Hm enthaltenen ganzen Zahl (1 — r) (1 — r“^) asso- 
ciirt ist, also 6^ durch 5p theilbar sein muss. Demnach ist 
fl = 1, und wir erhalten den Satz: 

1. Die Primzahl q ist die J ft*® Potenz einer in Hm 
existirenden Primzahl ersten Grades. 

Es sei nun p von q verschieden, und p ein Primfactor von 5p 
im Körper Slm vom Grade /, der durch die Substitution (r, r“^) 
in p' übergeht. Dann ist 5p sowohl durch p als durch p' theil- 
bar, und andererseits ist pp' in Hm enthalten und also durch 5p 
theilbar, und wir haben zu unterscheiden, ob p, p' verschieden 
sind oder nicht 

Ist p von p' verschieden, so ist 5p durch pp' theilbar, und 
es folgt 5p = p p', und durch Normbildung /i = /. 

Irt aber p == p', so ist 5p = p, und die Normbildung ergiebt 

2/x=/. 


I 
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Welcher dieser beiden Falle eintritt, das hängt also davon 
ab, ob das Prunideal p die Substitution (r, r-i) gestattet oder 
nicht, d. h. ob (r, in der Gruppe, zu der das Pmnideal 
gehört, enthalten ist oder nicht Nach §. 201 ist dieser Unter- 
schied dadurch bedingt, ob es irgend einen Exponenten h giebt, 
für den die Congmenz 

p^= — 1 (mod m) 

erfüllt ist, oder ob es keinen solchen Exponenten giebt 

Wir fassen das Ergebniss folgendermaassen zusammen: 

2. Die von q verschiedenen natürlichen Primzahlen 
p zerfallen in zwei Arten pi, 

Die erste Art ist dadurch charakterisirt, 
dass für irgend einen Exponenten h 

pi = — 1 (mod m), 

und diese Primzahlen zerfallen, wenn sie für 
den Modul m zum Exponenten / gehören und 
^ = ef gesetzt wird, im Körper En in e Prim- 
factoren Grades. Ihre Primfactoren sind 

auch in nicht weiter zerlegbar. 

Die Primzahlen der zweiten Art p^ sind da- 
durch bestimmt, dass keine ihrer Potenzen nach 
dem Modul m mit — 1 congruent wird, und sie 
zerfallen im Körper Sn m J e Primfactoren 
ftea Grades. Ihre Primfactoren sind ih £ln noch 
in je zwei Faotoren zerlegbar. 

Bei den Pnmzahlen der ersten Art muss / sicher eine gerade 
Zahl sein. Wenn m ungerade ist, so genügt es auch, damit p 
eine Primzahl von der ersten Art sei, dass sie zu einem geraden 
Exponenten gehöre, denn dann ist 

(pW — 1) (pV./ 4- 1) = 0 (mod tn). 

Der erste dieser Factoren p^^ — 1 ist aber nicht durch m 
theilbar, weil sonst p zum Exponenten ^ f gehören würde. Folg- 
Uoh muss p^ -|- 1 durch q theübar sein. Hier können aber 
nicht beide Factoren pVi/ — i und p'A/ 1 durch q theilbar 
sein, weil sonst auch ihre Differenz, die = 2 ist, durch q theilbar 
wäre, und folglich ist -j- 1 durch w theilbar. 

Ist aber m eine Potenz von 2, so ist die Congmenz 
p^ = — 1 (mod m) 



§. 207 . 


Einheiten im Körper Hm. 


759 


nur dann möglich, wenn ^ = — 1 (mod m) ist Denn jede 
gerade Potenz einer ungeraden Zahl ist = -[- 1 (mod 8) und 
kann also nicht = — 1 (mod m) sein. Ist aber h ungerade, so ist 

selbst ungerade, und folglich ist |)^ -(- 1 durch keine höhere 
Potenz von 2 theübar, als ^ 1. Demnach können wir dem 
Satze 2. noch folgende nähere Bestimmung hinzufügen: 

3. Wenn m ungerade ist, so gehören die Prim- 
zahlen pi zu einem geraden, die Primzahlen 
zu einem ungeraden Exponenten. 

Ist m gerade, so gehören die Primzahlen der 
Form fern — 1 zur ersten und alle anderen un- 
geraden Primzahlen zur zweiten Art 

Wenn allgemein eme Primzahl p im Körper Hm in Ci Prim- 
factor en vom Grade fi zerfallt, so ist fi der kleinste positive 
Exponent, für den eine der Congruenzen 

1 (mod m) 

befriedigt ist. Fassen wir also p als Repräsentanten eines Ele- 
mentes der Gruppe % aui, so ist dieses Element in der Gruppe 
vom Grade /i- 

§. 207 . 

Die Einheiten des Körpers Hm- 

Die dem Körper Hm angehorigen Einheiten sind von be- 
sonderer Wichtigkeit für die Anwendungen. Auf sie lassen sich 
auch die Einheiten des Körpers Ä« zurückführen noch folgendem 
Satze: 

1. Jede Einheit des Körpers ß« ist das Product 
einer Einheitswurzel und einer reellen Einheit 
des Körpers 0«. 

Um dies zu beweisen, erinnern wir zunächst an den Satz 
§. 192, 7., wonach eine ganze Zahl in irgend einem Körper, die 
zugleich mit allen ihren conjugirten Zahlen den absoluten Werth 1 
hat, nothwendig eine Einheits Wurzel ist. 

Bezeichnen wir also irgend eine Einheit des Körpers ß« iint 
g (r), BO ist S (r-^ der conjugirt imagin^e Werth, der gleich- 
falls eine Emheit darstellt, und der Quotient & (r) : & ist 

wieder eine Einheit, deren absoluter Werth 
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\/ 

Y S(r-V ßW 

gleich 1 Ißt, und folglich ist dieser Quotient eine Einheitswurzel 
und mithin nach §. 204, 5. = dt worin h irgend ein ganz- 
zahliger Exponent ist. Wir haben also 

(2) S (r) == ± r* S (r-^). 

Es ist nun im weiteren Beweise ein kleiner Unterschied zu 
machen, je nachdem m ungerade oder gerade ist 

Ist m zunächst ungerade, so können wir m (2) den 
Exponenten Ti gerade annehmen, da wir ihn nöthigenfalls durch 
h m ersetzen können. Ferner ist in der Formel (2) nur das 
obere Zeichen zulässig. Denn wenn das untere Zeichen stände, 
so wurde folgen: 

(S(r) = (§(l) = -S(l), 2S(1) = 0 [mod(l-r)]. 

Nach §. 199 ist aber 1 — r em Theiler von g, also relativ 
pnm zu 2, und daher wäre & (1) und folglich auch ß (r) durch 
(1 — r) theilbar. Dies aber widerspricht der Voraussetzung, dass 
(g(r) eme Einheit sein soll. 

Demnach ergiebt sich aus (2): 

woraus folgt, dass g(r) eine reelle Einheit ist Bezeichnen 
wir sie mit e(r), so ist also 

(3) g(r) = rHÄe(f), 

woraus fiir diesen Fall das Theorem 1. bewiesen ist 

Wenn aber zweitens m eine Potenz von 2 ist, so ist 
^ = \m und = — 1, und zugleich mit r ist — r eine Em- 
heitswurzeL Wenn wir nöthigenfalls h durch h ersetzen, 

80 können wir m (2) das obere Zeichen annehmen und setzen : 

(4) S(r) = r^S(r~i). 

Es kommt jetzt darauf an, nachzuweisen, dass Ä gerade 
sein muss. 

Wenn wir %{r) durch die Basis 1, r, r®, . . darstellen, 

so ergiebt sich 

(5) S (r) = 2 

0 ,/ i — 1 

worin die x» ganze rationale Zahlen sind. Nach (4) ist aber dann 

2 = 2 
0 ,? i — 1 1,^—1 



§. 207 . 


Einheiten im Körper Sm- 


761 


■and daraus folgt, dass Xs = ± ist, wenn s -|- s' = Ä (mod 
Ist nun h ungerade, so ist aus zwei so verbundenen Zahlen s, s' 
die eine gerade, die andere ungerade (da ft eine Potenz von 2 
ist). Der Ausdruck (5) ergiebt also für S(r) ein Aggregat von 
Gliedern der Form 


Xa (r* + 

Es ist aber immer 

durch 1 — r theilbar, und daraus wurde folgen, dass & (r) durch 
1 — r, was keine Einheit ist, theilbar wäre, was dem Begriffe 
der Emheit widerspncht. Also ist die Annahme unzulässig, dass 
in der Formel (4) der Exponent A ungerade sei, und wir können 

S(r) = r‘/.'>e(r) 

setzen, worin e(r) eine reelle Einheit ist Damit ist der Satz 1. 
bewiesen. 

Wir wollen ein besonderes System von reellen Einheiten her- 
vorheben: Nach §. 199 sind die ft Grössen 1 — r" alle unter 
einander associirt. Demnach ist der Quotient 


1 — r« 

1 — r"' ’ 

worin w, n' zwei relative Primzahlen zu m bedeuten, eine Ein 

heit. Daraus leitet man aber, wenn 

am 

r = e 

gesetzt wird, die reelle Einheit 


( 6 ) 


sm 


sin 


n fjt 
m 
n'st 
m 


o Q t% 


— r 


— r 


= r 


1 — r" 
1 — r*' 

m 


her. Ist m gerade, bo kann man w' = « — setzen, und er- 

hält für diesen Fall die reellen Einheiten 







worin n jede, ungerade Zahl bedeuten kann. 

Ersetzt man n durch — w, so geht in den reciproken 
Werth über. Lasst man n die Reihe der Zahlen 


, r. .r ^ 

1 , 8 , 5 , • * ■, 


1 


durohlaufen, so erhält lauter positive echt gebrochene Werthe. 
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Zerlegnng AbeTscher Körper. 

Wir wenden uns nnn zu einer der interessantesten Anwen- 
dungen der Theone der algebraischen Zahlen. 

Es handelt sich um den Beweis des allgemeinen Satzes i): 

L Alle im absoluten RationalitätsbereichAberschen 
Zahlkörper sind Ereistheilungskorper. 

Haben wir diesen Satz bewiesen, so gewinnen die Unter- 
suchungen des dritten Abschnittes über Kreistheüungskorper ein 
erhöhtes Interesse, weil damit gezeigt ist, dass auf dem dort 
angegebenen Wege nicht nur alle Kreistheilungskörper, sondern 
alle Ab ersehen Körper überhaupt gefunden werden. 

Es sei Sl = B(x) ein Abel’scher Körper Grades, d. h. 
ein Körper, der aus allen rationalen Functionen einer Wurzel x 
einer irredumblen Abel’schen Gleichung Grades besteht, 
wenn als Rationalitätsbereich der Körper JS der rationalen Zahlen 
betrachtet wird. Die Galois’sche Gruppe @ dieser Gleichung, 
die also eine AbeTsohe Gruppe ist und denselben Grad m hat, 
wie der Körper lö, ist auch die Gruppe des Körpers Ä. 

1) Kroneoker hat dieeen Satz Buerat ansgeeproohen, aber keinen 
YoUstSndigen Beweis dafür veröffentlicht. Den ersten Beweis hat der Ver- 
fasser des vorliegenden Werkes m Bd. 8 der Acta Mathematioa bekannt 
gemacht (1886). In neuester Zeit ist ein zweiter Beweis von Hilbert ver- 
öffenthoht, der sioh auf die im neunzehnten Absohnitte entwickelten Sätze 
stützt (Naohnohten d. GeBellsohaft d. WisBeuBohaften zu Q-öttingen, 1806, 
Heft 1. Die Theone der algebraischen Zahlkörper, Gap. XXin. Jahres- 
benoht der Deutschen Mathematiker-Vereiuigung IV, 1894/96). 
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Ist iCi eine nicht pnmitive Zahl anö so ist = R(x^) 
;leichfallB ein Ahel’echer Körper, den wir einen echten Theiler 
on ißr nennen und dessen Grad ein echter Theiler des Grades 
'on ißf ist. Denn ist 31 die Gruppe, zu der die Zahl gehört, 

0 ist © /3l die Gruppe des Körpers und dies ist zugleich mit 
S eine Ahel’sche Gruppe. Ein Theiler von iß, der mit ß von 
jleichem Grade ist, ist mit ß identisch (vgL Bd. I, §. 151, 163). 

Giebt es nun zwei nicht pnmitive Zahlen in ß von 

ier Art, dass 

ß = jB (rCj, rCa) 

gesetzt werden kann, so sind die Körper ßj = JJ (rci), ß^ = B (a;,) 
3chte Theiler von ß, und ß heisst aus den beiden Körpern 
öl, ßg zusammengesetzt oder in die beiden Körper ßj, ßa 
Serie gbar. 

Gestattet der Körper ß keine solche Darstellung, so heisst 
3r unzerlegbar. 

Wenn also als bewiesen vorausgesetzt wird, dass ßj, ßj 
Kreistheilungskörper sind, d. h. dass aUe ihre Zahlen rational 
durch Einheitswurzeln darstellbar sind, so folgt dasselbe für ß. 

Wenn einer der Körper ßj, ßa zerlegbar ist, so können 
wir die Zerlegung wiederholen, und müssen, da die Grade ab- 
nehuiende ganze positive Zahlen sind, endlich zu unzerlegbaren 
Körpern gelangen. 

D as Theorem L braucht also nur für unzerleg- 
bare AbeTsche Körper bewiesen zu werden. 

Es ist aber daran zu erinnern, dass die Zerlegbarkeit eines 
Körpers ß keineswegs schon aus der Existenz eines Theilers 
folgt, und dass bei einem zerlegbaren Körper die Zerlegung in 
einfaclie Körper auf ganz verschiedene Arten geschehen kann, so 
dass b)Gi den Körpern nicht die Gesetze der Theilbarkeit gelten, 
wie im Gebiete der Zahlen. 

Ein Kennzeichen für die Unzerlegbarkeit eines Körpers 
können wir aus seiner Gruppe ableiten. 

Wenn die Gruppe ® zwei echte Theiler 31 und S von der 
Art hat, dass jedes Element ein- und nur einmal ais emem 
Elemente von 31 und einem Elemente von 33 zusammengesetzt 
werden kann, so nennen wir die Gruppe @ zerlegbar in die bei- 
den Componenten 31, 33, @ ist also zerlegbar, wenn in dem nach 
der OompoBition der Theile (§ 4) gebildeten Producte 

@ = 3133 
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jedes Element von ® ein- und nur einmal erscheint Der Grad 
von ® ist dann gleich dem Producte der Grade von 91 und 23. 

Giebt es solche Theiler nicht, so heisst die Gruppe ® un- 
zerlegbar. 

Dann können wir den Satz beweisen: 

1, Ist die Gruppe eines Abel’schen Körpers zer- 
legbar, so ist auch der Körper zusammengesetzt. 

Nehmen wir, um dies zu beweisen, an, die Gruppe ® des 
Körpers ß sei nach der Formel (1) zerlegbar und w, a, & seien 
die Grade von ®, 91, 33. Wir nehmen eine zur Gruppe 33 ge- 
hörige Zahl f des Körpers ß, die also durch die Substitu- 
tionen von ® in a verschiedene conjugirte Werthe übergeht und 
ebenso eine zu 91 gehörige J-werthige Zahl t^. Wir können dann 
eine Zahl 

X = oc^ ßl] 

mit rationalen Zahlenooefficienten a, ß bilden, die m ver- 
schiedene conjugirte Werthe hat, und dann ist ß = E(x). Also 
ist ß aus E(|) und J2(7?) zusammengesetzt. 

Erinnern wir uns nun an die in §. 11, 12 dieses Bandes 
abgeleitete Darstellung einer Abel’schen Gruppe durch eine 
Basis, so ergiebt sich durch wiederholte Anwendung des eben 
Bewiesenen: 

2. Jeder AbePsohe Körper ß lässt sich aus solchen 
zusammensetzen, deren Grad eine Primzahl- 
potenz und deren Gruppe cyklisoh ist. Die Grade 
dieser zusammensetzenden Körper sind die In- 
varianten der Gruppe von ß. 

Diese Satze werden durch den folgenden ergänzt: 

. 3. Ein AbePscher Körper von Primzahlpotenzgrad 
mit cyklischer Gruppe ist unzerlegbar. 

Wenn die Gruppe ® cyklisch ist, so lassen sich ihre Elemente 
durch die Potenzen einer Basis, darstellen, wenn y ein volles 
Restsystem nach dem Modul m durchläuft Wir erhalten alle 
Theüer 91 von ® dargestellt durch 

91 = 

wenn h ein Theiler von m ist und y ein volles Eestsystem nach 
dem Modul a = m \ h durchläuft 
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iin zweiter Theiler von ® vom Grade a' und ist 

V ^b, a'^ o, 

30 ist, wenn wir jetzt annehmen, dass m und mithiu auch 
a\V Potenzen einer Primzahl g sind, V ein Theiler von 6, 
und folglich 91 ein Theiler von ?l'. 

'Wenn also ^ eine Zahl des Körpers Ä ist, die zu der 
Gruppe ?t gehört, so ist | eine primitive Zahl des Körpers 
Grades B(S), und in diesem Körper ist auch jede Zahl ent- 
luilton, die die Substitutionen der Gruppe gestattet Sind 
also 91, 33 und 9t', 93' echte Theiler von ®, so ist von Sl 
verschieden, und B(S) wird durch Adjunction von g' nicht er- 
weitert. Es kann also auch nicht ft aus E(g) und IJ(g') zu- 
Bunimengesetzt werden, wodurch 3. bewiesen ist 


§. 209. 

Die Resolventen. 

Nach dem, was jetzt bewiesen ist, können wir uns in den 
weiteren Betrachtungen, die den Beweis des Satzes I. zum Ziele 
haben, auf solche AbeTsche Körper beschranken, deren Grad 
eine Primzahlpotenz und deren Gruppe cyklisch ist. Aus diesem 
Grunde genügte es auch für die beabsichtigte Anwendung, dass 
■wir im vorigen Abschnitte uns auf die Betrachtung der Kreis- 
tlioilungskörper »0,^ beschränkt haben, in denen w eine Pnm- 
zablpotenz war. Wir behalten so viel als möglich die dort 
gebrauchte Bezeichnung bei und setzen 

(1) w = g*, 

worin q eine Prmizahl, x ein positiver Exponent ist, und in dem 
Falle, dass g = 2 ist, nehmen vrir x > 1 an. Mit n bezeichnen 
wir jedo durch q nicht theilbare ZahL Es ist r eine primitive 
m*® Einheitswurzel , und der Körper der rationalen Func- 
tionen von r. 

Es sei nun jn= It(x) ein einfacher AbePscher Körper w*®® 
Grades; dann ist x Wurzel einer rationalen iireduoiblen oyklischen 
Gleichung Grades. Bezeichnen wir die Wurzeln dieser Glel- 
cbung in geeigneter Reihenfolge mit 
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(2) JJoi ^3? • • «j ^tn— li 

und nehmen Xn = Xq^ x^+i = aJi, . . . an, so ist 

*1 = 0(xa\ X, = . . .,Xo = ^(x„-i), 

worin 0 eine ganze Function mit rationalen Coefficienten be- 
deutet, und die Gruppe des Körpers P, die wir mit Gm bezeichnen 
wollen, besteht aus den Potenzen der Substitution (a^o, oder 
aus den cyklischen Permutationen der Wjtrzeln (2). Jede cyklisohe 
Function dieser Grössen ist eme rationale Zahl. Was wir zu 
beweisen haben, ist, dass sich die x rational durch Einheits- 
wurzeln ausdrucken lassen. 

Adjungiren wir dem Körper JT noch die Einheitswurzel 
r, so entsteht ein Körper B (x, r), der die beiden Körper r= B(x) 
undißß» = B(r) alsTheiler enthalt Wenn eineZahl co = <P (x, r) 
des Körpers B (x, r) die sammtlichen Substitutionen (Xq^ 

(a?o, a^), . . (Xoj Xm-i) gestattet, so ist sie im Körper ent- 
halten; denn dann ist 

ma> = (P(Xo, r) + <P(aa, r) -1 \- 0(Xm-i, r), 

und darin sind die Coefficienten der Potenzen yon r nicht nur 
cyklische, sondern sogar symmetrische Functionen der Wur- 
zeln (2), also rationale Zahlen. Dies gilt selbst noch in dem 
Falle, dass die Gleichung für x durch Adjunction von r redu- 
cirt wird. 

Dies wenden wir an auf die Besolventen 

(3) {r, x^) = Xq -\- r oc^ -\- r^x^ -\ r^-^Xm^i, 

und allgemeiner, wenn s einen behebigen ganzzahligen Expo- 
nenten bedeutet: 

(4) (r*, Xo) = Xq-\- r*Xi + + h 

Durch diese Resolventen lasst sich Xq selbst wieder rational 
ausdrucken, nämhch: 

(6) mxo = 1 (r*, ajo), 

0,m — 1 

und wenn wir also naohweisen können, dass alle diese Resol- 
venten (r®, Xq) Ki^eistheilungszahlen sind, so haben wir unser Ziel 
erreicht Wenn wir 

(6) (r*, = »* + r* a:, + 1 + r»* a:,+ s -| ^ + m-i 

Betzen, so geht (r*, ic.) ans (r®, x^) durch die Substitution (Xo, Xx) 
hervor, und es besteht die fundamentale Relation 

(7) r«* (r», Xx) = (r®, Xo). 
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Alle diese Resolventen sind Zahlen des Körpers B{x^r)\ 
m betrachten vorzugsweise die beiden folgenden Verbindungen - 

8) (r^. 

9) (r», (r, Xo)" = u. 

Diese beiden Zahlen gestatten, wie aus (7) unmittelbar 
lervorgeht, die Substitutionen (iCo, und sind also Zahlen des 
Corpers Ü m* 

Lassen wir n ein volles System incongruenter, durch q nicht 
■heilbarer Zahlen durchlaufen, so ist 

S « = 0 (mod w), 

lenn die Zahlen n zerfallen in Paare emander zu m ergänzender 
Sahlen. Daraus folgt nach (7), dass das Product 

10) n (r", Xq) = a 

jine Zahl in ißt. Da aber diese Zahl sich überdies nicht 
indert, wenn irgend eine der Substitutionen (r, r^) darin aus- 
geführt wird, so ist a eine rationale Zahl. 

Unbeschadet der Allgemeinheit machen wir die 
Annahme, dass von den Zahlen (r*, Xq) keine ver- 
schwindet. 

Denn die m Zahlen 

(r*, xl) = XI r^^xl H h 

Für = 0, 1, . . m — 1 können für kein s alle zugleich ver- 
äohwmden, da sonst die Determinante des Systems, die gleich 
dem Differenzenproduct 11 (xi — Xx) ist, verschwinden musste, 
wahrend doch die iCo, iCi, . . ., Xfn—i "von einander verschieden 
v’orausgesetzt sind. Wenn wir also 

yi = 0^—1 

setzen, so können wir für die Goefficienten ocq, otj, . . 0,^-1 solche 

rationale Zahlen setzen, dass von den Resolventen 

0 , m — 1 

keine verschwindet, und dass zugleich die yoi Vn ■ • -i ym-i aUs 
von einander verschieden werden. Dann ist aber der Körper 
B (yo) mit dem Körper B (xq) identisch, und von den Resolventen 
(11) verschwindet keine. 
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§. 210 . 

Vorbereitung zum Beweis. 

Nach den Ausführungen des vongen Paragraphen ist zum 
Beweis des grossen Theorems L nur noch der Nachweis erforder- 
lich, dass die in Sin enthaltene Zahl 

(1) CD = (r, iCo)“ 

die m*® Potenz einer Kreistheilungszahl ist. 

1. Die wesentliche Eigenschaft der zu © conju- 
girten Zahlen auf die sich der Beweis stützt, 
ist die, dass 

(2) ro" = oc« 

die Potenz einer Zahl in ist. 

Hierin kann n jede durch g nicht theilbare Zahl sein. Aus 
(10) des vongen Paragraphen ergiebt sich durch Erheben zur 
Potenz m nach (1) der Satz: 

2. Die Norm von w ist die Potenz einer ratio- 
nalen Zahl 

(3) N (©) = c^. 

Was wir zu beweisen haben, ist, dass aus 1, und 2. 
folgt, dass auch a selbst die w*® Potenz einer Kreis- 
theilungszahl, wenn auch in einem höheren Körper, ist 
Dazu ist aber erforderlich, die Zerlegung der Zahlen a in 
ihre Primfactoren im Körper Sin zu untersuchen. 

Die Primzahl q ist, wie im §.199 nachgevriesen, mit der 
9 (w)*®“ Potenz einer in Sin existirenden Primzahl 6 = 1 — r 
associirt. Ist also die in cd enthaltene Potenz von (J, so 
setzen wir 

© = 6^a)\ 

wonn co’ zu der Primzahl q theilerfremd ist Die Bildung der 
Norm ergiebt nach 2. 

wonn i eine rationale Zahl ist, die in einfachster Gestalt die 
Primzahl q weder im Zahler noch im Nenner enthält Daraus 
ergiebt sich aber, dass h durch m theilbar sein muss, und daraus 
das erste Besultat: 
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3. Der Exponent der in co enthaltenen Primzahl <j 
ist immer durch m theilbar. 

Es sei nun ferner p eine von q verschiedene Primzahl und 
ein Primfactor von jp im Körper Wir lassen f die im 
§. 201 in den verschiedenen Fällen näher bestimmte Zahlenreihe 
Sil S 27 ■ • S« durchlaufen, so dass 

(^) P = IJ«, P£. • • ■ Pl. 

wird, und nehmen an, es sei der Exponent der in co ent- 
haltenen Potenz von Die in enthaltene Potenz von 
hat dann gleichfalls den Exponenten und wenn wir W aus 
der Congruenz 

(5) «n' = 1 (mod m) 

bestimmen, so ist ftn/e der Exponent der in ©„ enthaltenen Potenz 
von pg. Demnach ist in 

( 6 ) die Potenz p^e^^'S 

enthalten, und wegen 1 . muss der Exponent dieser Potenz durch 
m theilbar sein. 

Wir erhalten also für jedes durch q nicht theilbare n die 
Congruenz 

( 7 ) n (mod 

in der wir nun auch J durch nj ersetzen können, wodurch ^sich 

( 8 ) n fcnj = Äg (mod m) 

ergiebt Nehmen wir hierin | = 1 und setzen dann für n, w' 
und fc für so folgt aus ( 8 ) 

(9) Äg = l'fc (mod m), 

worin nun Tc fiir alle § denselben Werth hat und durch 

die Congruenz 

S = 1 (mod fn) 

Zusammenhängen. 

Nehmen wir w = p an, so wird pj,^ = pg (§. 201 ), also ist 
auch = h, und aus ( 8 ) und (9) fol^: 

( 10 ) Ä (j) — 1 ) = 0 (mod m). 

Hieraus ergeben sich nun wichtige Folgerungen: Wenn zu- 
nächst p — 1 nicht durch q theilbar ist, so folgt, dass Tc durch m 
theilbar sein muss, und wir haben also den Satz: 

Weber, Algebra, ü. 
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4. Die Primfactoren einer Primzahl die nach 
dem Modul g nicht mit 1 congrnent ist, sind 
in m nur in solchen Potenzen enthalten, deren 
Exponenten durch m theilhar sind. 

Wenn m dem Falle, wo m eine Potenz von 2 ist, — 1 
durch 2, aber nicht durch 4 theilbar ist, wenn also p = — 1 
(mod 4) ist, so folgt aus (10) nur, dass Ä durch ^ w, nicht aber 
dass durch m theilbax ist. Der Exponent der in co enthaltenen 
Potenz von pt ist, von Vielfachen von m abgesehen, gleich ä, 
und wenn Tz durch m theilbar ist, so ist alles wie im Falle 4. 
Ist aber fc nur durch | w, nicht aber durch m theilbar, also 

Tz = (mod m), 

BO ist Tz — Im durch m theilbar, und wir können mit Rücksicht 
auf die Zerlegung (4) den Satz so formuhren: 

5. Ist m eine Potenz von 2 und p eine Primzahl 
congruent mit — 1 nach dem Modul 4, so lässt 
sich der Exponent h so bestimmen, dass alle 
Primfactoren vonjp in 

ca 

nur zu solchen Potenzen enthalten sind, deren 
Exponent durch m theilbar ist 
Es sei endhch p — 1 durch g, oder, falls m gerade ist, durtdi 
4 theilbar. Ist der grösste gemeinschaftliche Theiler von m 
und p — 1, und ist 

m = nii 

so muss Tz nach (10) durch theilbar sein, und wenn wir 

Je = hm^ 

setzen, so ist in a) nach (9) das Product enthalten: 

(11) 

Ausserdem kommen in co die Primfactoren pg nur noch in solchen 
Potenzen vor, deren Exponenten durch m theilbar sind 

In diesem Falle durchläuft nun | nach § 202, 2. 3. ein 
volles System durch q nicht theilbarer Reste nach dem Modul 
Wi, und wir können in (11) unter g' die kleinste positive Lösung 
der Gongruenz 


f = 1 (mod Wh) 
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erstehen, weil, wenn wir die Exponenten in (10) nach dem 
dodul TYii verändern, nur w*® Potenzen der Primfactoren p hinzn- 
reten. 

Dann können wir 'auf das Product (11) das Kummer’sche 
Pheorem [§. 203, (16)] anwenden, indem wir dort m durch 
irsetzen, und erhalten, wenn wir unter rj = r™* eine Ein- 
leitawurzel, unter den tj gewisse Perioden der Einheits- 
vurzeln verstehen. 

npf = (j-i, 7?)™*, 

ind folglich ^ 

12) (A ff' = (ri, »?)*’"■ 

Demnach haben wir das Theorem- 

6. Ist p eine Primzahl und j) — 1 durch oder, 
wenn g = 2 ist, durch 4 theilbar, so lässt sich 
der positive Exponent A so bestimmen, dass 
die in £1^ enthaltene Zahl 

die Primfactoren von jp nur zu solchen Potenzen 
enthält, deren Exponent durch m theilbar ist. 

Es ist jetzt auch nicht mehr nöthig, den Satz 5. von dem 
Satze 6. zu unterscheiden; denn fiir Wi = 2 geht 6. iu Ö. über, 
veil dann ri = — 1 wird, und nach Bd. I, §. 179 

(fj, ,j)« = (— 1, 

Btl). 

Fassen wir das Ergebniss der Sätze 3. bis 6. in eine Formel 
lusammen , so ergiebt sich , wenn s ein Emheitsfunctional , g? 
rgend ein Functional des Körpers Ä« bedeutet, und p eine 
^eihe von Primzahlen durchläuft, die congruent mit 1 nach dem 
Vlodul q sind, worunter dieselbe Primzahl p auch mehrmals vor- 
commen kann, 

18) ca — (r, !Co)" = e<P”h (r^, ’?)”• 

Die in diesen Formeln vorkommenden Resolventen der Kreis- 
.hoilung (r^, v) sind Kreistlieüiingszalilen in emem höheren 

1) la des YerfasaerB Abhandlung m Bd. 8 der Aota mathematioa lat es 
reraaumt, den Fall des Satzes 6. besonders hervorznheben. 
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Körper. Ihre Potenzen sind aber im Körper iß« en th altene 
Zahlen, die durch die Substitution (r, r") in 

1 ])^ 

übergehen. Ebenso sind die Verbindungen 
(14) (r”^ (r^ tiY 

im Körper £1^ enthalten [§. 203, (9), (11)]. Diese Resolventen 
sind specieUe Falle der allgemeinen Kesolvente (r, Aus (12) 
erhalten wir, wenn wir mit (p«, Sn die conjugirten Functionale zu 
g? und s bezeichnen, 

(16) ( 0 „ = £« gj” ft (r™*", rj)”*. 

Diese Formel lehrt uns die wichtigsten Eigenschsiften der 
Functionale qp„ und kennen, zunächst: 

7. Die Functionale gp™ sind mit Zahlen des Kör- 
pers ißm associirt, gehören also der Haupt- 
classe an (§. 170). 

Nach 1. Ißt (D^r^cDi = oT die Potenz einer Zahl in 
Da auch die Verbindungen (14) Zahlen inß,„Bmd, so können wir 

f[ (r^», (r^, fj)” = j 

setzen, und erhalten aus (16): 

worin ß eine Zahl in ß« ist 

Daraus geht hervor, dass das Product 

ß^n qp7" = fi 

ein Einheitsfunctional des Körpers ist, und daraus ergeben 
sich für die Functionale gj„ und die Einheitsfunctionale die 
folgenden beiden Sätze: 

8. Die conjugirten Functionale gp» haben die 
Eigenschaft, dass alle Products 

der Hauptclasse angehören. 

9. Die Einheitsfunctionale haben die Eigen- 
schaft, dass die Producte 

CnCr" = fi® 

♦n** Po-tenzen von Einheitsfunctionale^ sind. 
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Es kommt mm für den Beweis des Hanpttheorems L alles 
,uf den Beweis der beiden Sätze an, die ans den Eigenschaften 
ler Functionale 9 und e zu folgern sind; 

A. Die Functionale 9 ?« gehören der Hauptclasse an. 

Können wir dieses Lemma voraussetzen, so ist <pn mit einer 
5ahl associirt, und wir können die Formel (lö) mit etwas 
veränderter Bedeutung der Einheit £„ so darstellen: 

16) = 

In dieser Formel ist aber b« eine numerische Einheit 
ies Körpers die dem Satze 9. genügt. 

Kommen wir also aus dem Satze 9. noch das zweite Lemma 
beweisen: 

B. Eine numerische Einheit £« des Körpers 
die dem Satze 9. genügt, ist die wi*® Potenz 

* einer Einheit in £1^^ multiplicirt mit einer 
Potenz von r; 

so können wir in (16) die Wurzel ziehen, und erhalten, wenn 
mit p eme Emheitswurzel von mögUcherweise höherem Grade 
als m und mit a eine Zahl des Körpers bezeichnet wird: 

(17) C»'. ®o) = »J), 

WO nun rechts lauter Kreistheilungszahlen stehen, und wodurch 
daher das Theorem L erwiesen ist. 

§. 211 . 

Beweis des ersten Hülfssatzes für ein ungerades m. 

Wir haben im vorigen Paragraphen den Beweis des Theo- 
rems L von zwei Hülfasätzen abhängig gemacht, deren Beweis 
nun ferner zu suchen ist. 

Wir formuhren den ersten dieser Hülfssätze so: 
a) Ist (fn ein System von Null verschiedener oon- 
jugirter Functionale des Köpers ££„, von denen 
bekannt ist, dass 

qp" und ip7^ipi 

der Hauptclasse angehören, so gehören die 
Functionale q) selbst der Hauptclasse an. 
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Der Satz wird bewiesen sein, wenn von irgend einer Potenz 
9 ^ von 9 ?, deren Exponent nicht durch g theilbar ist, bewiesen 
werden kann, dass sie der Hauptclaase angehort. Denn sind a, ß 
. Zahlen in £lm niid ist 

qo«* = b' a, (p^ — fi" /3 , 

BO können wir die ganzen rationalen Zahlen y so bestim- 
men, dass 

mx -f- Äy = 1 

wird, und dann wird 

(p = g?”*® qp*v = b”‘ o® ßy^ 

also ist auch, wenn b\ e", Einheiten sind, tp selbst mit einer 
Zahl associirt 

Den Beweis dieses Satzes führen wir auf einem ganz anderen 
Wege bei ungeradem m als bei geradem w, und wir nehmen 
also zunächst w ungerade aru 

Die in a) über qp„ gemachten Voraussetzungen könnet wir, 
wenn «, ß wieder irgend welche Zahlen des Körpers 
s Einheitsfun ctionale bedeuten, durch die beiden Formeln aus- 
drucken : 

( 1 ) 9n = Bß, 

(2) qPn = socqp" 

Wir werden nun die Aufgabe schrittweise lösen. 

Ist zunächst, wie früher, (S der in q_ enthaltene Primfaotor, 
der eine in existirende Zahl ist, und die in qo enthaltene 
Potenz von so setzen wir 

( 3 ) 93 = 

worin ^ ein zu g; theilerfremdes Functional bedeutet, das den- 
selben Bedingungen (1), (2) wie q> genügt, und wenn eines von 
beiden in die Hauptclaase gehört, so gilt das auch vom anderen. 
Der Satz a) braucht also nur noch unter der Voraussetzring 
bewiesen zu werden, dass qp theilerfremd zu g ist. 

Es sei nun p eine von g verschiedene Primzahl, die in 
Primfactoren zerlegt den Ausdruck hat: 

W !> = ftfS, 

worin f die in §. 201 definirte Zahlenreihe durchläuft. Es 
möge die in qp enthaltene Potenz von sein, so dass, 
wenn wir 
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<P = 

setzen, x theilerfremd zu jp und mit keinen anderen Primzahlen 
verwandt ist (s. den Schluss von §. 202), als 9 selbst. Daraus 
ergiebt sich 

( 5 ) 9 « ~ 

und hierin lassen wir w abermals die Reihe der Zahlen f durch- 
laufen. Setzen wir noch 

^ = UXt, 

so ist auch “tp theilerfremd zu p und mit keinen anderen Prim- 
zahlen verwandt als gj, und wir erhalten aus (6) roit Benutzung 
von ( 4 ): ^ 

(6) n , 

und daraus ergiebt sich, dass das Functional Tp denselben beiden 

Bedingungen ( 1 ), ( 2 ) genügt, wie g?. 

Es zeigt sich ferner, dass, wenn die gjt in der Hauptdasse 

liegen, auch ip in der Hauptdasse enthalten ist. 

Wenn aber jp — 1 nicht durch g theilbar ist, so können wir 

auch das Umgekehrte schUessen. 

Denn nach (2) ist g?^ äquivalent mit (p^ und folglich ist: 

£ . 
n äquivalent mit 93 * 1 

äquivalent mit ^ [nach (6)], 

und wenn ifi mit einer Zahl asBOOürt ist, so gilt dasselbe von gj. 
Denn nach §. 201 ( 11 ) ist, wenn c eine pnmitive Wurzel von m ist 

C* ' 1 

Vg=l + c + c»^ 1- c*-i = g _ i (“lod »”)• 

Es ist aber 0 — 1 durch q untheübar, und c* — 1 dann 
und nur dann durch q theilbar, wenn e durch q — 1 theübar 
ist. Ist aber e durch q — l theilbar, so ist / eine Potenz von q, 
und es ist nach dem Fermat’schen Satze 
pf = p = 1 (mod g), 

folgHch ist e nur dann durch g — 1 theilbar, wenn ji — 1 durch g 
theilbar ist. Wenn also p — 1 durch g untheübar ist, so ist 2 1 
relativ prim zu m und daher q) zugleich mit <p^ in der Haupt- 
classe enthalten. 

Diese Betrachtung können wir nun, wenn ij/ noch mit 
weiteren Primzahlen, die nach dem Modul g nicht mit 1 con- 
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gruent sind, verwandt ist, wiederholen, und kommen so zu 
dem Resultat: 

Der Satz a) ist allgemein bewiesen, wenn er 
unter der Voraussetzung bewiesen werden kann, 
dass q) nur mit solchen Primzahlen verwandt 
ist, die nach demModul g mit 1 congruent sind. 

Machen wir diese Voraussetzung über die Functionale y«, so 
können wir das Kumm er’ sehe Theorem in der Fassung des 
§. 203, 4. anwenden. 

Wir bezeichnen in der Folge mit s Einheitsfunctionale, auf 
deren genauere Kenntniss emstweilen nichts ankommt, und setzen 

(7) = n = fi 

wenn t die durch q nicht theilbaren Reste von w, die klemer 
als m sind, durchlauft, und f durch ti/ = 1 (mod m) bestimmt 
ist. Dann ist -O-n eine Kreistheilungszahl in einem höheren 
Körper, deren w*® Potenz in enthalten ist, und die der zweiten 
Bedingung genügt, dass 

( 8 ) = a 

eine Zahl des Körpers ist. 

Wir führen nun ein vielfach gebrauchtes Zeichen ein, indem 
wir unter E(x) die grösste ganze Zahl verstehen, die in der 
reellen Zahl x enthalten ist, und unter (x) den Rest, der stets 
ein echter Bruch ist, und, wenn x selbst eme ganze Zahl sein 
sollte, gleich Null zu setzen ist^ Dann ist 

( 9 ) x = i:(x) + (xy 

Ist X eine ganze Zahl, so ist nach dieser Bezeichnungsweise 

”(ä) 

auch eine ganze Zahl, und zwar der kleinste positiTe Enst der 
Theilung von x durch m. 

In der Formel (7) ist der Index der Functionale g) nur 
nach dem Modul m bestimmt. Der Exponent aber ist auf seinen 
kleinsten Rest nach dem Modul m reducurt. Ersetzen wir also 
in (7) den Index 1f durch nV, so muss t durch den Rest der 
Dmsion von nt durch m, d. h. [nach (9)] durch 
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rsetzt werden, und wir können setzen 

= fl = sK, 

jidererseits ist 

= n Vf- = s «■r, 

Abo nach (8): 

10) <pr = fl 9?® («) = s 

liemacli ist der Quotient 

(hff&yj 


iin Einheitsfiinctional , und da er zugleich die w*® Potenz eines 
?unctionalB in ß« ist, so ist die Basis dieser Potenz auch eine 
Einheit, d, h. es ißt 



und es gehört dies Product der Hauptclasse an. Nun ist aber 
Qach unserer Voraussetzung 

q)ti äquivalent mit 9)*^, 

und daher ist 

llqPt/ äquivalent mit <p 


und dies gilt für jedes beliebige durch g nicht theilbare w. 

Können wir also nachweisen, dass sich n so bestimmen 
lässt, dass auch die Summe 


Sn = iifE 



durch g nicht theilbar ist, so haben wir das Theorem a) bewiesen. 

Wir wollen zunächst eine Umformung der Summe Sn vor- 
nehmen, durch die die Frage auf den weit einfacheren Fall 
zuriickgefiihrt wird, in dem w eine Primzahl ist 

Wir setzen, wenn m eine höhere als die erste Potenz von 
g ist, 

. . . ti = 1, 2, . • g 1 


Darin ist fw' noch eine Potenz von g, der Summations- 
buchstabe ti durchläuft die Zahlenreihe 1,2, . . ., g — 1 , und 
die Zahlenreihe 0, 1, 2, . . w' — 1. Wir bestimmen ft aus der 
Congruenz 

ftft = 1 (mod g), 
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und erlialten 


Es ist dann 


if = i!i (mod 2 )« 


(11) S.= il'«(^) = kj£(^ + ^)(modä). 

Wir nehmen jetzt m <! 2 an, also auch ■< w, so dass 
nti \ m em echter Bruch ist Dann ist 


fnt^ n#i\ 

Vw' w / 


entweder = E 
oder 


xind zwar tritt der Fall b) nur dann ein, wenn jwischen 


nnd ^ + 


eine ganze Zpil liegt Dies ist aber nur dann der Fall, wenn 
der Unterschied zwischen nt^ : m' und der nächst grösseren 
ganzen Zahl kleiner als : m ist, also wenn 



Lassen wir in dem Ansdrucke auf der linken Seite von (12) 



<3 alle seine Werthe durchlaufen, so erhalten wir lauter positive, 
die Einheit nicht übersteigende rationale Brüche nnt dem 
Nenner von denen keine zwei einander gleich sind. Denn 

wären zwei der Werthe, die aus (18) durch Substitution von 

für entstehen, einander gleich, so müsste ^ eine 

m' 

ganze Zahl sein, was, da n relativ prim zu m' und — fi kleiner 
als w' ist, nicht sein kann. Die Ausdrücke (13) durchlaufen 
daher in irgend einer ßeihenfolge die Zahlenwerthe 


(14) 


^ ^ 1 . 


und wenn a einen beliebigen positiven Bruch bedeutet, so ist 
E{^ a) die Anzahl der Zahlen der Reihe (14), die nicht grösser 
als a sind- Nach (12) ist daher die Anzahl der Werthe von 
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ir die der FaU b) eintritt, gleich E und es ergiebt sich 

Um Sn zu bilden, multiphciren wir diese Gleiohung mit ti und 
lummixen. Dadurch ergiebt sich 

Sn^iüÄ^ (^) + (^) 2 ). 

Dann ist mm 2 *1 = 2 = 0 (mod g), weil die paar- 

ireise die Summe g ergeben, und es folgt; 

^15) S„ = 2tii^(^)(modg). 

Die Summe, die hier auf der rechten Seite steht, ist ebenso 
gebildet wie S„ selbst in dem Falle, wo m eine Primzabl ist. 
Für diesen Fall ergiebt sich aber 

^ = ^(^)+(t) 

(3 - «)*i = 4- 

und daraus durch Addition 

und dabei kann die Summe der beiden positiven echten Brüche, 
die doch eine ganze Zahl sein muss, nur den Werth 1 haben. 
Es folgt also 

und daraus durch Multiplication mit #1 und Summation über 
alle Werthe von von 1 bis g — 1 

f ® 1 2)- 

Folgüch können sicher nicht beide Summen auf der hnken 
Seite durch g theübar sein. Dann zeigt der Ausdruck (16), 
dass von den beiden Summen Sn und Sj_n gewiss eine durc g 
untheilbar ist. 

Dies aber war -zu beweisen. 
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Beweis des zweiten Hülfasatzes für ein nngerades m. 

Das zweite Lemma, was noch §. 210 noch zu beweisen ist, 
ist folgendes: 

b) Ist Sn ein System conjugirter numerischer Ein- 
heiten des Körpers das der Bedingung 

genügt, dass 

(1) = sr 

die Potenz einer Einheit in Slm. ist, so sind 
die Sn selbst Potenzen yon Einheiten in 
multiplicirt mit einer Einheitswurzel der 
Form 

Auch dieser Beweis ist für den Fall emes ungeraden tw ganz 
elementar. Wir betrachten daher hier zunächst iesen Fall. 

Nach §. 207, 1. können wir jede Einheit des Körpers ß« in 
der Form darstellen: 

(2) fi = r*ß(r), 

worin S(f) eine reelle Einheit des Körpers iß« ist. Es 
genügt also ß (r) der Bedingung 

(3) &ir) = ß(r-i), 

woraus sich nach (2) ergieht 

(4) = S(r)»; 

aus (1) aber findet sich, wenn man n = — 1 setzt, 

€l = ß” 

d. h. die link e Seite yon (4) ist die Potenz einer Einheit in 
ß«, und es ist also auch 

(5) ßCr)^ = ß« 

die Potenz einer solchen Einheit. 

Da nun m ungerade ist, so lässt sich die ganze rationale 
Zahl X BO bestimmen, dass 

(6) 2 a; -|- w = 1 

wird, und daraus folgt 

(^7) S(r) = ß(r)a»ß(r)« 

Wenn wir also 

ß”ß(r) 
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setzen, so folgt aus (5) und (7) 

(8) S(r) = e(r)“ 

Durch (8) iflt aber der Satz b) bewiesen und damit zugleich 
für ein ungerades m das ganze Theorem L 

Auch dieser Sohlüss versagt für ein gerades w, weil dann 
die Glleiohung (6) nicht mehr lösbar ist. 


§. 213. 

Vorläufiges über den Fall eines geraden m. 

Für den Fall, dass m eine Potenz von 2 ist, schlagen wir 
einen ganz anderen Weg ein, über den hier zunächst einige vor- 
läufige Bemerkungen Platz finden mögen. 

Wir haben schon im §. 211 gesehen, dass das erste Lemma 
bewiesen ist, wenn wir nachweisen können, dass irgend eme 
Potenz von g), deren Exponent nicht durch q theilbar ist, zur 
Hauptolasse gehört. Dabei ist von den beiden Eigenschaften des 
Functionais (p nur die erste benutzt, dass die w*® Potenz von (p 
in der Hauptclasse enthalten ist. 

Nnn kennen wir nach den allgemeinen Sätzen in §. 172 in 
jedem Körper einen Exponenten Ä, nämlich die Anzahl der 
Idealclassen, für den zur Hauptclasse gehört, wenn (p ein 
beliebiges Functional in diesem Körper ist 

Wenn wir also beweisen können, dass die Classenzahl h 
im Körper ß,», wenn m eine Potenz von 2 ist, eine 
ungerade Zahl ist, so ist damit ohne alles Weitere das 
Lemma 1. bewiesen, 

Dies soU das Ziel unserer Betrachtungen in dem nächsten 
Abschnitte sein. 

In Bezug auf das zweite Lemma liegt die Sache ähnlich. 
Hier Vann man aus den Voraussetzungen in §. 212, b) ganz wie 
oben die Formel §, 212, (6) herleiten, aus der aber nur zu 
scbliessen ist, dass &(t) die Potenz einer reellen Ei n h eit 
e(r) ist 

Nehmen wir also das erste Lemma als bewiesen an, so 
ergiebt die Formel, §- 210, (16): 

(1) (r», a:«) = <?» Ve(r") a.JT(r>»»", 13), 
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worin eine Einheitswurzel vom Grade m\ und eine Zahl 
in ßtm ist, und es wäre noch zu beweisen, dass e(r”) das Qua- 
drat einer Einheit in ß« ist 

Da e(r) eine reelle Einheit ist, so ist 


(2) e(r^) = «(r-")» 

und wir wollen noch festsetzen, dass das Vorzeichen der Wurzel 
so bestimmt sei (was wir bei passender Annahme über immer 
annebmen können), dass 

(3) ]/6(r’‘) = ye(r-**). 

Das Product (r", iCg) TiSich. der Voraussetzung 

eine Zahl des Körpers , die sich durch die Substitution 
(r,r*“^) nicht ändert, d. h. eine reelle Zahl. Ferner ist nach 
§. 203, (6) , , , , 

also gleichfalls reelL Ebenso ist OnOt-« reell, und daraus ergiebt 
sich nach (1), dass 

Vn n ^ a„ a_ „ JT (r»"« 'S ri) (ir- «»*«, rj) 

eine reelle Zalil ist, die, weil sie eine Einheitswurzel ist, nur 
= + 1 sein kann. 

Nun können wir in der hieraus für « = 1 sich ergebenden 
Gleichung 

(r, Xa) (r-S x^) = ± e(r) a_i H (± p) 
jede Substitution (r, r") ausfiiliTen, woraus hervorgeht, dass das 
Zeichen von Qn (f-n Ton n unabhängig ist, dass also 

( 4 ) QnQ-,. = QiQ-i =±l 

ist Nun leiten wir ans (1) weiter her; 

(5) ?nPi '"]/e{r^) Ve(r) = 

und wenn man n in (1) durch — w und — 1 ersetzt, wegen (3) 

(6) pzr v^) VJ«-” = Al)-”- 

Die rechte Seite von (6) ist eine Zahl in Si,„ und die linke 
Seite zeigt, dass es eine Einheit ist Wir können aber nach 
§. 207, 1., wenn Q (r) eine reelle Einheit bedeutet 

(V 


p„ p- » ]/e (r") yje (r) = (r) 
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Btzen. Hieraus erhalten wir aber durch die Substitution (r, 
ach (6): 

B) (f- „ az ri/^) VW) ■" = »-*<§ (r), 

nd durch Multiplication von (7) und (8) mit Rücksicht auf (4): 

9) e (r") e (r)“ ^ = S (r)®. 

In unseren Betrachtungen über die Classenzahl wird sich 
lOch der Satz ergeben: 

Eine Einheit e(r) des reellen Körpers Hm-, 
die mit allen ihren Conjugirten positiv ist, ist 
das Quadrat einer Einheit im. Körper Hn- 

Die Formel (9) zeigt aber, dass der Einheit ± e(r) diese 
Eägenschaft zukommt, und dass daher e(r) (da auch — 1 = 
das Quadrat einer Einheit ist) daja Quadrat einer Einheit des 
Körpers ßin ist. 

Damit ist die Frage auf den Beweis der beiden erwähnten 
Satze zurüokgeführt, der sich als Schlussstein einer langen, 
aber an mteressanten Beziehungen äusaerst reichen Kette von 
Betrachtungen ergiebt, denen der nächste Abschnitt gewidmet 
sein soll. 


Vierundzwanzigster Abßohnitt 

Olassenzalil der KrelstlieilurLgskörper. 


§. 214. 

.OlassenzahldarstelluTig im Kreiatheilungskörper Äm. 

Bei der Bestimmung der GlassenzaMen der Kreistheilungs- 
korper haben -wir die im emundzwanzigsten Abschnitte ent- 
wickelte allgemeine Theorie anzuwenden. Wir betrachten zunächst 
den vollen Kreistheilungskörper tmter der Voraussetzung, dass 
m eine Potenz einer Primzahl g sei^ und dass also 

(1) m = g* q>(m) = (q — 1) = (i ■ 
gesetzt sei 

Im zweiundzwanzigaten Ahschnitte (§. 199, 201) haben wir 
gesehen, dass »in g nur ein Primideal 1®^ Grades aufgeht, und 
dass eine zum Exponenten / gehörige, von g verschiedene 
Primzahl p in e verschiedene Primideale Grades zerfällt. 
Darm bedeutet / den kleinsten positiven Exponenten, für den 

(2) = 1 (mod m) 
ist, und e ist durch die Gleichung 

(3) (1 = ef 
bestimmt. 

Die durch die Formel §. 197, (6) bestimmmte Function ®(s) 
erhält daher hier den Ausdruck: 

(4j = 

und darin erstreckt sich das Productzeichen JT auf alle Prim- 
zahlen p, die von g verschieden smi Darin ist s eine Vanable, 
die immer grösser als 1 ist, die sich schliesslich der Grenze 1 
nähern solL 
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Um nun diesen Ausdruck fiir die Function ® weiter umzu- 
forinen und zur Berechnuug vorzubereiten, hat man die Satze 
über die Ab ersehen Gruppen und Gruppencharaktere zu be- 
nutzen, die wir in den Paragraphen 16 bis 18 dieses Bandes 
kennen gelernt haben. 

Die Gesammtheit der durch g nicht theilbaren Zahlen n 
bildet, nach dem Modul m genommen, eine Abel’sche Gruppe 91 
vom Grade /[i, deren Charaktere x(n) im §. 18 bestimmt sind. 
Es war dabei ein kleiner Unterschied, je nachdem q ungerade 
oder q = 2 ist. 

1) Ist q ungerade, so giebt es eine primitive "Wurzel c von 
m, und für jede Zahl w giebt es einen Index y, so dass 

(5) n = (mod m). 

Ist dann & eine Einheitswurzel, so ist 

( 6 ) 

und die skmmtlicben ft Charaktere erhalt man, wenn man für ® 
die verschiedenen Einheitswurzeln setzt. 

Gehört n zum Exponenten /, so ist e der grösste gemein- 
schaftliche Theüer von y und ft, und %{n) ist/^® Einheitswurzel. 

2) Für g = 2 , m > 4 (den Fall w = 4 berücksichtigen wir 
hier nicht) hat jede ungerade Zahl n zwei Indices a, jS, die nach 
den Moduln 2, ^ft bestimmt sind, für die 

(7) n = ( — 1)“ 6^ (mod m) 

ist. Als Charaktere erhält man, wenn s = i 1 und & gleich 
einer ^ft^ Einheitswurzel gesetzt wird: 

(8) X 

/ ist die kleinste positive Lösung der beiden Congruenzen : 

«/ = 0 (mod 2), ßf=0 (mod 

und X (w) ist auch hier Einheitswurzel. 

Für beide Fälle gilt aber die Bemerkung : 

3) Gehört n zum Exponenten /, so erhalt man, wenn man % 
die gesammte Gruppe der ft Charaktere durc hl aufen lasst, aus 
X{n) jede/^ Einheitswurzel emal (§. 198, !.)• 

Bedeutet daher jetzt x eine "Variable, so ist, wenn n zum 
Exponenten / gehört, das über sammtiiehe Charaktere % er- 
streckte Product 

(9) fl [1 — X (n)«] = (1 — 

Weber, Algebi». IL 
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Yßß Vierundz wanzigster Absolinitt. 

Tind wenn man daher x = p~^ setzt, so ergiebt sich ans (4): 

(10) ®(s) = J 1 - /(P)y-’ 

wenn sich das erste Prodnctzeichen auf alle Charaktere das 
zweite auf alle Primzahlen _p erstreckt. Es ist also O (s) em 
Product aus einer endlichen Zahl, von Factoren, deren jeder 
ein unendliches Product ist. 

Jetzt wollen wir jeden Factor emes dieser unendlichen Pro- 
ducte nach steigenden Potenzen von p“* entwickeln. Dadurch 
ergiebt sich 

l — x\p)p~‘ ~ ^ + + 

Das Product aus allen Factoren, die man hieraus erhält, 
wenn % festgehalten wird, wahrend p alle von g verschiedenen 
Primzahlen durchläuft, ist ein Aggregat von Ghedern der Form 

%(j^) X(P'^) . . . = 

und jedes Glied dieser Form kommt in dem Producte ein- und 
nur emmal vor [vgl. §. 197, (8)]. Danach ergiebt sich die Umfor- 
mung von ^(s) in ein endliches Product von unendlichen Reihen: 

( 11 ) = 

worin sich die Summe auf alle durch g nicht theilbaren Zahlen n 
erstreckt, und das Product auf alle ^ Charaktere 

Dieser Ausdruck ist geeignet, um den Grenzwerth von 
(5 — 1) 0(8) fiir s = 1 zu bestimmen. 

Betrachten wir zunächst die dem Hauptcharakter % = I 
entsprechende Summe 



Man erhält die Zahlen n, wenn man von der Gesammtheit 
aller natürlichen Zahlen Je die Vielfachen von g, d. h. die 
Gesammtheit der Zahlen qlc wegnimmt. Hiernach ist 

Wenn man aber in dem Satze 4., §. 196, für die die 
Bieihe der natürHchen Zahlen 1c setzt, so folgt: 



§. 216 . 


BeatimnLong der Sammen X, 
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Lm (s— 1) 2 ^ = 1, 
und wir erhalten daher 


( 12 ) 


Lim 



= 1 . 


Die anderen Factoren des Prodnctes <Z^(s) aber sind, wenn 
die unendlichen Reihen nach steigenden Werthen von n geordnet 
werden, nach dem Satze 1., §. 196, stetige Functionen von s. 
Denn die nach steigenden Werthen von n geordnete Summe 

(13) 2% (n) 

ist zwar nicht convergent, kann aber doch dem absoluten Werthe 
nach nicht über eine endliche Grenze hinausgehen. Denn so oft 
n ein volles Restsystem nach dem Modul n durchläuft, kommt 
zu der Summe (13) ein Beitrag hinzu, der nach §. 13, 6. den 
Werth 0 hat Demnach ist, wenn % nicht der Hauptcharakter ist, 

(u) 

und wir erhalten für die Cäassenzahl h im Kreistheilungskörper 
ißm ^lach §. 197, (7) den Ausdruck 

( 16 ) 


in dem sich das Productzeichen 11 nur noch auf die vom 
Hauptcharakter verschiedenen Charaktere % bezieht, und 
die in §. 195, (6) angegebene Bedeutung hat. 


§. 215. 

Bestimmung der Summen X 


Die unendlichen Reihen 
(1) Z = V 


n 


von denen hiernach die Bestimmung der Classenzahl noch ab- 
hangt, lassen sich durch endliche Ausdrücke darstellen. Es ist 
nämlich 


1 



0 


50 * 
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und demnach 

1 

X=J^ ^ X{n) dx. 

0 

Nun bleibt %(n) ungeändert, wenn w um ein Vielfaches von 
m wächst. Versteht man aber unter t den kleinsten positiven 
Rest von w und setzt 


w i -f- w /, 

so ist %{n) = X {t\ und es folgt 

1 

X= 

J 0, 05 

0 

Setzt man jetzt 

(2) /(®) = 2z(0 4*, 

80 ist f {x) eine ganze Funotion von x vom Grade m — 1 , und 
zugleich ist wegen der Relation S %{t) =: 0: 

( 3 ) /( 0 ) = 0 , /( 1 ) = 0 , 

also / {x) durch x (1 — x) theilbar. Für X ergiebt sich dann 
nach der Summenformel für die geometrische Reihe X 




x= r 

J X (I — a^)' 


Um ein solches Integral zu finden, schreibt die Integral- 
rechnung vor, den rationalen Bruch unter dem Integralzeichen 
in Partialbrüche zu zerlegen. Diese Partialbruoh - Zerlegung 
ergiebt aber, wegen (3), wenn 

iTti 

r = 

gesetzt wird: 

/(®) 

X (\ — mf X — 

' li ,«— 1 

[B(L I, §. 16, (6)], und nun haben wir weiter nach bekannten 
elementaren Sätzen der Integralrechnung, wenn a irgend 
einen Winkel zwischen 0 und 27c bedeutet, 

1 




a 


2 
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Hieraus ergiebt sich nach (4): 

l,m — 1 t. ^ ^ ^ 

Hierin ist nach (2) 

( 6 ) = 

und daraus ergiebt sich [wegen (3)]: 

(V) = i]/(o=o. 

IjWl — L OjJfl — 1 

2 = 0 
0, m — 1 

ist. Hiernach vereinfacht sich die Formel (5) noch etwas und 
ergiebt 

(8) ^ = 

1| t» 1 

wofür man auch, wenn man A durch m — A ersetzt und wieder 

(7) benutzt, 

(8) ^ = - i i: /(•-') [i i»» (“ ^)‘ + 

l,in— -1 

setzen kann. 

Aus (6) folgt aber 

= lx(i) r-*\ 

und die nach t genommene Summe ändert sich nicht, wenn t 
durch m — t ersetzt wird. Daraus folgt: 

= %{— l)/(*^)- 

Der Factor 1) hat den Werth 4“ 1 oder — 1, da sein 
Quadrat = -|- 1 ist Wir unterscheiden daher jetzt zwei Arten 
von Charakteren Xi{n)^ so dass 

(10) Xi(-l) = l, Za (-!)=-! 

ist, und danach sind auch die Functionen / in /i und /j zu 
unterscheiden, so dass 

(11) /i(0=/i(»^)< = — /s(»^) 

wird. Ebenso unterscheiden wir die Ausdrücke (8), (9) als Zi 
und Jj, und es ergiebt sich, wenn man beide Ausdrücke addirt, 
nach (11): 



Vi^rnnd zwanzigster Abschnitt. §. 216. 

2S S 

l,m— 1 ' ' 

^ w 2 

Ijflt — 1 

§. 216. 

lieber die ClaBsenzahl in dem in £lm, enthaltenen 
reellen Körper. 

Unsere allgemeinen Principien können auch angewandt 
werden, um die Classenzahlen in den Theilem des Körpers Slm 
zu bestimmen. 

Insbesondere sind die Formeln (6), (7), §. 197 anwendbar, wenn 
wir die Grade der Primideale ,in einem solchen Theiler kennen. 
Die Frage nach dem Verhältniss der Classenzahlen in den 
Theilem eines Körpers iö„ zu der Classenzahl .m selbst ist 
Yon grossem Interesse und soll hier für den Fall behandelt 
werden, dass es sich um den in £1^ enthaltenen reellen Körper 
Sn handelt, den wir ja schon im §. 205 f. untersucht habend). 
Es hat sich dort ergeben, dass q im Körper die Potenz 
einer Primzahl 1®*®“ Grades ist, dass die anderen Primzahlen p 
in ei Primfactoren Grades zerfallen, so dass 

Ae, = 1(1, 

wenn /j der kleinste positive Exponent ist, für den eine der 
beiden Oongruenzen = + 1 (mod m) befriedigt ist. 

Für den Körper S„ erhalten wir demnach aus §. 197, (6), (7) 
die Classenzahl nach der Formel: 

(2) g, h, = Lim (ß — 1) O, (ß), 

8=1 

(3) = 

wenn sich das Productzeichen auf all e Primzahlen p erstreckt. 
Die Bedeutung von g, ergiebt sich aus §. 195, (6). 

') VgL Enmmer, .Bestimmiiiig der Anzahl n b. f.“. Grelle’s Jonm., 
Bd 40 (1849). 
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Nach §. 14 bilden die Charaktere Xi [§• 216, (10)] eine 
Gruppe Ci , die aus den Charakteren der Gruppe 9li 31 / 6 
(§. 205) besteht, und folglich ist Xi(jp) eine EinheitswurzeL 
Nach §. 198, 1. kommt, bei festgehaltenem p, unter den Xi{p) 
jede /i*® Einheitswurzel , und jede gleich oft, also ßimal vor. 
Demnach ist, wie im §. 214, (9), (10)- 


(4) 


(1 _ p-.Ay, = n [1 — Zi (i>) 


worin sich das Product auf alle Charaktere Xi der Gruppe Ci 
erstreckt, und nun lasst sich die Function (s) ebenso wie <P(8) 
im §. 214 weiter entwickeln. Man erhalt auf demselben Wege, 
wie dort, die Formel (11), 


(ö) 






/l « 

n s 


%i(») 

Mn8 * 


und wenn man zur Grenze s = 1 übergeht. 


( 6 ) 


ri 


Äi = n 



5 


worin aber jetzt das Product auf alle Charaktere der Gruppe Ci 
mit Ausnahme des Hauptcharakters zu erstrecken ist 
Dieses Product ist also ein Theil des Productes, durch welches 
im §. 214 die Zahl gh ausgedruckt ist. 

Die Zahlen ergeben sich aus dem im §. 195, (6) an- 
gegebenen allgemeinen Ausdrucke; 


iv 


2 ^ L 

w V i 


Da, wie im §. 207 nachgewiesen ist, die Einheiten in 
und J3in, von den Einheits wurzeln abgesehen, dieselben sind, so 
ist auch ein Fundamentalsystem von Einheiten in Hm zugleich 
ein Fundamentalsystem in £1^* 

Bedeutet Si, 63, . . daher ein Fundamentalsystem reeller 
Einheiten, und sind die conjugirten Einheiten 

zu fit, BO sind die conjugirten Logarithmen im Körper Hm 
log log . . ., log |r<,,|, 

dagegen im Körper in dem nur conjugirt imaginäre Paare 
Vorkommen (§. 190), 


2 log I Si,i 1, 2 log 1 Si,s I, . . ., 2 log I £,,, 
Bezeichnen wir daher mit 
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(8) E = ± 


log 

log 

. . log 1 £i,,_i 1 

log lfä,i |i 

log |fia,s|, 

. . log 1 fi2,v- 1 1 

log 

1, log 

. , log 1 


den Regulator des Körpers (§. 192), so ist bei der Anwendung 
des Ausdruckes (7) im Körper 

und im Körper 

L=E 

zu setzen. Es ist ferner 


in w = ^ ^ 

in n = v = 

Im Körper Hn sind nur die zwei Einheitawurzeln + 1 ent- 
halten. In Slrn Bind die mit positivem und negativem Zeichen 
genommenen Potenzen von r, sonst aber keine Emheitswurzeln 
enthalten (§. 204), und bei der Zahlung ist noch zu beachten, 
dass bei geradem m unter den Potenzen von r auch — 1 ent- 
halten ist, bei ungeradem m nicht. Daher haben wir 

in IV = 2 m ungerade 

= m, ni gerade, 

in En: w = 2. 


Endlich haben wir noch, wenn die Grundzahlen der 

Körper £1^^ E^ sind (§. 205) . 

+ E = q m ungerade 
= 4 z/ ® m gerade, 

und es folgt, wenn wir der Einfachheit wegen v für setzen: 




m ungerade 


mVq 



m gerade, 



(9) 

2’'-i E 

VÄ' 

woraus 



(10) 

2-1 st* 

mVq jdi 

ff»y57 

m ungerade 

m gerade. 
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Wenn wir die Formel (6) mit der Formel §. 214, (lö) ver- 
binden und die im §. 215 eingefuhrte Bezeichnung 

y Xi (^) ^ _ y Xi (^) 

gebrauchen, so ergiebt sich 

gh = \ nXa- 

Ersetzt man g durch seinen Werth (10), so folgt für die 
Classenzahl 

(11) Ä = fc/H, 

wenn 


( 12 ) 


]c = n Xa bei ungeradem w 

= n X, bei geradem m, 


und worin [nach (6) und (9)] : 
(13) 


Al — 2>’-i^ 


die Classenzahl des Körpers Hn ist Im letzteren Ansdrucke 
erstreckt sich das Product auf alle Charaktere %i der Gruppe Ci 
mit Ausnahme des Hauptcharakters. 

Dass h eine ganze Zahl ist, und daher ä ein Vielfaches von 
hl, wird sich bald zeigen. Die Zahlen fc und hi heissen der 
erste und zweite Factor der Classenzahl, 
ln dem Falle, dass 

m = 2^ 


eine Potenz von 2 ist, haben wir nach §. 205, (7): 

V = 2 -“a, 

und wenn wir diesen Werth einsetzen, so können wir für die 
vorstehenden Formeln in diesem Falle schreiben: 

Y2 (*- 8 ) 2 * 
fc 

(U) 






Ai = 


y2 

E 


nxi. 
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Olassenzahl im Körper der achten Einheitswurzeln. 


Wir wollen, einerseits zur Veranschanhchung der bisherigen 
Resultate, andererseits um für die spater anzuwendende voll- 
ständige Induction eme Basis zu gewinnen, den Fall w = 8, 
ft = 4, V = 2 zunächst behandeln. 

Hier haben wir ausser dem Hauptcharakter nur drei Charak- 
tere, nämlich, wenn 

» = ( — 1)® 5/* (mod 8) 
ist, 

;Kx(n) = (-iy 

(w) = (— 1)“ 

Z, («) = (- 1)“M 

Für n = — 1 ist« = l, ß = 0, und folglich gehört Xi zur 
ersten, Xj, Xa zur zweiten Art [§. 215, (10)], und es ergehen sich 
für die Tier Zahlen « = 1, S, 5, 7 folgende Werthe dieser 
Charaktere: 

Xi-. + 1 , - 1 , - 1 , +1 

Za- +1) — li + li — 1 

Xs- + li + li — 1» ~ 1- 

Daraus erhalt mau die drei Functionen /i, /j, /g [§. 215, (2)]: 

fi{x) = X — xi = X {1 — a:*) (1 — x^) 

fa \x)^x — x^-\-x’‘ — a:' = a; (1 — a:») (1 -\- x*) 

ft (x) = X x^ — x‘ — xi = x \\ x'^) (1 — X*). 

Hier können wir setzen. 


r 


1 + t 

V2 


r* = t. 


r® = — 



- 1, 


und danach ergiebt sich: 

/,(r) = 2 \/2, /g(r) = 0, /, (r) =21/2 i, 

fl {<’*) = 0, _ /g (ra) = 4:1, ft (r») = 0, 

fl (r*) = - 2 V2, /g Cr») = 0, /, (r») = 21/2». 

Für X = verschwinden alle drei Functionen / (x) , und 
für X = r5 f 6, r7 erhält /i {x) dieselben, /, (x) und /g (x) die ent- 
gegengesetzten Werthe, wie fiir x = r®, r®, r. 
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Demnach ergiebt sich aus §. 215, (12) mit Eücksicht auf die 
trigonometrische Formel 

. 3 jr 

sin — = cos g 




X ^ 

-^2 — - J , 


X, = 


7t 

2V2' 


x,= 

Nun ist 

T= =tg- = -l/2-l 

r* (r + 1) ^8 ^ 

eine Einheit des Körpers flg, der hier nichts Anderes ist, als der 
aus V 2 entspringende quadratische Körper, und die Einheiten 
darin erhält man also aus den Lösungen der Pell’schen Glei- 
chung 

ws — 2 vs = + 1 


in der Form u v V2. 

Die kleinste positive Losung dieser PelTschen Gleichung 
ist aber w= 1, t; = 1, und folglich findet man nach Bd. I, 
§. 136 alle Einheiten in S’g in der Form +(!-[- worin a 

ein positiver oder negativer ganzzahliger Exponent ist; t ergiebt 
sich hieraus für a = — 1, und daher sind alle Einheiten auch 
in der Form 

+ T" 


enthalten. Es ist also % eine fundamentale Einheit, und die 
in den Formeln des vorigen Paragraphen vorkommende Deter- 
minante E [§. 216, (8)] 'Wird hier (da r ein echter Bruch ist): 

E = — log T. 

Man erhält also aus §. 216, (11), (14)- 

= 1, fc = 1, Ä = 1. 

Der Körper ßg ist also ein einclassiger, d. h, ein solcher, 
in dem die Zerlegung der ganzen Zahlen in Pnmfactoren nach 
denselben Gesetzen, wie im Körper der rationalen Zahlen, mög- 
lich ist 

Es hat sich dabei zugleich ergeben, dass alle Einheiten im 
Körper in der Form i r" darstellbar sind. Die' conjugirten 
Werthe der Einheit t sind aber 


. 7C , 37t , 

= tg -Q, Ts = — tg — = — ir^i, 

und haben also verschiedene Zeichen. Wir schliessen daraus für 
diesen Fall auf den Satz: 
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Eine Einheit in die mit ihren Conjugirten von 
einerlei Zeichen ist, ist, vom Zeichen abgesehen, das 
Quadrat einer Einheit. 


§. 216. 

Kecurrente Berechnung der Classenzahl im Korjier Ä,», 
wenn w eine Potenz von 2 ist. 

Zur allgemeinen Bestimmung der Olassenzalil iin .Körper lö,,» 
unter der Voraussetzung, dass m irgend eine Potenz von 2 und 
grosser als 8 ist, wenden wir ein recurrirendes Verfahren an. 
Es sei also 

(1) m = 2*, 11 = 2*-i, V = 2*-2, v' = 2^-8. 

Neben dem Körper betrachten wir den Koriier der 
ein Theiler von ist, und den wir hier auch mit ßjJj bezeichnen 
wollen. Es sei h! die Claasenzalü im Körper ßit, d. h. die Zahl, 
die sich aus h ergiebt, wenn x in x — 1 verwandelt wird, und 
wir setzen 

(2) h = h^H. 

Setzen wir h! als schon bekannt voraus, so kommt es nur 
noch auf die Berechnung von H an, was, wie sich zeigen wird, 
eine ganze Zahl ist Indem wir h und h* wie im §. 216 zer- 
legen, setzen wir 

(3) h = 

(4) T^ = VA, \=MB, 

worin Id aus h und hl aus hi durch die Vertauschung von x mit 
X — 1 hervorgeht. Wir wollen überhaupt jetzt durcli Accente an 
den Buchstaben andeuten, dass x — 1 statt x gesetzt sein soll- 
Nach §. 205, (7) ist dann 

und folglich 

(5) = 2*®*”® z/i. 

Hat E die Bedeutung §. 216, (8), und geht E' aus E her- 
Tor, wenn jc durch x — 1 ersetzt wird, so setzen wir noch 

(6) E=E’D, 
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wodurch D als eine von Null verschiedene positive Zahl definirt 
ist. Was die Summen 

x= 2 

n 

betrifft, so ist daran zu erinnern, dass x(n) [nach §. 214, (8)] 
definirt ist durch 

(7) n = ( — 1)® 5/® (mod m), (n) == (+ 1)® 

worin @ eine Einheitswurzel bedeutet. 

Unter den Einheitswui’zeln smd aber auch die 
Einheitswurzeln enthalten, und unter den Charakteren % auch 
die Charaktere für den Körper Wir unterscheiden demnach 
primitive und imprimitive Charaktere des Körpers in- 
dem wir die dem Körper eigenthiimlichen Charak- 
tere Xi d- fi- die, in denen 0 eine primitive Einheitswurzel 
ist, als primitiv bezeichnen. 

Unter den Summen X kommen auch alle zu dem Körper 
gehörigen Summen vor; 



Wenn man nun in (4) für Ä, Je' und Ai, hi die im §. 216 
gebildeten Ausdrücke (12), (13) emsetzt, und dann die Summen 
X' weghebt, so ergiebt sich. 

, , = 2 . n Xa 

( 8 ) 

DB = n Xi, 

worin sich jetzt aber die Producte fl nur noch auf 
die mit den primitiven Charakteren Xl^ Zs gebildeten 
Summen Xi, X9 erstrecken. 

In den im §. 215, (12) gegebenen Ausdrücken für die X: 

^1=-^ 

( 9 ) 

i,m— 1 

treten nun, unter der Toraussetzung, dass m eine Potenz von 2 
und daas Xs primitive Charaktere sind, bedeutende Ver- 
einfachungen ein. 
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Die ZaM 1 -|- hat die Indices a = 0, ^ = i/, und folglich 
iflt nach (7) 

Z (1 + /^) = 

wenn x ein primitiver Charakter ist 
Ferner ist für ein ungerades n: 

n (l -j- fl) = n -j- fl (mod w), 

und folglich 

Z(n-l-(i) = — x(n)- 

Wenn wir nun die Function f(r^) betrachten; 

(10) /(r^) = E Z(») 

worin n die ungeraden Zahlen eines vollen Restsystems für den 
Modul m durchlauft, so erhalten wir, da wir in (10) unter dem 
Summenzeichen n durch n -|- ft ersetzen dürfen; 

f(^) = — I zW 

und da = — 1 ist: 

/(r^) = -(- 

Es ist also 

(11) f(r^) = 0, wenn Z gerade ist, 

und demnach können wir in den Formeln (9) den Summations;- 
buchstaben Z auf die ungeraden Zahlen beschränken, die 
kleiner als m sind. 

Es ist aber nach (10): 

/(r^) = ZW~^ E Z(n^) 

und wenn man Zn durch n ersetzt, was bei ungeradem Z ge- 
stattet ist: 

(12) /(r^) = wenn Z ungerade ist 

Die Function /(r) hat, wenn «, ß die Indices von n 
den Ausdruck 

(13) f(r) = I(± 1)« 

und ist also mit der im §. 19 dieses Bandes betrachteten Kreis - 
theilungsresolvente 

(± h r) 

gleichbedeutend, für die im §. 19, (17) die Relation aufgesteUt war : 

(1^) (± 1, ®, r) (+ 1, r) = ±m. 

Hier gelten durchweg die oberen Zeichen für die Summen 
die unteren für die Summen 
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Wir theilen jetzt die Reihe der in (9) vorkommenden Zahlen X 
in Tier Theile. Es soll t ein Zeichen sein, welches die Reihe der 
positiven ungeraden Zahlen von 1 bis v — 1 durchläuft; dann 
durchläuft das ungerade A die vier Zahlenreihen: 

^ + ft, m — m — ^ — ft, 

und es ist: 

= — x(t), 

Xi (m — t) = Xi (0. Xi {rn — ii — t) = — jjiCOi 

Xi(m — t) = — Xi (t), Xi (m — (i—t) = Xi (t). 

Nach (12) ergiebt sich hieraus: 

/ (ri+z*) = — /(r*), 

/i (r"-‘) = /i (r*), A = - /i if). 

fi (r"-0 = — /s (H), fi fr"-'*-*) = /s (r*). 

Theilt man demnach die Sutomen (9) in je vier Theile und 
benutzt noch die trigonometrische Gleichung 

t% 


sm 


4- ft) jr 

= cos 
m 


BO ergiebt sich 

z, = - 


— 1 
m 

i % 

m 


i /. M log (tg 




In dieser Summe ist 


tlC 7C , tut 

W 4 W1 


und folglich erhalten wir mit Rücksicht auf (12), (13), wenn wir 
©“1 für & setzen, wodurch x{t)-^ ^ ubergeht: 


(16) 

(16) 


Xi = - |- (+ 1, ®-\ r) i Xx (0 log (tg 


1 TT ^ 

= — — (— 1, r) Xi(i\ 1; 


;t<v — 1. 
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Der Olassenzahlfactor Ä. 

Um nun zunächst A. zu berechnen, haben wir den Ausdruck 
(16) für Xi in die erste Formel (8) des Torigen Paragraphen 
einzusetzen. Diese Formel können wir auch so darstellen: 

(1) 3r»'J.= 2tnV4»2-»’n Zj. 
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Bezeichnen wir mit a, /3 die Indices von so ist 

( 2 ) = 

ist eine ganze Zahl des Körpers und es wird. 

Nun hat man für ® alle Wurzeln der Gleichung 

(3) @»' + 1 = 0 

zu setzen und erhält für Ä, mit Kücksicht auf §. 218, (14). 

(4) A = 2^-^ n <p(@). 

Die Summe, durch die in (2) die Zahl tp (®) definirt ist, 
enthalt v* Glieder von der Form (— 1)®0/®, worin «, ß so zu 
bestimmen sind, dass 

(6) ( — = t (mod m), 

und t zwischen 0 und v liegt Nun ist zunächst ersichtlich, dass 
unter den Exponenten ß nicht zwei nach dem Modul v' con- 
gruente Vorkommen können. Denn ist ß = ß' (mod v'), so ist 
5 /J = (mod ft), und aus 

(— 1)“ 6f? = t, (— 1)«' 5^ = t' (mod m) 

folgt: 

(— 1)“ t - (- 1)«' f = 0 (mod ft). 

Da aber t und 1f absolut kleiner als v = sind, so ist 
dies nur möghch, wenn t = a = a' ist Demnach durch- 
läuft ß in (2) ein volles Restsystem nach dem Modul v'. 

Da aber ß nach dem Modul v zu nehmen ist, so werden 
die nach (Ö) bestimmten ß theils kleiner, theils grösser als v' 
ausfallen, und wenn wir also ß^ aus der Reihe der Zahlen 
0, 1, . . ., i/ — 1 nehmen, so erhalten wir in (2) zweierlei Arten 
von Gliedern: 

1. (- 1)“ 0ß = (^ 1)« @/5,, ß = ß,C 

2. (— 1)“ @i9 = _ (— 1 )« = /3i + v' > v'. 

Nun ist nach (5) der absolut kleinste Rest von ( — 1)“ 5/^ 
nach dem Modul m positiv, und wenn wir daher eine Zahl 
Cp = ±l Bo bestimmen, dass der absolut kleinste Rest von CpbP 
positiv wird, so ist in dem Falle (6), 1.: ^ 

= (“ !)“• 
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Ferner lat 5*' = 1 (mod ft), und da 5’^ nicht auch nach dem 
Modul flt mit 1 congruent ist, so folgt. 

(7) 5’^ = 1 -f- fl (mod m). 

Demnach ist im Falle (6), 2.: 

(- 1)“ 6/» = (— 1)“ 6" = (— 1)“ 5/»i + ft (mod m), 

und folglich ist hier der absolut klemste Eest von (— 1)“ 
nach dem Modul m negativ. Es ist also im Falle (6), 2. 

c^, = - (- 1)“ 

zu setzen. 

Daraus ergiebt sich nach (2) (wenn wir wieder ß für ßi 
schreiben) 

(8) 9)(©)=Vc^@(’ 

= Cq — |— Ci © — Cg -|- • • • -[- Cr/_i 

und hierin ist 

(9) Cß = -\- l oder = — 1, 

je nachdem der absolut kleinste Rest von hP bei der Division 
durch m positiv oder negativ ist. Bhemach ist also (p (©) eine 
ganze Zahl des Körpers 

Es kommt noch darauf an, das Verhalten dieser Zahl zu 
der Zahl 2, oder vielmehr zu dem in enthaltenen Primfactor 
fl — ®) von 2 zu ermitteln Bilden wir zu diesem Zwecke 

(10) (1 — &) 9(©) = 2t^;(@), 

so ergiebt sich 

(11) ^(@) = + 

+ @”-1. 

Die Coefficienten in diesem Ausdrucke sind alle = 0 oder 
= 1, und daher ist auch xp (®) eine ganze Zahl des Körpers Ä,. 
Für diese Zahl ergiebt sich aber, wenn man ® = 1 setzt- 

(12) ^(®) = (V-i = i 1 [mod (1 — ®)], 

und folghch ist xIj(&) relativ prim zu 2. 

Das in (4) vorkommende Product ist nichts Anderes, sis die 
in Bezug auf den Körper Slp genommene Norm der Zahl (]P(®), 
und wenn wir diese Norm mit N bezeichnen, so ist nach §. 199 

(1 — ®) = 2, 


Wobeif Algebra, n 


61 
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und folglich nach (10) 

N(p(&) = 2’'-! 

Daraus ergiebt sich 

(13) A=zNil> (®), 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf (12), dass Ä eine ungerade 
ganze Zahl ist. 

Bezeichnen wir die zu t» = 2* gehörige Zahl A mit J.*, so 
ergiebt sich aus §. 218, (4) durch voUständige Inducüon der 
Ausdruck für den ersten Factor der Classenzahl 

(14) h = A,A,...A,, 
und daraus der Satz : 

1. Der erste Factor der Classenzahl ist eine un- 
gerade ganze Zahl. 

Die Zahl Ax ist nach der Formel (10) für die ersten Werthe 
von K nicht schwer zu berechnen. 

Für t» = 16 findet man v' = 2, d = 0, 1, Cn = c, = 1, 
folglich 

ii>(0) = l, A, = l. 

Für m = 32, v' = 4, /3 = 0, 1, 2, 3. 

Co = 1, Ci = 1, c, = — 1, <^ == — 1 , 

^ (®) = — 

also auch A^ = 1. 

Für m = 64, i/ = 8, ^ = 0, 1, 2, 3, 4, 6, 6, 7 sind die ab- 
solut kleinsten Reste von 5^ 

1, 5, 26, — 3, - 16, — 11, 9,-19; 

also Bind die c^^. 

+ 1> + li + Ij — 1. — 1, — 1, + 1, — 1 

und 

^(®) = — ®»4-®6_®r^ = ®6(@a_2i), 

woraus sich leicht ergiebt: 

Ai = 17. 

Eine etwas längere Rechnung ergiebt noch 

A, = 21121. 



g 220 


Der Claaaenzahlfactor B 


803 


§. 220 . 

Der Classenzahlfactor B. 

Auf ganz andere Weise mnßs der Classenzalilfactor B be- 
rechnet werden. Hier ist, wenn 0 wieder eine Primitiywnrzel 
der Gleichung §. 219, (3) (0^ -|- 1 = 0) ist, und 

(1) ^ = (— 1)“ 5/* (mod m), 

[2) (f) = &? 

zu setzen, und die Formel §. 218, (15) ergiebt- 

'3) — (1’ ^ tg 

77 » 

Nun ist für jedes ungerade i, wenn [mit Rücksicht auf (1)] 

2_Äi 

r = e^«,r^ = «, = 

gesetzt wird, 

und dies ist, wie wir schon im §. 207 gesehen haben, eine Ein- 
heit des reellen Körpers 5^- Man erhält die conjugirten Werthe 
dieser Einheit in Bezug auf diesen Körper, wenn man ^ = 5/^ 
[mod m) setzt, und ß ein volles Restaystem nach dem Modul v 
durchlaufen lasst. Wir setzen demnach 

[5) TT/S = tg — . 

Nach §. 219, (7) ist 5i® ^ (mod m), und daraus 
argiebt sich nach einer bekannten trigonometrischen Formel: 

:6) = 

Setzen wir also nun 

y) V = 

30 ist nach (6) 

[8) = — A^, 

ind demnach 

;9) 0/^+’" A^+^ = @/»A^; 

inter den in der Summe (3) vorkommenden Werthen von ß 
jind, wie wir schon im vorigen Paragraphen gesehen haben, nicht 
5wei nach dem Modul v' congruent, und wenn wir daher mittelst 


804 


Vierundzwanzigßter Abschnitt, 


§. 220 


der Formel (9) alle Werthe von ß auf das Intervall von 0 bis 

ly' 1 reduciren , so bekommen wir alle Zahlen dieses Intel- 

valles. 

Demnacli lasst sich die Formel (3) so darstellen 

(10) = - ^ (1, r) 2 V 

Dies haben wir in dem im §. 218, (8) angegebenen Ausdrucke 
DB = nXi = 7»Vr'2'-’^ UXi 

einzusetzen, und dann ergiebt sich, wenn wir 

ß 

(11) U6= ^ 

0,»^ — 1 

setzen, mit Rücksicht auf §. 218, (14). 

(12) DB = n Ue. 

Dies Product lasst sich nun auf folgende Weise durch eine 
Determmante darstellen, die nur die conjugirten Logarithmen 
der Einheiten z enthalt. 

Lassen wir den Index 0 bei ü weg, so können wir das 
Gleichungssystem ansetzen . 

ü = Ao + 

0 Zf = — ^—1 “f“ ^0 ^ “1“ "i“ * ’ “1“ — 2 

= — — x ^0 — — -- + ^0 

woraus durch Elinunation der Potenzen von 0 folgt: 

Xq — f7, Jlj, Aj, , . Xpt^i 

— Ayl — 1, Aq — Z7j A|, • • Xyi — s 

Xi Ajj, Aj, • • •, Xq JJ 

Dies ist für Z7 eine Gleichung Grades, deren Wurzeln 
die Grössen Ue sind. Ordnet man nach Potenzen von Z7, so 
erhält, da v' gerade ist, die höchste Potenz von U den 
Coefficienten 1, und man findet also das in (12) vorkommende 
Product der Wurzeln, -wenn man ?7 = 0 setzt, aus der Deter- 
minante (13). 

Die so -gewonnene Determinante wollen wir etw^ anders 
anordnen, indem wir die erste Zeile an ihrer Stelle lassen, die, 
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ihrigen aber in umgekehrter Ordnung und mit verändertem Vor- 
eichen schreiben. Dabei sind ^ v' Vorzeichenänderungen nothig, 
nd wir erhalten daher fiir das Product (12) die durch folgende 
rleichung definirte Determmante, deren absoluten Werth wir 
iit T bezeichnen* 


14) (— l)y.>' 


^0 » 

Al, . . 

., A,;_2, 



. . 

., A,/_i, 

-Ao 

Aj, 


■> “^0? 

— Ax 


— Aq , . . 

., Av/_a, 

— A^f « 


= ±T, 


.'orm rechts von der Nebendiagonale die negativen 

Reichen stehen. 

Die Determinante T ist hier so geordnet, dass jede Zeile 


.US der vorangehenden durch die Substitution (r, entsteht, 
ede Colonne enthalt also ein System conjugirter Logarithmen. 


Nach (12) ist jetzt 



Um über die Natur dieses Resultates Klarheit zu bekommen, 
it es nothig, die Zahl D etwas genauer zu betrachten, die durch 
. 216, (8), §. 218, (6) definirt war; und dies erfordert ein Ein- 
,ehen auf die Theone der Einheiten des Körpers Sm. 
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Normaleinheiten in Hm- 

Wir führen jetzt eine vereinfachende Bezeichnung ein, in- 
em wir 
1 ) 

etzen, und ß ein volles Restsystem nach dem Modul v duroh- 
lufen lassen. Es folgt hieraus ' 

2) = — r^, 

nd in der Form (r, r^) sind dann zwar nicht alle Substitutionen 
er Gruppe des Körpers £lm enthalten, sondern es müssen noch 
ie Substitutionen rj^) hinzukommen, wohl aber liefert uns 
r, Tß) alle Substitutionen der Gruppe von Hm- 

Wir bezeichnen jetzt mit S(r) eine Einheit des Körpers Hn^ 
Jnter diesen sind auch die Enheiten des Körpers (als 


Vierundz wan zigBter Absohnitt. 


806 


§. 221 . 


imprimitive Zahlen) enthalten und durch die Gleichung 
= S (— 0 charakterisirt 

Wir wollen nun unter einer Normaleinheit des Körpers Hm 
eine Einheit verstehen, die nicht = + 1 ist, aber der Gleichung 

(3) S(r)S(-r) = ±l 

genügt 

Es ist klar, dass eine Einheit des Körpers dieser Be- 
dingung jedenfalls nicht genügen kann. Aber nicht jede Einheit 
in. Hm ^ diö dem Körper Hf^ nicht angehört, wird Normaleinheit 
seini). 

Die Einheiten [§. 220, (5)] gehören aber zu den Normal- 
einheiten. Es ist nämlich 




5/^3r l — r;i r 


und wenn darin die Substitution (r, — r) = (r^, r^+r^) gemacht 
wird, BO geht in 

(B) 


= 




Über, was der Eelation (3) entspricht 
Ein System von i/ Normaleinheiten 


So w. Sj (r), . . (r) 

soll ein unabhängiges System heissen, wenn die Determinante 
(6) ±2 ± log I (§0 (fo) I log I (fl) I ... log I Sw-i (ft'-i) I 

= L (So? &?•••? ßy-i) 
einen von Null verschiedenen Werth hat. 

Den absoluten Werth dieser Determinante, I/, nennen wir 
auch hier den Regulator des Systems So? Si? • • •? 

DieEmheiten Tq, ..., bilden ein unabhängiges System 
normaler Einheiten, denn ihr Regulator 

L (ro, Ti, . . ., 

ist eben die im vorigen Pareigraphen definirte Determinante T 
[§. 220, (7), (14), (16)]. Und dass diese nicht Null sem kann, er- 
giebt sich unmittelbar daraus, dass sie in dem Ausdrucke for die 


Der VerfeiBBer hat iq der oben erw&hnten Arbeit (Aota mathematioa, 
Bd. 8) die Normaleinheiten als „primitive Emheiten“ bezeichnet Dieser 
Name ist hier verworfen, weü er zn dem Iixtbum Veranlassung geben 
könnte, als ob jede Eänlieit des Körpers Rin, die nicht rugleicb dem 
Körper an gehört, dain zu rechnen sei. 
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Classenzahl als Factor vorkommt Die Classenzahl ist aber, da 
gewiss immer wenigstens eine Classe, die Hanptclasse , existirt, 
von Null verschieden, und also kann auch T nicht gleich Null 
sein. Wir haben daher den Satz. 

1. Die Zahlen Tq, r^, . . sind ein unabhängiges 

System von Normaleinheiten des Körpers S«. 

Ist Q (r) eine Normal einheit, so ist, wenn wir 

t'') Lß = log \g(rii)\ 

setzen, wegen (2) und (3) 

Ist nun So 5 Si, . . irgend ein System unabhängiger 

Normaleinheiten, so setzen wir: 

(il) = log |&(rfc)|, + „ 

so dass der Regulator des Systems der Qi den Ausdruck erhalt: 

(10) i i io,0 ••• i»'— 1, T^_l = L (So? Sn ß»'— i), 

und eine von Null verschiedene Zahl ist, die wir mit Tq be- 
zeichnen. 

Bedeutet Q (r) irgend eine andere Normaleinheit, so können 
wir die Unbekannten go, In ■ • •) aus den linearen Glei- 
chungen bestimmen, die wir erhalten, wenn wir in 

[11) Lß = Io + ll + * ■ * + 

den Index ß von 0 bis v' — 1 gehen lassen, und wegen (8) und (9) 
ist diese Gleichung auch für die übrigen Werthe von ß richtig, 
so dass man daraus die für alle r gültige Formel ableiten kann- 

fl2) &{r) = ± &o(r)^ 

Bedeuten andererseits Wo, wij, . . Ww— i irgendwelche ganze 
rationale Zahlen, so sind alle in der Form 

+ So ( 0 ’"^ Si (r)^^ . . . Sy'-i 

entljaltenen Zahlen Normaleinheiten des Körpers jB^. Demnach 
lassen sich auf das Gleichungssystem (10) die Betrachtungen 
anwenden, die wir im §. 191 ausführlich durcbgeführt haben, 
woraus sich ergiebt- 

2. Die aus (11) bestimmten Exponenten |oi In l»^-i 
sind rationale Zahlen. 
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Hieraus kann, wie im §. 192, gefolgert werden, dass es 
Systeme von v' unabhängigen Normaleinheiten giebt, deren Regu- 
lator To so klein als möglich wird, und solche Systeme 
heissen Fundamentalsysteme von Normaleinheiten. 

Ist cSoj (§ 1 , • . , cSr ^— 1 ein solches Fundamentalsystem, so er- 
geben sich die Exponenten go> In • • ^ (I^) (11) als 

ganze rationale Zahlen. Auch dies kann ebenso bewiesen 
werden, wie im §. 192. 

Stellen wir unter dieser Voraussetzung über die Si die 
Gleichungen (11) für irgend ein anderes System unabhängiger 
Einheiten (go\ cSwLi auf, so erhalten wir Ausdrücke 

von der Form: 

Ist also Ti der Regulator des Systems der so ergiebt 
sich nach dem Multiphcationssatze der Determinanten, wenn mit 
0 der absolute Werth der Determinante der ganzzahligen 
Exponenten ^*,^1 also eine ganze rationale positive Zahl 
bezeichnet wird: 

(13) Ti = CTo. 

Es kann nicht bewiesen werden und trifft für die höheren 
Werthe von w wahrscheinlich auch mcht zu, dass Tq, tj, . . ., rv/_i 
ein Fundamentalsystem bilden i). 

Für unseren Zweck ist es aber von Wichtigkeit, dass sich 
diese Einheiten in Bezug auf den Nenner 2 in den Exponenten 

Es ist hier, wie bei aUen Fragen, die die Einheiten betreffen, eehr 
Bohwieng, zn beBtimmten nnmeriBohen Resultaten zn gelangen Nach den 
Resnltaten, die in dem reichhaltigen Werke von Renaohle, „Tafeln oom- 
plexer Primzahlen, welche aus Wurzeln der Einheiten gebildet sind“ 
(Berlin 1876), enthalten sind, hüden für m = 16 die t noch ein Fnnda- 
mentalsyetem Denn hier ist die Grandzahl des Körpers Hm gleich 2'^, der 
Grad des Körpers gleich 4, und daher giebt es nach der Formel §. 189, (8) 
UL jeder Idealdasse ein Ideal, deeeen Norm kleiner als 6 ist. Nach den 
Tafeln von Renaohle kann aber jede natürliche Primzahl nnter 100 un 
Körper Hm m wirküoh existirende Pnmfaotoren zerlegt werden Folghoh 
gehen gewiss in allea Zahlen nnter 6 nnr Hanptideale auf, und folghoh 
giebt es hier nnr die eme Glasse, die Hanpiolasee. Da, wie wir gesehen 
haben, an oh der erste Claaseneahlfactor = 1 ist, so ist der Kreistheilungfl- 
körper emclasBig. Es gelten ui ihm dieselben Gesetze der Primzahlen, 
wie im Körper der rationalen Zahlen. Zweifelhaft let dies für den Körper Äg, 
nnd Bioher mcht mehr zntrefFend im Körper m dem die Classenzahl 
ein Vielfaches von 17 isi 
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iwiaaermaassen wie eia Fundamental System verhalten, was durch 
dgeuden Satz bestimmter ausgedruckt wird: 

3. Wenn eine Normaleinheit des Körpers von 
der Form 

S(f) = . . rXlS 

in der die Exponenten e^, . . e,,_i ganze ratio- 

nale Zahlen sind, mit allen ihren conjugirten 
Werthen einerlei Vorzeichen hat, so müssen die 
sämmtlichen e,, ßi, . . er-i gerade Zahlen sein, 
und ^(r) ist das Quadrat einer Normaleinheit. 

Den Beweis können wir wieder durch vollständige Induction 
dhren, wollen aber zunächst den Ausdruck für tj etwas um- 
ormen. 

Die conjugirten Werthe zu der Einheit S(r) erhalten wir 
n der Form 

S(rß) = rf tJtVi . . . > 

ind diese Ausdrucke sollen also für alle Werthe von ß dasselbe 
Vorzeichen haben. 

Es ist nach §. 220, (5) 
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Hierin setzen wir zur Abkürzung 

'14) ö^ = sin 6/*), 

30 dass öß immer dasselbe Vorzeichen hat, wie tß. 

Daraus bilden wir das Product 

(16) = ö,?p 0'/+, . 

und unsere Voraussetzung ist also die, dass Sß für alle Werthe 
von ß dasselbe Vorzeichen hat. 

Es soll nachgewieaen werden , dass die ganzen Zahlen 
öo, ßi, . . Cy-i alle gerade sein müssen. 

Der Satz ist richtig für m = 8; denn in diesem Falle ist 

. 27t 107t . 63t 

<5o = sin — , = sin -g— = — sin -g-, 
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also tfo positiv, öi negativ. Hier ist nun und es kann 

also Sq und Si nur dann gleiches Vorzeichen haben, wenn Cq 
gerade ist. 

Hiernach wenden wir die vollständige luductioii an. Wir 
setzen zur Vereinfachung v' = 2 und ennneiTi an die Be- 
zeichnung 

(16) m = 2^ ft = v = v' = J v, J v', 

und setzen voraus, dass unser Satz als richtig erwiesen sei, wenn 
ft an die Stelle von m tritt. 

Es ist dann 

= 1 (mod m), ö’" = 1 + fi (mod 5>" = 1 -f v (mod /i), 
= 1 + V + ft (mod m), 

und daraus ergiebt sich 

(5^ + »/ = — 



(17) (S^ (Sp+yn = — i Sin Ö/») = — i 

(18) = — <5^, 

wenn die 6^ aus den durch den üebergang von ä zu « — l 
hervorgehen. Nun bilden wir nach (17), (18) das Product 
und erhalten, wenn noch zur Abkürzung 

e' = ßo H“ ^1 “f" * ■ ' H~ 1) e'' = ^0 “h H" * * * "4" ^>^'—1 

gesetzt wird, 

8ß8i,+y.. = (- 1)«" {\y 

Dies ist aber em Product von derselben Form wie in 
dem ft an Stelle von m getreten ist, was gleichfalls mit allen 
seinen Conjugirten einerlei Vorzeichen hat. Es ist daher nach 
der gemachten Voraussetzung 

(19) (5o = e>//, (5i = (5>'^+i, . . (mod 2). 

Setzen wir also 

so folgt ans (16) und (17). 

8ß = (- I)«" 8/, 
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und hieraus ergieht sich, dass ebenso wie mit allen seinen 
conjugirten Werthen dasselbe Zeichen hat entateht aber 
aus Sß dadurch, dass ^ au Stelle von m gesetzt wird, und nach 
unserer Voraussetzung ist daher 

0, Ci = 0, . . ev"-i = 0 (mod 2), 
und mit Hülfe von (19): 


= 0, = 0, = 0 (mod 2), 

wodurch der Beweis des Satzes 3. geführt ist. 

Wenn wir nun in der Formel (12) für (So, <Si, . . <Sy-i das 
System To, wählen und die Exponenten g in die 

Form setzen. 


£ 

tu 




^ 1^-1 = 


Öv» — 1 


worin ö, e,,, . . ., ganze rationale Zahlen ohne gemein- 

samen Theüer sind, so erhalten wir 

und es folgt aus unserem Satze, dass e ungerade sein muss; 
denn wäre es gerade, so wäre £(ry ein Quadrat einer reellen 
Grösse , und folglich hätte ± loit seinen Conjugirten das- 
selbe Vorzeichen. Dann aber müssten nach unserem Satze alle 
•^01 durch 2 theübar sein, was wieder gegen die 

Voraussetzung ist, dass die Exponenten e, keinen 

gemeinsamen Theiler haben sollen. Wir haben daher den Satz: 

4. Ist (S (r) irgend eine Normaleinh,eit des Kör- 

pers so lassen sich die ungerade Zahl e 
und die ganzen Zahlen <?o, fii, . . so be- 

stimmen, dass * 

<2o) 

wird. 

Dies Ergehnies führt zu einigen wichtigen Consequenzen: 

5. Ist T der Regulator des Systems der tßy und 
der Regulator eines Fundamentalaystems nor- 
maler Einheiten in d. h. der Minimalwerth, 
den der Regulator irgend eines Systems unab- 
hängiger Normaleinheiten annehmen kann, so ist 

(21) r = C To, C = 1 (mod 2), 

worin G eine ungerade natürliche Zahl bedeutet- 
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Dass nämlich T : 3^0 = C eine ganze Zahl ist, folgt aus der 
Formel (13). 

Wenn wir aber den Satz 4. auf alle Elemente des Funda- 
mentalsystems Si{r) anwenden, so ergiebt sich ein System ganzer 
Zahlen und eine ungerade Zahl so dass 

= ± 

Nehmen wir hiervon die Logarithmen und bilden dann den 
Regulator To, so ergiebt sich 

ß'' T q = ^ T Zj ^ fOjO ^1,1 • • • 1, 

folglich 

^ 0 dl ^0,0 ^1,1 • • • 1, 1» 

und da hierin die linke Seite ungerade ist, so kann G nicht 
gerade sein, w, z. b. w. 

Wenn alle conjugirten Werthe der Nonnaleinheit S{t^) 
einerlei Zeichen haben, so gilt dasselbe auch von S(rßy, und folg- 
lich müssen in diesem Falle in der Formel (20) die Exponenten 
^01 • *1 ^^ch 3. gerade Zahlen seio. Schreibt man dann 

die Formel (20) so* 

S,ir) = ± T? r? . . . <1-1 

BO erhalt man daraus den Satz: 

6. Eine Normaleinheit des Körpers die mit 
ihren Conjugirten gleiches Vorzeichen hat, ist, 
vom Vorzeichen abgesehen, ein Quadrat einer 
Normaleinheit 
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Fundamentalsystem von Einheiten des Körpers Hm- 

Es bleibt noch ubng, den Nenner H in der Formel fiir B 
[§. 218, (6)] zu bestimmen, der durch die Gleichung 

E = E^ D 

definirt war, worin E und die Regulatoren der Körper Hm^ H^ 
bedeuteten. 

Hier handelt es sich also nicht mehr um die Normal- 
einheiten, sondern um die Einheiten des Körpers Hm überhaupt. 
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Wir nehmen ein Fundamentalsystem von Einheiten im 
jrper Hm an: 

) £i(r.), £a(n), £.-i (»•<), 

id die conjugirten Logarithmen dieses Systems seien: 

) — l,Jt j ^ 1, 2, • . -1 V 1. 

Daneben betrachten ’wir ein Fundamentalsystem im Kor- 
jr Hfl' 

*) fl? • • •» 1 

it den conjngirten Logarithmen 

:) \le) • • -1 — fc == 0, 1, 2, , . 7/ 1 

Bei der BUdnng der Kegulatoren wird einer der conjngirten 
Berthe, etwa Zj = 0, weggelaasen (vgl. §. 191), nnd wir er- 
ilten daher 

-B = ± -2; i 7i,i 7fl,a . * . /f -1, r -1 
I!' = ±2± 7^,1 7i,s . . . 

Nun fügen wir zu dem Systeme (3) ein Fundamentalsystem 
)n Normaleinheiten des Körpers Hmi 

ad wir behaupten, dass dos System 

Q «Bj • • M fiv' — ll <§05 ^1) • ‘ '5 <§>" — 1 

in unabhängiges System von Einheiten des Körpers ist (wenn 
ach nicht ein Fundamentalsystem). 

Bezeichnen wir mit 

3) io,», Li,k, • • •) Lf-i, Tc] 7j = 0, 1, . . v' — 1 

ie conjngirten Logarithmen des Systems (6), so ist nach dem 
origen Paragraphen 

^) , i i io, 0 Li,i • • • i»''— 3, w— 1 = -Zo 

er Kegulator dieses Systems, und wir haben mit Rücksicht auf 

ie Definition der Normaleinheiten [§. 221, (9)]:] 

10) ii,k + i/ = — i{,l? 

nd weil die sj als Zahlen des Körpers durch die Substitu- 
Lon (f, — r) ungeändert bleiben: 

11 ) li.Tt + v' 
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Hiernach ergiebt sich der Regulator B des Systems (7) aus 
der Determinante: 


^1,1» ^a,ij 



il.l? 

■ ? iw— 1, 1 


7' 

tW— 1,»'— ij 

-^'0, W— 1 » 

il, t'— 1 , • . 

iy/^ljV'— 1 

^,oj Zi,07 

• -1 t'— l,0i 


— iljOi 

•5 - iw— 3,0 

?l,ij ^1, 

. . , 1 , 


““il,!! 

—iw— 1,1 

1) . 

W-1, 

— io, V'— 1 J 


— iy/_l^W— 1 


Diese Determinante hat v—l Zeilen, wir addiren die erste 
zur ^ zweite zur ^ — 1)^ zur 

letzten. Dadurch heben sich in den letzten (i/ — 1) Zeilen die 
L heraus und die V bekommen den Factor 2 [nach (10), (11)], 
und hieraus ergiebt sich nach einem Determinationssatze [Bd. I, 
§. 26, (9)]: 

(12) . B = 2''-! E' To. 

Da hiernach B mcht verschwindet und daher in (7) ein 
System von v — 1 unabhängigen Einheiten des Körpers vor- 
liegt, so können wir (nach §. 191) die rationalen (ganzen oder 
gebrochenen) Zahlen aus den Gleichungen 

(13) 2 = mi^i Zi,fc “1” • • • “1“ wiw— Zi/— 

Jfo,< io,fc + L-^-k “f“ • • • + -3^^ — 1 ,< iw— l,fc 

bestimmen. Es lässt sich aber leicht durch die Relationen (10), (11) 
nachweisen, dass die Zahlen bier ganze sein müssen. 

Denn es ist 

hi + Zi.l+t' = log I 6,(»^) £i(— fi) I = 

' ' ll,» “f" • ■ “I“ WV— i,J ly— i,fc 

Ij,* — l<,t+y = log I £i(rii) 6<(— r»,)-! ( = 
io,» + Jfi,< ii,» + ••■• + 

Die Einheiten e< (r) fl< ( — r) gehören n,ber dem Körper 
an, und da die fij nach Voraussetzung ein'FundamentalBystem 
dieses Körpers sind, so müssen die tn*,» nach §. 192 ganze ratio- 
nale Z^len sein. 

Die Einheiten e<(r) £<( — r)— * sind Normaleinheiten des Kör- 
pers Bi,, und weil die & ein Fundamentalsystem Yon Normal- 
einheiten sein sollten, so sind nach §. 221 die ganze Zahlen. 
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Zur besseren Uebersicht setzen wir die Gleichungen (13) 
ch einmal ohne den Index k, der die conjugirten Werthe von 
lander unterscheidet,- hierher : 

t) 2 li = li -j- Za “H * • 4" «V— i 

Lq -|- Li >4 4“ ■ • ’ 4" 

Bilden wir nun nach (6) und (13) den Regulator E und be- 
Lchnen mit M den absoluten Wertii der Determinante der v — 1 
>ihen der Zahlen fr^u -M*,»: 

Jkf =z + + nii^i . . . Mq^o 

folgt : 

5) 2"-'iJ5 = 3fE, 
id daraus mit Rücksicht auf (12): 

6) E= 2-^ ME^Tq, 

Es lässt sich nun weiter nachweisen, dass Jlf eine Potenz 
n 2 und durch 2*^ theilbar ist. 

Da nämhch das System (1) als Fundamentalsystem in 
rausgesetzt war, so giebt es ganze rationale Zahlen 
die den Gleichungen genügen: 

Zi = h i = ...y — i 

^ j- i,iZr-i, » = 0,l,2,...,a/ 1. 

Bilden wir daraus die Determinante B und bezeichnen mit E 
m absoluten Werth der Determinante der 27fc,i, so folgt: 

B = NE, 

id daraus nach (15): 

MN= 2^-4 

ixaus folgt, dass jede der beiden ganzen Zahlen M, N eine 
otenz von 2 sein musa 

Um zu entscheiden, durch welche Potenz von 2 die Deter- 
inante M theilbar ist, bestimmen wir zunächst ein System 
Einzer rationaler Zahlen di ohne gemeinschaftliohen Theiler, das 
en linearen Gleichungen 

i 

L8) = 0 (Ä z= 1, 2, . . 1) 

enügt. Setzen wir dann 

i 

l.-r — 1 
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80 erlialten mr aus den Gleichungen (13): 

i 

2 2 (kh.li = Soio,l. H“ Sl 

l,»— 1 

Daraus ergiebt sich nach (10) 

♦ 

und dies bedeutet, dass 

eine Normaleinheit des Körpers Hm ist Daraus folgt dann weiter, 
weil (§05 cSi, • • •) (Sr'-i ein Fundamentalsystem von Nonnal- 
emheiten ist, dass die Zahlen |o, |,;_i gerade sein 

müssen. Daraus ergiebt sich: 

1. Das System der Gleichungen (18) hat die Con- 
gruen zen 

i 

(19) 2 ® 

i,»-i Ä = 0, 1, . . v' — 1 

zur Folge. 

In den Gleichungen (18), deren Anzahl nur i/ — 1 beträgt, 
sind aber v — 1 Unbekannte Oi enthalten. Daher giebt es 
mehrere Systeme von einander unabhängiger Lösungen, was wir 
etwas genauer dahin präcisiren können: 

% Es giebt v' ganzzahlige Lösungen des 
Systems (18): 


( 20 ) 


^h,ii aa,i5 • • •» Öp— 1,1 
^35 ^3) • - -5 ^—1,3 


^3,>'5 • • •) öb/ — l,yf 

von der Art, dass aus der Matrix (20) eine 
Determinante von v' Reihen gebildet werden kann, 
die eine ungerade Zahl ist 
Denn es giebt zunächst eine Lösung von (18): 

02,15 Oa,i, . . ., Ot—i,!, 

in der eine ungerade Zahl vorkonlmt Nehmen wir an, was 
gestattet ist, da hier auf die Anordnung der Indices nichts an- 
kommt, es sei Oi^i diese ungerade Zahl, dann bestimmen wir eine 
zweite Losung: 
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1 der wieder eine ungerade Zahl, etwa Oa,#? vorkommh Dann 
estimmen wir eine dritte Lösung. 

0, 0, Oy— i,9i 

nd fahren mit Nullsetzen so lange fort, als die Anzahl der 
brig bleibenden Unbekannten noch grosser ist, als die Anzahl 
er Gleichungen. 

Im letzten System werden also v' — 1 Nullen Vorkommen, 
amit v' Unbekannte übrigbleiben. 

Diese Zahlenreihen können wir für das System (20) 
etzen, denn darin reducirt sich die Determinante 

21) 2 + Ul,l 04,8 . . . Oy», yt 

luf das Diagonalghed ai,i . . . Oy-,»», dessen Factoren alle 
ingerade sind. 

Ist nun die Forderung des Satzes 2. erfüllt, so lasst sich 
lie Matnx (20) durch Hinzufiigung von i/ — 1 Zeilen zu einer 
Jeterminante von v — 1 Reihen ergänzen, die gleichfalls einen 
ingeraden ganzzahligen Werth hat. 

22) a = S i Oljl Oa,2 • • - + . . . Oy — 1, y_l. 

Man braucht nur, wenn die Determinante (21) als ungerade 
vorausgesetzt wird, in den hinzugefugten Zeilen für die Elemente 
lauter Nullen zu setzen, ausgenommen die in der Diagonal- 
reihe stehenden, ay/+i,y/ + i . . . die gleich 1 genommen 

werden können. Dann erhält a denselben Werth wie die Deter- 
minante (21). 

Wenn wir aber jetzt nach dem Multiplicationssatze der 
Determinanten das Product a M bilden, so ergiebt sich eine 
Determmante, in der die v — 1 Summen 

i i 

1, r— 1 1,^—1 

fc z= 1, 2, . . v' — 1, fc = 0, 1, 2, , . v' — 1 

für jeden Werth s = 1, 2, . . ., eine Reihe bilden, und in der 
also Reihen Vorkommen, deren Elemente alle durch 2 theil- 
bar sind. 

Demnach ist aJf und folglich auch Af durch 2’'' theilbar, 
und wenn wir 

Weber, Algebra. II. 
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(23) ^^=2"+", N=2'"-<’-'^ 

setzen, so ist <3 eine nicht negative ganze rationale Zahl. 

Setzen mr dies in (16) ein, so folgt 

E = 2'’E'Ta. 

Nnn war in §. 218, (6) 

E = E'B 

gesetzt, und es ergieht sich also: 

D = 2° To 

Hieraus folgt für den Classenzahlfactor B nach §. 220, (15) 
und §. 221, (21)- 

(24) B = 2-<’^— 2-” C, 

J-Q 

worin C eine ungerade ganze Zahl ist. 

Demnach ergiebt sich nach § 218, (4) für den zweiten 
Factor hi der Classenzahl, der, wie wir gesehen haben, eine 
ganze Zahl ist: 

(25) Al = 2-^hiG. 

Nehmen wir nun als bewiesen an, dass h[ ungerade ist, so 
folgt, da auch C ungerade ist, dass ö = 0 und Ai ungerade ist, 
und beides ist also damit durch vollständige Inducüon bewiesen. 

Damit werden die abgeleiteten Resultate folgen dermaassen 
vereinfacht* 

3, Es ist 

.(26) M=2'\ D=To, B = -^-, 

der Classenzahlfactor B ist gleich dem Ver- 
haltniss des Regulators T der Einheiten x zum 
Regulator Tq eines Fundamentalsystems von 
Normaleinheiten, und ist eine ungerade ganze 
Zahl. 

Bezeichnen wir die zu wi = 2^ gehörige ifahl B mit B*, so 
ist die Classenzahl Ai, wie durch vollständige Induction folgt, 
(27) A, = B,Bß ...B„ 

und ist also auch eine ungerade Zahl, Damit ist dann , mit 
Rücksicht auf §. 219, 1., das Haupttheorem bewiesen: 

A. Die Classenzahl im Körper ist, wenn m eine 
Potenz von 2 ist, ungerade. 
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Positive Einheiten. 

Die zuletzt gefundenen Kesultate zeigen , dass das System 
lahhÜDgiger Einheiten §. 222, (7): 

fil, £a> • • •) fir' — 1? cBoi • ■ -1 

i Körper kein Fundamentalsystem bildet Denn sonst 
üssten in den Formeln §. 222, (13) die Zahlen sämmt- 

ih durch 2 theübar sein, und es wäre die Determinante Jf, 
jren Werth wir = 2’'' gefunden haben, durch 2’'-i theilbar. 

Wir betrachten nun an Stelle des Systems der Gleichungen 
S), §. 222 die folgenden Congruenzen- 

i 

"2 = 1 
1, V — 1 

i 

(■. ^ hmi,i = 0 (mod 2), 


2 = 0 

Lnd beweisen, dass es möglich ist, ihnen durch ganzzahlige Werthe 
ler bi zu genügen. 

Ware es nicht möglich, so ' musste sich aus den — 2 Con- 
;rtienzen 

i 

iiWj^i = 0 (mod 2)‘, fc = 2, 3, . ., i/ 1 

1,^-1 

lie letzte 

^ = 0 (mod 2) 

als Folgerung ergeben, und dann würde, wie im Satze 1. des 
vorigen Paragraphen, weiter folgen; 

2 = 0 (mod 2); =;= 0, 1, . . i>' — 1- 

Man könnte dann an Stelle der Matrix §. 222, (20) eine 
Matrix der bj^i von i/ + 1 Reihen setzen, und es würde sich auf 

52 * 
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dem im vorigen Paragraphen eingeachlagenen Wege schliesöen 
lassen, dass M durch 2»'+^ theilbar sein musste, was nicht der 
Fall ist. 

Wenden wir aber das System der Multiplicatoren das den 
Bedingungen (1) genügt, auf die Gleichungen (14) des vorigen 
Paragraphen an , indem wir mit ii multipliciren und dann sum- 
miren, so ergiebt sich, wenn wir Vielfache von 2 weglassen und 
dies auch hier (wo irrationale Zahlen, nämlich die Logarithmen, 
auftreten) durch das Zeichen der Congruenz ausdrücken; 

( 2 ) II = Lq bi Li 2 Mi^ibi 

hi (mod 2), 

Wollen wir die Congruenz m eine Gleichung verwandeln, so 
kommt eine Summe von Grossen 

mit geraden ganzen Zahlen als Coefficienten hinzu. 

Dieselbe Betrachtung lasst sich aber auf Zi, Zs, . . 
anwenden, und danach kann man, wenn man von den Loga- 
rithmen wieder zu den Zahlen übergeht, die Formel (2) so in 
Worte fassen: 

1. Jede Einheit des Körpers SJ* ist als Product 
einer Normaleinheit des Körpers JBi„ und eines 
Quadrates einer Einheit in darstellbar. 

Wenn wir darauf den Satz 6., §. 221 anwenden, so ergiebt 
sich, dass jede Einheit S{r) des Körpers die mit allen ihren 
Conjugirten dasselbe Zeichen hat, vom Vorzeichen abgesehen, 
das Qufuirat einer Einheit m H»; sein muss. Ist aber 

±S(r) = 

worin § (f) eine Einheit in und J{r) eine Einheit in R^ ist, 
so muss auch /i(f) in Ry, enthalten sein. 

Denn setzen wir 

SO kann das Quadrat davon nur dann in Ry. enthalten sein, also 
durch die Vorzeichenknderung von r ungeändert bleiben, wenn 
entweder oder = 0 ist. Es kann aber nicht äd(r) = 
sein, denn die Einheit m ist nach §. 207, 1, das 

Product einer reellen Einheit und einer Einheitswurzel und 
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üa auch ^(r) reell ist, so musste reell sein, was nicht 

nöglich ist. Demnach ist jd(r) in enthalten. 

Da nun ^ ebenso wie m jede beliebige Potenz von 2 sein 
tann, so ergiebt sich hieraus das zweite Biaupttheorem: 

B. Eine Einheit des Körpers die mit allen ihren 
Conjngirten positiv ist, ist das Quadrat einer 
Einheit desselben Körpers. 

Von den beiden Theoremen A. und B. haben wir aber im 
§. 210 den Beweis des Hauptsatzes von den AbeVschen Zahl- 
korpem (§. 208, L) abhängig gemacht. 


Funfundzwanzigster Abschnitt. 

Transoendente Zahlen. 


§. 224 . 

Abzahlbare Mengen. 

In der Einleitung zu unserem Werke ist der allgemeine 
Begriff der Zahlen definirt worden, und mit diesem allgemeinen 
Zahlenbegriffe haben wir zunächst, z. B. bei dem Beweise der 
Wurzelexistenz, operirt Im weiteren Verlaufe unserer Betrach- 
tungen haben wir uns dann nui' mit algebraischen Zahlen 
beschäftigt, ohne uns darüber Rechenschaft zu geben, ob damit 
der Umfang des Zahlenbereiches erschöpft sei, oder ob es 
auch nichtalgebraische Zahlen giebt. Die Existenz von nicht- 
algebraischen Zahlen, die man auch transcendente Zahlen nennt, 
ist zuerst von Liouville bewiesen Andere Beweise dafür rühren 
von G, Cantor her^). 

Wir knüpfen hier an den schon m der Einleitung aus ein- 
ander gesetzten Begriff einer Menge oder Mannigfaltigkeit 
an, womnter ein System von Elementen irgend welcher Art zu 
verstehen ist, was so genau abgegrenzt ist, dass von jedem be- 
liebigen Objecte voUig entschieden ist, ob es zu dem Systeme 
gehört oder nicht 

Wir unterscheiden endliche und unendliche Mengen, und 
fuhren als erstes und wichtigstes Beispiel einer unendlichen Menge 
die Gesammtheit der natürlichen Zahlen 1, 2, 3, . . . an. 
Dann gilt folgend® Definition: 

1. Dofinition. Eine Menge heisst abzahlbar, wenn 
ihre Elemente mit der natürlichen Zahlenreihe 

G. Oantor, Grellere Journal, Bd. 77 (1878). üeber eine Eigen- 
schaft des Inbegriffes aller reellen algebiaischen Zahlen- 
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oder einem Theil derselben in eine gegenseitig 
eindeutige Beziehung gesetzt werden können^). 

Jede endliche Menge ist hiernach abzahlbar, und bei der 
Abzählung wird die natnrUche Zahlenreihe nur bis zu einer 
gewissen höchsten Zahl verwendet Im Weiteren betrachten wir 
vorzugsweise unendhche Mengen. 

Wir können der Definition für eine unendlicbe abzahlbare 
Menge auch den Ausdruck geben, dass es eme solche Menge ist, 
bei der jedem Element eine bestimmte Zahl der natürlichen 
Zahlenreihe als Name beigelegt werden kann, so dass auch jede 
Zahl der Zahlenreihe dabei verwandt wird, also eine Menge, in 
der es ein erstes, zweites, drittes, . . ., hundertstes, . . Element 
giebt 

Endhch können wir auch sagen, dass eine unendliche ab- 
zahlbare Menge eine solche ist, die sich derart in eine Reihe 
ordnen lasst, dass ein erstes Element vorhanden ist, und dass 
auf jedes Element ein bestimmtes anderes der Menge 
folgt, und jedem Element, mit Ausnahme des ersten, ein be- 
stimmtes anderes El'ement vorangeht. Eine solche Reihe 
können wir eine zahlbare Anordnung nennen. 

Es ist klar, dass eine abzahlbare Menge nicht nur auf eine, 
sondern auf* unendlich viele verschiedene Arten abzahlbar ist. 

Ausser der naturhchen Zahlenreihe selbst, die sicher ab- 
zahlbar Ißt, können wir als zweites Beispiel das System der 
rationalen positiven echten Brüche anfiihren, die unter Anderem 
in folgender Weise ahgezahlt werden können: 

2’3’3’4’4’ö’5’5’ö’6’6’‘‘‘ 
d. h. 80, dass jeder grossere Nenner dem kleineren Nenner folgt, 
und dass die Brüche von gleichem Nenner nach der Grosse des 
Zählers geordnet sind. Wollte man aber die Brüche nach der 
Grosse ihres numerischen Werthes ordnen, so würde man keine 
zählbare Anordnung bekommen- 

2 . Die Gesammtheit aller algebraischen Zahlen 
ist eine abzahlbare Menge. 

Cantor, L c Der Begriff der abzlhlbareu Mengen decakt sich mit 
dem von Dedekind ohne dieVorauBBetznng dee Zahlen ByBteme 
definirten Begriffe der einfach unendlichen Systeme (Dedekind,. 
Waa Bind und was sollen die Zahlen? §. 0. Brannsohweig 1887. Zweite 
unveränderte Auflage 1898 ) 
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Um diesen wichtigen Satz nachzuweiaen , erinnern wir uns 
daran, dass jede algebraische Zahl ® die Wurzel einer und nur 
einer irreduciblen Gleichung 

(1) / (®) = flo ^ -j 1- a« = 0 

ist, in der «o, ai, . . a„ ganze rationale Zahlen ohne gemein- 
samen Theiler sind, und Qq von Null verschieden und positiv ist. 
Der Grad n der Gleichung (1) ist eine positive ganze Zahl, also 
mindestens = 1. Die Zahlen Oi, . . ., On-i können zum Theil 
Null sein. 

Wir wollen nun die Vorzeichen i; so bestimmen, dass ± «i, 
i Oa, 4: Os, . . ., ± ön nicht negativ smd, und nennen die Summe 

(2) -V = (w — 1) -|- Oq ± Ol ± aa ± • • • ± On 

die Hohe der algebraischen Zahl ®. Die Hohe ist dann immer 
eine positive ganze Zahl. 

Nun ist leicht zu sehen, dass es für einen gegebenen Werth 
der Höhe N immer nur eine endliche Anzahl von algebraischen 
Zahlen geben kann. Denn zunächst kann n nach (2) niemals grosser 
als N sein, und zu jedem gegebenen N Und n können die Zahlen 
Oo, Ol, . . a„ nur auf eine endliche Anzahl von Arten bestimmt 
werden. Man hat dann unter den so bestimmten Functionen /(©) 
nur die irreduciblen beizubehalten. Wenn man nun die alge- 
braischen Zahlen in der Weise ordnet, dass man die Zahlen von 
germgerer Höhe denen von grösserer Höhe voranstellt, dass man 
unter Zahlen gleicher Höhe die voranstellt, deren reeller Theil 
kleiner ist, und unter Zahlen von gleicher Hohe und gleichem 
reellen Theile die von kleinerem imaginären Theile vorangehen 
lasst, so haben wir eine zahlbare Anordnung der algebraischen 
Zahlen, und es ist erwiesen, dass die Gesammtheit aller alge- 
braischen Zahlen eine abzählbare Menge ist 
Wir erhalten beispielsweise: 


N=l, 

w = 1, 

ÖQ 1, 

Ol = 0 

N= 2, 

»= 1, 

^ ll 

fll = + 1 

JV= 3, 

n = 1, 

ao = 1, 

Ol = ± 2 



Uq = 2, 

~ i 1 


n = 2, 

Oo = 1, 

.(h = 0, 


und der Anfang der geordneten Reihe der algebraischen Zahlen 
wird also 

0,-1, +1, -2, -I VCTT, 1, 2, ... 
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Jeder Theil der natürlichen Zahlenreihe ist eine abzahlbare 
lenge; denn man braucht ja die Zahlen eines solchen Theiles 
ur nach ihrer Grösse zu ordnen, um eine zählbare Anordnung 
u erhalten. 

Daraus aber ergiebt sich, dass jeder Theil einer abzahlbaren 
lenge selbst eme abzahlbare Menge ist. Es folgt daraus unter 
Luderem, dass auch die Menge der reellen algebraischen 
jahlen abzahlbar ist. 


§ 225. 

Unzählbare Mengen. 

Wir kommen nun zweitens zu dem Beweise des Satzes, dass 
unter den Zahlenmengen auch nicht abzahlbare giebt, und 
rir werden speciell nachweisen: 

Dass die Gesammtheit aller reellen Zahlen, 
selbst wenn wir uns auf ein endliches Intervall 
beschränken, nicht abzahlbar ist 

Wir betrachten zu diesem Zwecke irgend eine abzahlbare 
VIenge reeller von einander verschiedener Zahlen, die wir, in 
3ine zahlbare Anordnung Ä gesetzt, so bezeichnen wollen: 

lÖ) (Dl, (Dg, (D3, (D4, , . . 

'wobei daran zu erinnern ist, dass dies nicht etwa eine Auf- 
sinanderfolge nach der Grosse bedeuten soll). 

Der Kürze wegen wollen wir von zwei Elementen der Reihe 
ß das mit kleinerem Index das frühere, das mit grösserem 
das spätere nennen. 

Wir nehmen nun irgend zwei reelle Zahlen cc, ß an, so dass 
oß < j3 ist, und zeigen, dass es in dem Intervalle d = (oß, ß) 
mmdestens eine Zahl giebt die nicht in der Reihe ß vorkommt. 
Haben wir eine solche Zahl für jedes Intervall nachgewiesen, so 
giebt es auch deren unendhch viele, da man ja dieselbe Schluss- 
weise auf jeden Theil des Intervalls (a, ß) an wenden ksmn. 

Zunächst ist klar, dass unsere Behauptung richtig ist, wenn 
in irgend emem endlichen Theüe des Intervalles S nur eine 
endliche AnzEÖil von Zahlen der JReihe ß enthalten ist, und wif 
können also ohne Weiteres zu dem Falle übergehen, dass in 
jedem noch so kleinen Theile des Intervalls J eine unendliche 
Menge von Zahlen der Reihe ß liegt. 
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Wir bezeiclmeD mit cs^, flie beiden frühes ton Zalilen der 
Eeihe ß, die in dem Intervall ö liegen, nehmen ^ < ßi 
und setzen = ßi — «i, so dass = («x, ßi) öin Theil des 
Intervalles S ist. 

Nun bezeichnen wir ebenso mit 05.j, ß^ die beiden frühesten 
Zahlen von ß, die im Inneren des Intervalls C^t Aus- 
schluss der Grenzen) hegen, setzen < ß^ voraus, und setzen 

Öj = 

Auf diese Weise können wir fortfahren und erhalten eine 
unbegrenzte Reihe von Intervallen: 

Ä, dl, dj, ds, . . . 

deren jedes alle folgenden einschliesst, und zwei lleihen vun 
Zahlen * 

a, «i, «a, . . . 

ßi ßli ßi^ • • • 

die, mit etwaiger Ausnahme der ersten, a und ß^ alle der Reihe 
ß angehören. Die a, ccj, o,, . . . bilden eine wachsende, die 
ßj ßi) ß^i • • • öiiiö fallende Zahlenreihe, und zugleich ist jedes a 
kleiner als jedes ß. 

1. Daraus ergiebt sich, dass die Zahlen «r eine 
obere Grenze a, die Zahlen ßy eine untere Grenze 
l haben, und dass a jedenfalls nicht grosser 
als 6 ist (Vgl. Bd. I, §. 41, 1.) 

Es kann aber möglicherweise a = h sein. 

Aus der Bildungsweise der Intervalle d, dl, dj, . . - geht noch 
Folgendes hervor: 

2. Wenn irgend eine Zahl m der Reihe Ä in dem 
Intervalle d,,, mit Ausschluss seiner Grenzen 

ßy^ liegt, so ist (D in der Reihe ß spater als das 
derselben Reihe angehonge Zahlenpaar ßy. 

Denn ßy waren ja die beiden frühesten im Intervalle 
d,_i gelegenen Zahlen von ß. Daraus folgt: 

3. Die der Reihe ß angehongen Zahlenpaare «r, ßv 
sind um so spatere Glieder der Reihe ß, je 
grösser der Index v ist, und da wir angenommen 
haben, die Reihe der Intervalle 8y breche nicht 
ab, so können wir ßy für ein hinlänglich 
grosses v beliebig weit in der Reihe ß hinaus- 
rucken lassen. 
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Nun ergiebt sich sehr einfach, dass keine Zahl die mit 
eioer der Zahlen a, 6 zusammenfallt, oder auch, wenn a und h 
verschieden smd, zwischen ihnen hegt, zu der Reihe iö gehören 
kann. 

Denn die Zahl g liegt im Inneren eines jeden der Inter- 
valle Sy, Nehmen wir an, es komme ^ in vor, und gehen 
nach 3. mit v so weit, dass «r, ßv m Sl spater als g kommt, so 
kann g nach 2. nicht im Intervall ä,, liegen, und damit ist die 
Unmöglichkeit unserer Annahme erwiesen. 

Daraus folgt also, dass die Gesammtheit der Zahlen' 
eines Intervalls a, ß keine abzahlbare Menge bildet 


Diese Thatsache lasst sich noch auf einem anderen Wege 
beweisen, der in gewisser Beziehung noch einfacher ist, und den 
mit wenig Worten darlegen woUeiL Wir beschranken die 
Allgemeinheit nicht, wenn wtt das lDter\^all von 0 bis 1 zu Grunde 
legen. Alle Zahlen dieses Intervalls denken wir uns durch un- 
endhche Decimulbruche dargestellt Darunter sind auch die end- 
lichen Decimalbruche enthalten, wenn wir alle Ziffern, von einer 
gewissen an, gleich Null setzen. Um die Darstellung durch 
Decimalbruche zu einer eindeutigen zu machen, mag noch fest- 
gesetzt sein, dass für einen endlichen Decimalbruch immer 
diese Darstellung gewählt, also z. B. nicht 0,4990 ... für 0,5000 
gesetzt werden soll 

Wir wollen nun annehmen, diese Decimalbruche bilden eine 
abzahlbare, Menge; sie lassen sich also in eine zahlbare Reihe 
anordnen, die wir so darstellen: 

GDj = 0, . . . 

. ©a = 0, «W ... 

^ ^ ©8 = 0, a af . . . 


worin die Ziffern des dekadischen Systems bedeuten. 

Es ist nun aber sehr leicht, emen Deciinalbruch (oder auch 
beliebig viele) nachz^weisen, die in der Reihe Ä nicht ^ enthalten 
sind. Wir brauchen nur 

c= 0; ^3 . . . ‘ ^ ^ 

zu bilden, wobei die ßy Ziffern des dekadischen Systems sind, die 
der einen Bedingung genügen, dass ßy für jedes v von ver- 
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ßchieden ist Diese Zahl die doch auch dem Intervalle (0, 1) 
an gehört, kann mit kemer Zahl der Reihe Sl übereinstunmen. 

Man kann die Büdung von t] noch dadurch verallgemeinern, 
dass man die ersten ß bis zu einem beliebig weit entfernten 
willkürlich annimmt, und erst von da an das Gesetz: ßy ver- 
schieden von gelten lasst. 

Da nun bewiesen ist, dass die reellen algebraischen Zahlen 
eine abzahlbare Menge bilden, und dass es in jedem Intervall 
Zahlen giebt, die einer gegebenen abzahlbaren Menge nicht an- 
geboren, so folgt hieraus ganz unmittelbar: 

Es giebt in jedem reellen Intervall trans- 
cendente Zahlen. 


§. 226 . 

Transcendenz der Zahl e. 

Eine weit schwierigerö Aufgabe ist es nun, von einer bestimmt 
vorgelegten Zahl zu entscheiden, ob sie algebraisch oder trans- 
cendent ist Hier hat sich das Interesse hauptsächlich auf die 
beiden in der Analysis so häufig vorkommenden Zahlen e, d. h. die 
Basis des natürlichen Logarithmensystems, und die Ludolph’sche 
Zahl Ä, das Verhältmss des Kreisumfanges zum Durchmesser, 
concentrirt 

Für die Zahl e ist die Frage von Hermite in emer be- 
rühmten Abhandlung entschieden, die für die späteren Unter- 
suchungen über die Zahl 7t die Grundlage geworden, ist i). Die 
Entscheidung für die Zahl die wegen ihrer Beziehung zu dem 
altheruhmten Problem der Quadratur des Kreises ganz besonders 
interessant war, bot aber noch lange Zeit unüberwindliche 
Schwierigkeiten. Endlich ist von Liudemann der Nachweis 
geführt, dass auch zu den transcendenten Zahlen gehört Der 
von Lindemann gegebene Beweis bot aber dem Verständniss 
zunächst noch grosse Schwierigkeiten, die durch spätere Unter- 
suchungen von WeierstrasB, Hilbert, Hurwitz und Gordan®) 
aBmählich so völlig beseitigt sind, dass sich der Beweis jetzt 

Hermite, Sur la fonotion exponentielle. Comptes rendus, 
T LXXVn, 1878. 

*) Lindemann, Ueber die Zahl n. Mathein* Annalen, Bd. 20, 1882. 
'WeierstraBfl, Zn Lindemann’e Abhfiendlung „Ueber die Ludolpfsche 
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mit ganz elementaren Mitteln und auf die einfachste Weise 
führen lässt. 

Wenn wir, wie schon früher, mit JI(n) das Product 
JI(n) = 1.2.3 ... n 

bezeichnen, so wird, wenn rr eine beliebige Grosse ist, 

W) 

mit unendlich wachsendem n sich der Grenze Null nähern, und 
zwar stärker , als die Glieder einer fallenden geometrischen 
Reihe. 

Denn ist h eine ganze Zahl, die grösser ist als der absolute 
Werth von a;, so ist der absolute Werth von x : h immer dann 
ein echter Bruch, wenn Ä gleich oder grösser als Je ist. Folg- 
lich ist 

flf» 0^ X X X 0^ X 1”—^ 

ir^ ~ fc+i jrp2 ■■■« ^ TT(j^ 11 • 

Hieraus folgt, dass die unendliche Reihe 

(2) c» = 1 + » + 4- • . . ■ 

für alle Werthe von x convergirt, und durch sie definiren wir 
die Exponenüalfunction e®, deren einfachste Eigenschaften wir 
hier aus der Analysis voraussetzen. Insbesondere gilt für zwei 
beliebige Werthe y die Relation 

ßtB + y — ßtt 

aus der dann folgt, dass e" für ein ganzes positives n die 
n*® Potenz der Zahl 

w * = ^+4ä)+nI5j+iÄ)+": = ... 

ist 

Wenn nun r irgend eine ganze positive Zahl bedeutet, so 
können wir die Formel (2) so darstellen: 

(4) jrCr)e" = JT(r)4-g^® + ^a:«+-- + ®^ + ^ü'r, 

Zahl“, äitzungsbenoht der Berlmer Akademie, 8. Deoember 1886. Die 
Arbeiten von Hilbert, Hnrwitz und Gordan finden aioh alle drei in 
Band 48 der MathematiBohen Annalen (1898), die beiden ersten anoh m 
den Göttinger Nachnohten von 1893. 
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■wonn 

X 

(5) ü; = ^ + ^^_^j^^^_^2) + (r+l)(r+2)(r + 3)+ ••’ 

und diese Formel gilt auch für r = 0, wenn man JT(0) = 1 
annimmt. 

Bezeichnen wir den absoluten Werth von x mit so ist nach 
dem m der Einleitung bewiesenen Satze, dass der absolute Werth 
einer Summe niemals grösser ist als die Summe der absoluten 
Werthe ihrer Theile, der absolute Werth von Ur gewiss nicht 
grosser als 

g ga g3 

»qn: + (r + 1) (r+2) + (r + 1) (r + 2) (r+ 3) + • • •’ 
also kleiner als 

1 + y + yy + = (5*. 

Wenn wir daher 

Ur = qr^ 

setzen, so ist Qr eine Function von x, von der wir nur so viel 
feststellen, dass ihr absoluter Werth kleiner als 1 ist 

Hiernach stellen wir die Formel (4) für r = 0, 1, w auf, 
und schreiben die G-lieder, in umgekehrter Reihenfolge geordnet, 
übersichtlich so; 

jf7(n)e® = QnX^e^ -(- rc" -|- « (n — 1) + * • ■ 

+ JI(n) 

(6) n(n—l)e^ = ^ ^ — 

— l)(n — 2)ir"“S+ 


^ + 1- 

Nun nehmen wir eine beliebige ganze Function Grades 
von X an: 

(7) f{x) = CnX^ + H h Co, 

und ihre Derivirten 

f(x) + + 

(8) /"(^3 = w(n — — l)(n — 

/(»)(a;) = JI(n)cn, 
ttud E(etzen noch zur Abkürzung 

(9) ; F(x) = f(x) + f'(x) + /"(a;) ^ f- /c«) (x). ' 
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Es ist dann F{x) eine ganze Function von x vom Grade n. 
Hetzen wir endlich noch 


10) Q{x) = CnQnX” -\ 1- 

,11) P = CnJT(n) -(- Cn— 1 Jr(w — 1) -j- Co, 

10 ist Q{x) von x abhängig, wenn auch nicht rational durch x 
lusdr'dckbar, P aber ist von x unabhängig. 

Wenn wir nun die Gleichungen (6) der Reihe nach mit ^ 
c„_i, . . Cq multiphciren und addiren, so folgt 

:i2) e-P = F(x) + e^Q(x). 

Diese Formel ist nun der Ausgangspunkt der weiteren 
Schlüsse 

Nehmen wir an, es sei e eine algebraische Zahl, so muss 
eine Gleichung, deren Grad m sei, bestehen. 


^13) Cq GiS -j- Caß* “1" *•' H” 

deren Coefficienten Cq, Cj, . . Gm ganze rationale Zahlen 
sind, von denen Gq und Gm von Null verschieden sind. Es handelt 
lieh darum, die Unmöglichkeit dieser Annahme darzuthun. 

Zu diesem Zwecke setzen wir in der Gleichung (12) flir x 
der Reihe nach die ganzen Zahlen 0, 1, 2, . . . , m, so dass S 
X identisch wird, multipliciren mit Cq, Cj, ..., und addiren. 
Dann ergiebt sich nach (13), da P von x unabhängig ist: 

(14) 0 = CoF(O) + G,F(1) H h GmF(m) 

+ GoQ{Q)+G,eQ(l)-^- + C«ß-(2(m), 


und nun soll aus einer passenden Annahme über die noch will- 
kürliche Function f{x) nachgewiesen werden, dass die Gleichung 
(14) unmöglich ist. 

Wir wählen eine Primzahl jp, die grösser ist als w»i), und 
setzen. 


( 15 ) /(^) 


(1 — xy (2 — xy ...(m — xy 

- n{p - ij 


’) Dass ea immer eme Primzahl p gioht, die grösser ist, als eine 
beliebige Zahl ist sohon bei Enklid bewiesen (Elemente, Buch IX, 
Nr. XX, Bd. 2 der Heiberg’sohen Ausgabe). Der Beweis ist einfach der, 
dass die ganze Zahl J7(w) "h 1, üie offenbar grösser als ist, durch keine 
Primzahl theilbar ist, die lucht grösser als ist, weil diese Zahl bei der 
Theilnug durch jede der Zahlen 2, 0, . ^ den Rest 1 ergiebt. Es ist 
also numöghoh, dass keine Primzahl über ^ hegt. 
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SO dass der Grad n von /(x) gleich: (m + l)i? — 1- ist, und wir 
beweisen nun zweierlei: 

1) CoJF(0)'|- Ci-F(l)-|-“* + C^F(m) ist eine von Null 

verschiedene ganze Zahl, also, vom Zeichen abgesehen, 
imndestens gleich 1, 

2) OqQ(0) + CieQ(l) + • • + Cme^^Q(m) ist kleiner als 1, 

beides unter der Voraussetzung, dass über p passend verfügt 
wird Ist dies beides bewiesen, so erkennt man die Unmöglich- 
keit der Gleichung (14) und also die der Gleichung (13), aus 
der (14) gefolgert war. 

Ordnen wir den Zähler yoiif(x) nach Potenzen von x, so 
ergiebt sich ein Ausdruck der Form. 

(16) + + - , 

worin -4p, -Ap + i, . . . ganze Zahlen sind, und Ap^i 

= [II(w)]^ also gewiss nicht durch p theilbar. Es ist daher, 
wenn man (16) mit der Taylor’schen Entwickelung 

/(^) =/(0) + xf(0) + + • • 

Tergleicht, 

/(O) =/(0) =/"(0) = ■ =/(i>-')(0) = 0, 

/O-x)(0) = /(p)(0) = pA^, /(P +«(0) = pCp + 1)A,^, 

also 

F(0) = Ap^i -(- P^ + i + + I)^P+i + • • 1 

eine durch p nicht theilbar^ ganze Zahl. Ordnen wir aber 
f(x) nach Potenzen von x — 1, so folgt: 

5p(2:-l)r + J?p + ,(a:-l)p + i + .. 

JTOp-1) 

worin die £p, Bp+i, ... wieder ganze Zahlen sind. Daraus folgt, 
wie oben, durch Vergleichung mit 

/(*)=/(!) + + • 

F(l) = pBp -l--i>(p + l)-Bp+i H 5 

folglich ist F(l) eine durch p theilbare ganze Zahl, und 
genau auf demselben Wege ergiebt sich, dass ^"(2), ^^(3), ^(wi) 

durch p theilbare ganze Zahlen sind. Da man nun anch p so 
gross wählen kann, dass Oq nicht durch p theilbar ist, so folgt, 
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dass CqF( 0) CiF{l) CmF(m) eine nicht durch p 

theilbare, also auch nicht verschwindende ganze Zahl ist, und 
damit ist 1) bewiesen. 

Wenn wir nun hoch nachweisen können, dass Q(x) fiir jedes 
positive X durch Vergrösserung von p beliebig klein gemacht 
werden kann, so folgt, dass bei hinlänghch grossem p der Aus- 
druck 2) gewiss kleiner als 1 dst, und unser Beweis ist vollendet 
Gehen wir aber zu dem Ausdrucke (10) für Q(x) zurück 
und bezeichnen nut yn-ii • ■ -i yo absoluten Werthe der 

Coefficienten c«, c„_i, ..., Cq von /(rc), so sehen wir, da die 
(Zn, 2 ti-i, dem absoluten Werthe nach kleiner als 1 siad, dass 
für jedes positive x der absolute Werth von Q(x) kleioer ist als 

<17) . il){x)=yna^ yn-i H 1- y, 

Die Coefficienten c«, c»_i, Cj, der Functioii /(a:) in (16) 
TinterBoheiden. sich aber von den y„, y.-ij Vo durch das 
"Vorzeichen. Ersetzen mr daher x durch — x, bilden also die 
Function 

,, , ajP-Hl + a;)*’ (2 + *)*’■■• (w + a:)*’ 

/(-a:)= n[p-l) 

so hat diese Fhnction dieselben Coefdcienten, wie f(x), aber alle 
mit positiven Vorzeichen, Sie ist also keine andere, als die 
Function i>{x). 

Setzen wir also noch 

X = a: (1 + a:) (2 + 1) ... (ffi + 4 
so wird ^ 

und dies nähert sich, wie am Anfänge dieses Paragraphen nach- 
gewiesen ist, mit unendlich wachsendem p der Grenze Null. 

Es ist also 6 eine transcendente ZahL 


§. 227. 

Transcendenz der Zahl «. 

Mit denselben Hülfsmitteln lässt sich nun auch die Trans- 
•cendenz der Zahl a beweisen. Als Definition dieser Zahl dient 
uns dabei, dass es die kleinste positive Zahl ist, die der Gleichung 
< 1 ) = — 1 
genügt, wenn e“ durch die Formel §. 226, (2) definirt wird. 

Weber, Algebt* ü. 03 
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Nehmen wir also an, es sei ^ und folglich auch i^t eine 
algebraische Zahl, so ist itc eine der Wurzeln 'einer ureduciblen 
rationalen Gleichung ;u(a?) = 0, deren Coefficienten ganze ratio- 
nale Zahlen sind. 

Bezeichnen wir die sämmtüchen Wurzeln dieser algebraischen 
Gleichung mit ßi, jSj, . . ßp, und bezeichnen den Coefficienten 
von a;* in ;j; mit o, so ist 

( 2 ) x{x) = a(x - ßi) (x — ßi)... (x—ß,), 

und die Producte a/Si, a/Jj, . . ajS^ sind ganze algebraische 
Zahlen, ihre ganzen symmetrischen Functionen also ganze 
rationale Zahlen (§. 149). 

Da nun die Zahl ijc unter den ß Vorkommen soll, so ist 
nach (1): 

(l + fl»0 Cl+e^) ... (l+6^) = 0. 
und wenn wir die Multiphcation ausfahren, so ergiebt sich eine 
Gleichung; 

+ + 1 e^i + Ph + ßjc = 0 . 

Unter den Exponenten in dieser Summe kann mehrmals die 
Zahl Null Vorkommen; wir wollen annehmen (C — l)mal, so dass 
G eine positive ganze Zahl, mindestens = 1, ist. Die übrigen 
Exponenten ßi ßh^ ßi ßh ßio - - -j diö zum Theil auch 
unter einander gleich sein können, wollen wir mit «i, Oj, . . ., 
bezeichnen, so dass die Gleichung besteht: 

(3) c + ef^-\ ^ ß«/* = 0. 

Hierin sind nun die oci, o^, . . algebraische Zahlen, die^ 
mit der ganzen rationalen Zahl a multiplicirt, in ganze alge- 
braische Zahlen ubergehen. 

Die symmetrischen Functionen der sämmtlichen Summen 
ßi, ßi-\- ßh, ßi-\^ ßh^ ßin • • - sind aber zugleich symmetrische 
Functionen der ß,^ und folghch rationale Zahlen. Diese 

Summen sind folghch auch die Wurzeln einer rationalen Glei- 
chung, und da man die Wurzel 0, so oft sie vorhanden ist, ab- 
sondern kann, so sind auch die «i, Oj, . . ., die Wurzeln einer 
rationalen Gleichung; die symmetrischen Grundfunctionen der 
aoi, ao6j, . . ., aa^ sind ganze rationale Zahlen. 

Die absoluten Werthe der Zahlen 

sollen jetzt mit 

■ Ol, ttj, . . ., 

oezeionuet werden. 
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Wenn wir mm in der Gleichnng (12) des vorigen Paxa- 
graphen a? = 0, 0 ^ 1 , 02 ,..., setzen n^d die Gleichnng (3) an- 
wenden, so ergiebt sich: 

(4) 0 = CF(0) + F{c^) + Fioc,) H H F(a^) 

+ 0(2(0) + e«i(2(«i) + + ••• + ^M(2(a,), 

und wir haben die Unmöglichkeit einer solchen Gleichung bei 
einer geeigneten Wahl von f(x) darzuthun. 

Es sei wieder p eine zu unbegrenztem Wachsen bestimmte 
Primzahl, und 


( 5 ) 


— ai)i>(a;-05a)P...(a; — 

n{p — l) 


so dass f(x) eine Function mit rationalen Coefficienten ist 

Wir bilden nun, wie im vorigen Paragraphen, durch Ordnen 
nach Potenzen von x: 


+ ÄpXP + . . . 

n{p — l) 

worin die ^_i, Ap^ . . . ganze rationale Zahlen smd, und 
= (-l)V^+^-V"«? ... aj. 

Wenn wir also p grosser als jede der beiden ganzen Zahlen 

a, »“ocj otj 

annehmen, so ist Äp^i durch p nicht theilbar, und es wird 

J?’(0) = Ap-i pAp + jp(i> + + - ‘-i 

d. h. eine durch p nicht theilbare ganze Zahl. Ebenso ist, wenn 
p gross genug genommen wird, 0 durch p nicht theilbar. 

Andererseits ordnen wir den Zahler von f{x) nach Potenzen 
von a{x — «i) und erhalten 

‘'W— n{p-l) 

worin die jB^, 5p+i, . . . zwar nicht mehr rationale, wohl abei^ 
ganze algebraische Zahlen sind, da der Zahler von f{x) 
eine ganzzahlige Function von arr, aoi, . . ., aa^ ist 
Hieraus folgt nun, wie im vongen Paragraphen: 

-F(ai) =pJBpai^+i?0 + l)Bp+iai’+i -\ 

Bildet man auf die gleiche Weise F(cx^^ . . ., F{(x,y)^ und 
beachtet, dass die Su mm e JBp (oj) ~|- Bp (oc^) -j- • ■ Fp (a^) 
eine ganze rationale Zahl ist, so folgt, dass 

-F(«i) + + * * + -^(s) 
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eine durch p theilbare ganze rationale Zahl ist. Daraus ergiebt 
sich endhch, dass 

CF(iS) + F(o^) + F{a,) H h -FK) 

eine nicht durch theilbare, also auch nicht verschwindende, 
ganze rationale Zahl ist, die daher, vom Vorzeichen abgesehen, 
mindestens = 1 ist 

Können wir nun endlich noch beweisen, dass auch bei der 
jetzigen Annahme über / die Function Q{x) für jedes endliche 
X bei hinlänglicher Vergrösserung von beliebig klein gemacht 
werden kann, so ergiebt sich, genau wie oben, die Unmöglichkeit 
der Gleichung (4). 

Dies lässt sich aber folgendermaassen einsehen: Wir be- 
trachten statt der Function 

(6) fix) = + c„_iar— 1 -I (-Co 

die Function 

nip-l) 

= yn®” + + • • + yo, 

die nun lauter positive (aber nicht nothwendig rationale) Coeffi- 
cienten hat. Die Coefficienten c„, c„_i . . . sind durch Multi- 
plication und Addition aus den Zahlen o, — — Oj, . . 
gebildet, und die entsprechenden Coefficienten . . . erhalt 

man daraus, wenn man die — «i, -a„ . . ., durch ihre 

absoluten Werthe Oi, Og, . . ., an ersetzt, woraus nach dem schon 
oben erwähnten Satze der Einleitung folgt, dass die Coefficienten 
y», yn-i, . . . gewiss nicht kleiner smd, ab die absoluten Werthe 
der entsprechenden c*, c»_i, . . . 

Nun ist für jedes endliche x* dessen absoluter Werth | ist 
der absolute Werth von Qix) nach §. 226, (10) kleiner, oder 
wenigstens nicht grösser als 


y»f» + y-iS«-^ + • . + yo = V'(g), 

und dass ii(i) unter jede Grenze heruntersinfct, wenn p 
genug wird, schliesst man aus der Darstellung: 


wenn 


^ ^ ax iT(p — 1) ’ 


gesetzt bt 


X— o.“+i X Ca:-|-Oi) {x-j-a^) . , . (r-j-a^) 


gross 
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Damit ist bewiesen: 

Die Zahl ä ist eine transcendente Zahl. Die „Qua- 
dratur des Kreises“ kann nicht durch geometrische 
Construction, bei der nur algebraische Curven und 
Flächen angewandt werden, gelost werden. 


§. 228 . 

Der allgemeine Satz von Lindemann über die 
Exponentialfnnction. 

Die Transcendenz der Zahlen e und 7t, die hierdurch bewiesen 
ist, ist als specieller Fall in einem sehr allgemeinen Theoreme 
über die Exponentialfnnction enthalten, das Lindemann in der 
oben erwähnten Abhandlung angekundigt hat, von dem ein aus- 
gefuhrter Beweis in der citirten Abhandlung von Weierstrass 
enthalten ist Wir woUen diesen Satz hier zum Schluss noch 
beweisen mit Anwendung derselben Hülfamittel, die wir für die 
beiden speciellen Fälle benutzt haben. Der Satz lautet so: 

I. Es besteht keine Gleichung von der Form 
(1) Cjö** -|- , • ' “h = 0, 

in der die Coefficienten (7i, G^, Gm algebraische 
Zahlen und die Exponenten ^eri, 0 ^, , . 0 ^ von 

einander verschiedene algebraische Zahlen sind, 
es sei denn, dass alle Coefficienten G^, G^y - Gm 
gleich Null sind. 

Um ihn zu beweisen, leiten wir zunächst einen Hülfesatz ab: 
Es seien 

Ol, CSs, . . Or 

beliebige reelle oder imaginäre, jedoch von einander ver- 
schiedene Grössen, und 

Äly ^ Ar 

ebenfalls beliebige Grössen, die nicht s^lle verschwinden. 
Dasselbe soll von den zwei Grössenreihen 

ßii Al * • 1 A 
geltem Wir bezeichnen mit 
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die von einander verschiedenen unter den rs Summen 
und setzen 

A = A H Ae“«- 

B = B,e.^i + B,efi» H B.ePe, 

(3) AB = e*'* -|- Ci6^* -)- • ■ • -j- Cfe^t, 

Der zu beweisende Hülfssatz lautet dann: 

1. Die Coefficienten Ci, G^, . . Q können nicht alle 
verschwinden. 

Beim Beweise dieses Satzes können wir ofiFenbar annehmen, 
dass von den Coefficienten Ai Ai A B^, B, keiner 
verschwindet (da wir die etwa verschwindenden einfach -weg- 
lassen können). 

Des kürzeren Ausdrucks wegen nennen -wir für den Augen- 
blick, wenn a, b zwei verschiedene complexe Zahlen sind, a kleiner 
als b, (a < J), wenn der reelle Theil von a kleiner ist als der 
reelle Theil von b, oder wenn die reellen Theile gleich und der 
imaginäre Theil von a kleiner ist, als der imaginäre Theil von b. 

Ist dann in diesem Sinne a <b, b < c, so ist auch a c, 
und ist a < J, c < d, so ist a + c < J -f- d. 

Un-ter jeder endhchen Beihe von einander verschiedener 
complexer Zählen giebt es dann eine bestimmte kleinste, und 
wenn also Oj die kleinste unter den Zahlen a, ßi die kleinste 
unter den Zählen ß ist, so ist cc^ -|- ß^ die kleinste unter den 
Zahlen y, und diese Summe ist keiner der anderen Summen 
“i'+ A gleich Es ist also Ci = A A imd Cj von Null ver- 
schieden, w. z. b. w. 

Dieser Satz lässt sich nun durch vollständige Induction 
sofort verallgemeinern. 

2. Sind 

A' = A e“«' + A e“*' -I 

A" = A -(- Aä e*i" -j 

A'" = A"e^"'-i- Aa'e^’"-f- ■ 


Summen von der Form (2) in beliebiger Anzahl, 
und yi, y,, ... die von einander verschiedenen 

unter den Summen aj, + aj' + «J," , ao sind in 

dem Produote 

{*) A'A"A "' . . . = Dl + Cier. + . . . 

nicht alle Coefficienten ö,, (^, . . . gleich Null. 
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Diöser Hiilfssatz gestattet uds zunächst, beim Beweise des 
Theorems (1) die vereinfachende Voraussetzung zu machen, die 
Coeffidenten Ci, Cj, . . C^. seien ganze rationale Zahlen. 

Angenommen nämlich, es bestehe eine Gleichung 

^5) “l“ 0 

mit algebraischen Coefficienten ^15X2,... und von einander 
verschiedenen Exponenten so können wir immer an- 

nehmen, die Xi, X9, ... gehören einem und demselben alge- 
braischen Körper ß an. 

Wir bezeichnen mit Wi, «a» - • ■ Variable und bilden die Norm 
der Linearform XiWi.-[- 

(6) N {X,u, + X 2 U 2 H ) = (Ul, Wa, . • 0. 

die eine ganze homogene Function der Variablen u mit ratio- 
nalen Coefficienten ist, deren Grad gleich dem Grade des 
Körpers ß ist. Setzen wir in (6) 

Ul 6®^ Ua — ^ ? 

so geht jedes Product von Variablen u in eine Grösse von der 
Form e" über, worm is eine Summe von Zahlen x ist, und 

(Ui, Ua, . . .) wird ein Ausdruck von der Form -|- C72e*«-| , 

dessen Coefficienten rationale Zahlen sind, die, wenn die Xi, X,,... 
nicht alle verschwinden, nach 2. auch dann nicht alle Null sein 
können, wenn die unter einander gleichen unter den Gliedern 
der Function O (e®i, e“* ...) in ein einziges Glied Gb* zusammen- 
gefasst werden. Wenn nun aber die Gleichung (6) besteht, so 
ist auch ® e®i, . . .) 0, und folglich 

0 ^^^ — ]- * • * = 0 . 

Sind unter den Ci, Cj, .... gebrochene Zahlen, so können 
wir sie durch Multiplication der ganzen Gleichung mit dem 
Hauptnenner in ganze Zahlen verwandeln. 

3. Es braucht also jetzt nur noch bewiesen zu 
werden, dass die Gleichung (1) für kein System 
ganzer rationaler Zahlen Cj, O21 • • •? ^»»1 nicht 
alle verschwinden, bestehen kann. 

Demnach nehmen wir jetzt an, es bestehe eine Gleichung 

( 7 ) + = 0 , 

deren Coöfficienten Xi, Xa, ... ganze rationale Zahlen sind, 
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die nicht alle = 0 sind, worin die Exponenten rci, . . . von 
einander verschiedene algebraische Zahlen sind. Wir bezeichnen 
mit ß einen Normalkörper, dem alle diese Zahlen . 

angehören, und mit & eine primitive Zahl dieses Körpers^ 
ferner mit 

(J' = (®, &), <J" = (®, . . . 

die Substitutionen des Körpers ß. Wenn durch eine dieser Sub- 
stitutionen, 6\ die Zahlen a;^, . . . m ai, , ubergehen, so 
müssen auch diese von einander verschieden sein. 

Es sei jetzt u eine Variable und 

(8) ü = -f- -| 

Hierin machen wir die sämmthchen Substitutionen (J', 6”^ . . . 
und bezeichnen die so entstehenden Functionen mit U\ ?7", . . 
Das Product aller dieser Functionen können wir, obwohl es sich 
nicht bloss um algebraische Zahlen handelt, die Norm von U 
nennen. Dieses Product hat die Form 

(9) N{U) = OlC“'! + , 

worin die Cx, Cj, . . . gleichfalla ganze rationale Zahlen sind. Die 
03, ... sind Zahlen des Körpers ß, die wir, wenn wir die 
Glieder mit gleichen Exponenten in ein einziges Glied zusammen- 
fassen, als von einander verschieden voraussetzen dürfen. 
Zugleich ist wegen (7) 

(10) Gl 6^^ — |— Cjö** — |- ■ • • = 0. 

Der Ausdruck auf der rechten Seite von (9) hat aber noch^ 
wie seine Entstehung als Norm zeigt, die Eigenschaft, ungeändert 
zu bleiben, wenn irgend eine der Substitutionen 6\ o", . . . gemacht 
wird. Entwickelt man aber (9) nach Potenzen von w, so muss 
diese Unveranderlichkeit von jedem Gliede dieser Eeihen- 
entwickelnng gelten, also wenn h ein beliebiger ganzer positiver 
Exponent ist, für 

^1^1 + + * * ■; 

diese Summe ist aber eine Zahl des Körpers ß, und daher eine 
rationale Zahh Dies können wir dahin zusammenfassen: 

Bedeutet g{g) irgend eine ganze Function von 0 mit ratio- 
nalen CoefSdenten, so ist 

Ci 9 (^1) "i" ^ (^a) “h 

eine rationale Zahl 
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4. Der Beweis des Theorems L ist hierdurch auf 
den Beweis des folgenden speoiellen Falles 
zuriickgefiihrt: Besteht eine Gleichung 

(11) Cgfi** “l“ • * • -(- = 0, 

in der die einander Yersohiedene 

algebraische Zahlen sind, in der Ci, Cj, . . 0,« 

und die Verbindungen 

( 12 ) + G^g(0i) + • • • + Gmg{0n^ 

rationale Zahlen sind, wenn g(ß) irgend eine 
ganze Function mit rationalen Goefficienten ist, 
so müssen die Oi, (7j, , . On alle verschwinden. 

Um diesen Satz zu beweisen, bestimmen wir zunächst eine 
positive ganze rationale Zahl c so, dass 

( 13 ) = C0i^ = ^0m 

ganze algebraische Zahlen werden (§. 149, 5.). Wir nehmen die 
Goefficienten öj, O 3 , , . als ganze rationale Zahlen an, und 
bilden eine ganze Function 

(14) tp{x) = axf + Oiizr-i + • ■ • + fltr 

mit ganzen rationalen Zahlencoefficienten , die folgende Eigen- 
schaften hat: 

1 ) Die Zahlen x« kommen unter den Wurzeln 

von g?(rc) = 0 vor. 

2 ) Die Summe 

Cig?'(a;i) 0^fp'{x^) + 0^9?' (aim) = \ 

die nach den Voraussetzungen (12), (13) eine ganze ratio- 
nale Zahl ist, ist von Null verschieden. 

Um einzusehen, dass eine solche Function (p{x) immer 
existirt, nehme man zunächst eine Function die nur der 

Bedingung 1 ) genügt, und der zweiten, dass keine der Zahlen 
rci, Äj, . , Xm öinö Doppelwurzel von %{x) ist; eine solche Func- 
tion existirt offenbar [m'an kann z. B., um eine Function % zu 
bilden, die Norm des ftoductes {po — Xi) {x — . {x — 

von gemeinsamen Theilem mit ihren Derivirten befreien]. Setzt 
man da tm 

ip(x) = 9'(ai) = 
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flo kann die Summe 


Ciq)'(Xi) -j- * • • -f- G^%'(x^)aa CmZ' 


gewiss nicht für jeden Exponenten h verschwinden, da sonst 
gegen die Voraussetzung Oi^{xi\ . . alle gleich Null 

sein müssten. 

Nachdem so die Existenz einer Function w(x), wie sie ver- 
langt war, festgestellt ist, wenden wir die Formel §. 226, (12) an. 
e-F(x) = F(x) + €^Q(x) 

Wir setzen darin ^ und bezeichnen die 

absoluten Werthe von je^i, mit ^ Sm- 

Dann ergiebt sich nach (11): 

(16) 0 = 4- G^F{02) H“ ‘ * 4“ Gn^F{0j^ 

+ ^ H 

tmd es ist, -wenn f{x) eine beliebige ganze Function n*“ Grades ist, 
(16) = f{d) + + . . . + /(»)(^). 


Wir setzen, indem wir mit ^ eine natürliche Primzahl be- 
zeichnen, die beliebig gross genommen werden kann, x = cß 
[nach (13)] und 

wenn (p(x) die den Bedingungen 1), 2) genügende Function ist 
Durch Ordnen nach Potenzen von (x — Xi) mag sich ergeben’ 

g,(ir)p-ig)'(a:) = (p'ix^y{x — cih)p-^ 4- Äj,(x,){x — x^y 

4~ -^+1 (^) (^ 4“ ■ ■ 


und dann sind die Äp(x{)^ Äpj^i(Xy)^ . . . ganze algebraische 
Zahlen, und zwar rationale Functionen von Xi, Andererseits ist 
nach dem Taylor’schen Lehrsätze: 




und c (_s — ij) = X — Xi. Die Vergleichung ergiebt alsdann 
f(e,)=Q, fie^) = 0, /CP-«(^)=o, = cP-^g,' ( x,)p, 

f^K^i)=PcP 4p (Xi), C^i) =JP (p + 1) c»’ + 1 4p +i(a;i), . . 
und folglich 

F{gO = cP-^ g>'{Xi)P -]-pcPÄf(x^) + 4- 1) Cf iCiCi) + . . .; 

hierin kann Xi, durch Xa, oder durch x^, u. a. £ ersetzt 
werden. 
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Danacli ist die ganze rationale Zahl 

C,FM -H C,F(g,) H h C„F(0„) 

naoli dem Modul p mit 

[Ci(p'(a^)p -[- H“ ■ ■ • “h 

congruent Da nun Cj, . . , Cp ganze rationale Zahlen sind, 
so ist C{ = Ci, (7^ = Cs, . . . (mod jp), und es ergiebt sich durch 
Anwendung des polynomischen Lehrsatzes: 

C^(p'(x^)p h G^(pXxn)p = 

[C^q>'{x^) + 0^(p\Xi) h Cm<p'(x^)y = (mod p). ' 

Danach erhalten wir also die Congruenz 


(18) (\F{b,) + C,F{ 0 ,) H h C^F(ßm) = (mod p) 


Nun sind die Zahlen c, fc von p unabhängig, und wir können 
daher p so gross annehmen, dass es nicht in c und in fc aufgeht. 

5. Dann ist die Summe C-^F{ei) + C^F{z^ -|- 
+ CmF(jßfm) eine von Null verschiedene ganze 
rationale Zahl, also dem absoluten Werthe nach 
mindestens gleich 1. 

Wir bezeichnen nun mit qDi(a;) die ganze Function, die sich 
aus (p{x) ergebt, wenn die negativen unter den Coefficienten 
-a, Ol, »a, . durch ihre positiven Werthe ersetzt werden. Die 

Function 


h W — i7 (jp — 1) ’ 

die sich nach (17) ergiebt, hat dann nur positive Coefficienten, 
und diese Coefficienten sind dem absoluten Werthe nach gewiss 
nicht kleiner, als die entsprechenden Coefficienten von 
f( 0 ), weil die Coefficienten von/i(j?) aus denselben Zahlen durch 
Addition entstehen, die bei der Bildung der Coefficienten von 
f(jg) theüs addirt, theils subtrahirt werden. 

Hieraus aber ergiebt sich nach der Formel §. 226, (10), 
wenn wir mit | den absoluten Werth von x bezeichnen, für den 
absoluten Werth von ö(^)’ 

6, und es kann also Q(je) für jedes endliche jb durch 
hinlängliche Vergrösserung von p beliebig klein 
gemacht werden. 
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Durch Ö. und 6. ist aber nachgewiesen, dass, wenn p gross 
genug ißt, die Gleichung (16) nicht bestehen kann. Dadurcli ist 
4. und damit das ganze Theorem L bewiesen. 

Dieser Satz gestattet nun mannigfaltige Anwendungen. Er 
giebt uns zunächst die Transcendenz von e, wenn wir 0,, ...r 
^ 1 , ... als ganze rationale Zahlen annehmen. Er giebt ferner 

die Transcendenz von ä. Denn aus der Gleichung 1 -j- = 0 

folgt nach L, dass %7C und folglich auch ä nicht algebraisch 
sein kann. 

Es folgt ferner daraus 

Für jede algebraische Zahl mit Ausnahme 
von rc = 0, ist X = e® eine transoendente Zahl. 

Für jedes algebraische X, mit Ausnahme von 
X = 1, ist jeder natürliche Logarithmus a; = log X 
eine transoendente Zahl. 

Für jeden Bogen, der zum Radius in einem 
algebraisch ausdruckbaren Verhältnisse x steht^ 
mit Ausnahme von rr = 0, ist X = sma; eine traiis- 
cendente Zahl 

Dies folgt nach L aus 2iX = e*® — 

Dasselbe gilt für die anderen trigonometrischen Functionen^ 

1 X 

cosic, %gx und für die Sehne sin — . Dm noch- eins anzu- 

führen: Die transoendente Gleichung tgfl; = a'i: hat für ein 
algebraisches cs ausser 0 nur transoendente Zahlen zu Wurzeln. 


5), hl 

r 
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Zahl I, 21 

— , — eines Fnnctionalß IT, 570. 
Abzählbare Mengen ü, 822 
Addition I, 16 
Adjnnotion I, 498 
AehnJiohe SubBÜtutionen ü, 166 
Aehnlichkeitssubstitution ü, 168. 
Aequivalente Fnnotionale II, 624. 

— Zahlen I, 414 
Affect I, 621. 

Algebraaaohe Fnnotionen U, 696 

— Körper I, 498; 11, 567 

— Zahlen II, 663 

Algorithmtra des grössten gemein- 
sohaftliohen Theders bei Zahlen 

I. 2. 

— bei ganzen Ftinotionen I, 87. 
Altemirende Fnnotion I, 638. 

— Qmppe I, 688, 649. 

von f&nf Ziffern II, 149, 291. 

AnthmetiBohe Beihen I, 51. 
Aronhold’Bohe Systeme von Doppel^ 
langenten II, 484. 

ApBOciativea Gesetz II, 8. 

ABBOojirte Fnnctionale II, 679. 

— Zahlen I, 636 

AuflÖBnng von Gleiohtingen durch 
Wurzelzeichen I, 644. 


Band, die arabiBcben Ziffern die Seite.) 


Aien einer ternären Substitution b- 
gruppe n, 604. 

Azygetiflohe Complexe von Doppel- 
tangenten 11, 484 

— Systeme von Doppeltangenten II, 
480 

Baaen der FunotionaJe II, 602, 641 

— der IdesJe ü, 623. 

Baaifl emer Abel’ sehen Gruppe H, 89. 

— eines algebraischen Körpers Ü, 
697 

— des natürl Loganthmenaystems 

n, 828 

BaaiBform eines PnnotionalB II, 606 

von 0 n, 606 

Befreiung eiuer Gleichung vom zweiten 
Ghede I, 181. 

Bernoulli’aohe Näherungsmethode 
der Auflösung von Gleichungen 
I, 888. 

Bertrand’ßcher Satz über die Gren- 
zep. des Index von PermntationB- 
gruppen II, 154 
Bezoat’sohes Theorem I, 185. 
Bezoutiante I, 265, 296. 

— und Wnrzdbealität I, 281. 

Binäre Formen I, 220. 

— lineare Substitution II, 261, 
Bmomial-Coöffioienten I, 46. 
Binomischer Lehrsatz I, 46. 
Biquadratiflohe Ab e 1’ sehe Gleiohungen 

n, 117. 

— Formen I, 229. 

— Gleiohungen I, 186, 231, 670; II, 
387. 
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BiquftdratiBoIie KreißtheilnngBkörper Ü, 
108 

Bring- Jerrard’solie Form der Glei- 
chnng fünften Grades I, 205, 267. 

Brioflchi’eohe Normalfonii der Glei- 
chung fünften Grades I, 266. 

Brüche I, 4. 

Bnchfltabenrechming I, 22 

Bndan-Founer’Bchea Theorem I, 
841. 

CJanoniflohe Form der ternären cubi- 
Bchen Form ü, 401 

Cardaniflche Formel I, 182. 

Carteaifloher (Harriot’aoher) Lehr- 
satz über die Zahl der reellen 
■Wnrzeln I, 860. 

Caans irrednoibüiB der onbischen Glei- 
chungen I, 668. 

Cayley’aoher Anadmok der Cardani- 
achen Formel I, 134, 

Charaktere emer Abel 'sehen Gruppe 
n, 49. 

— einer all gemeinen Gruppe II, 199. 

— ersten Grades IT, 208 

Charakteristik eines FünctLonensyatema 

I, 926. 

CharaktenBüßche Gleichung einer Ma- 
trix n, 172 

Claasen m emer Gruppe II, 131. 

— von Funcüonalen II, 624. 

Idealen II, 626. 

quadratischen Formen I, 448. 

quadratischen Irrationalzahlen 

I, 427. 

Classenzahl eines algebraischen Kör- 
pere n, 626. 

— im Körper der achten Einheita- 
wurzehi II, 794 

Claaaenzahlformel II, 724. 

— im Körper der 2»^ Einheits- 
wurzeln U, 796. 

— im Kreistheilnngskörper H, 784. 

— im reellen EjeiBtheilungakörper 
n, 790. 

Clasaenzahlfactor A ü, 799. 

— B n, 803. 

Classenzahlfaotoren U, 798 

CoUineationein II, 188. 

CoUineationflgruppe II, 188, 233. 


Commutatiye Gruppen I, 617, ü, 6. 

— Normaltheiieremermetacyklischen 
Gruppe n, 93. 

Commutatoren Ü, 183. 
Commutatorgruppe II, 134 
Complement&re Gruppe II, 16. 
Compleie von Doppeltangenten ü, 426^ 

— Wurzeln (ihre Eingrenznng) 1, 929. 

— Zahlen I, 19. 

von Gauas I, 636 

Complexpaare, Complextnpel II, 431. 
CompoBition der Theile Ü, 18. 

— m emer Gruppe II, 3. 

— linearer Substitutionen II, 166. 

— von Permutationen I, 616. 

— von Substitutionen I, 611 
CompositionEreihe einer Gmppe II, 28. 
Oonfiguration der ternären Subatitu- 

tionagruppö 168«*®! Grades II, 616. 
Congrediente Subatitutionen II, 169 
Congruenz der Zahlen I, 400, 410, 

60a 

Congruenzeu ersten Grades I, 410^ 
U, 611. 

121 algebraiflohen Körpern 

n, 6X1. 

Congruenzgruppe II, Bll. 
Congruenzkörper ü, 305. 

— zweiten Grades Ü, 320. 
CongmenzwTirzeln I, 466. 

Coiyugirte Elemente einer Gruppe IT, 

131 

— Functionen I, 547 

— Gruppen I, 547 j ü, 11. 

— Körper I, 602, n, 657. 

— Logarithmen II, 696. 

— Pole emer linearen Substitutions- 
gruppe n, 261. 

Constanz der Indelreihe II, 24 
Contragradiente Gruppen II, 644 
— Transformationen ü, 170, 642 
Contravarianten ü, 644. 

Coordinaten II, 171, 246, 890, 672. 
Covarianten I, 217, II, 896. 

— der ternären Formen H, 896. 

— der ternären cubisohen Formen 
n, 401. 

Cubifiche Ab 6 Fache Gleichungen H, 
114 

— Formen, binäre I, 228. 
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nsohe Fonnen, ternäre II, 401 
Gleichungen I, 182; 664. 

— trigonoinetrisohe Lösung I, 391. 
KreLfltheilungflkörper II, 101. 

•ven, algebraische II, 390 
diBche Functionen I, 673, 680. 

Gleich un gen I, 580. 

Gruppen I, 517; II, 30. 

— im Congruenzkörper II, 331, 
337. 

- — linearer Substitutionen n, 269 

- Pemiutationen I, 517, 634. 

e de kindische Ideale II, 620 
jdokind’ßoher Satz über die Körper- 
disonminEUite II, 638 
rivirte Functionen I, 64 

- eines Produotes I, 67. 

- von Functionen mehrerer Ver- 
änderhohen I, 67 

iterminante einer quadratischen Form 
I, 209. 

- eines Systems linearer Gleichungen 
I, 99. 

- Imearer Substitutionen II, 164. 
itermmanten I, 82. 

- aus Unter detenninonten I, 113. 

- geränderte I, 96. 
lohte Mengen I, 4. 

LÖdergruppe II, 270 

- im Congruenzkörper II, 338. 
ifferentialquotienten, I, 67, 68 
ifferenzen I, 49 

ifferenzenproduct der in^ Einheits- 
wurzeln I, 463. 

imension emer linearen Substitution 
II, 168. 

-iriohlet’soher Satz über die Ein- 
heiten n, 698. 

'iacrete Mengen I, 4. 

Uscriminante I, 168 

- der biquadraüßchen Form I, 174, 
2dl. 

- der onbiBchen Form I, 39, 172, 223. 

- der Kreistheilungsgleiohung fftr 
einen Primzahlgrad I, 463. 

der quadratischen Irratio n al zahl en 

I, 421. 

- des Kreifltheilungßkörpers Ü, 738, 
766. 


Disciimmante einer algebraischen 
Cnrve II, 393. 

— eines algebraischen Körpers II, 699. 
Discmmnanten m emem algebraischen 

Körper II, 597j 
Discmninantenfläche I, 279. 

Lmsion von Zahlen I, 1. 

— ganzer Functionen I, 80. 

Divisoren der hnearen Congruenz- 

gruppe n, 933 

— emer Abel’ sehen Gruppe II, 64. 

— einer Gruppe I, 517, 648, ü, 7. 
Doppelpunkte emer Ourve ü, 396. 
Doppeltangenten U, 396. 

— emer Curve vierter Ordnung 
419. 

Drehungen 11, 246 
Drehungsgruppe U, 249 
Dreieokßooordinaten ü, 890 
Dorchsohnitt von Gruppen 1 , 661 ^ 

U, 10 

Bigenthche und nneigenthehe Aequi- 
valenz T, 414 

lineare Snbatitutibnen II, 

167. 

orthogonale Substitutionen 

n, 246. 

Einfache Gruppen I, 568, 11 , 13, 148. 

Grades Ü, 149 

Einfachheit der altemirenden Gruppe 
I, 649. 

Congruenzgruppen II, 314. 

Ikosaedergruppe II, 291. 

Einheit einer Gruppe II, 6. 

Emheiten I, 442. 

— Fundamentalsystem ü, 704. 

— im Körper B (t) I, 686. 

UH Körper der achten Emheits- 

wurzeln Ü, 796. 

— im reellen Kreistheilnngskörper 
H, 769. 

Ul algebraischen Körpern II, 679. 

— unabhängige U, 700. 
Einheitswnrzeln I, 180, 462 

— diutte 1, 134- 

— m Congruenzkörper II, 322 

— in algebraisohen Körpern 11 , 706. 
in den Kreiatheilnngskörpem Ü, 

764 . 
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Kegieter 


Eini-eitswarzeln, primitive I, 466 
^unination ans di’ei Gleichungen I, 
190. 

— aus höheren Gleichungen I, 186. 

— aus linearen Gleichungen I, 102. 
Endgleiohung I, 176, 195 
Endliche Gruppen II, 4. 

Imearer Substitutionen Ü, 265 

— Körper 11, 306. 

^ Endlichkeit des InvariantensyatemB 
einer hnearen Gruppe 11, 225 
Entgegengesetzte Elemente einer 
Gruppe II, 6. 

Entwickelung nach fallenden Potenzen 
I, 62 

Euler’s Theorem über homogene 
Functionen I, 70, 

Exponentensystem von Einheiten II, 
701. 

— von Zahlen 11, 709 
Esponentialfunctionen II, 829. 

JPactoren ganzer Functionen I, 72. 

— der natürlichen Primzahlen in alge- 
braischen Körpern II, 636. 

Fermat’ßcher Lehrsatz I, 468, ü, 61. 

im CongruenzkÖrper Ü, 307. 

in algebraischen Körpern ü, 

616 

Formen I, 64 

— temftre II, 390 

Formenproblem der allgemeinen Glei- 
chung &eai Grades U, 373. 

— der linearen Substitutionsgruppe 

n, 228 

Formensystem der biquadratischen 
Form I, 229, 236 

— der oubischen Form I, 226. 

Fr obeniu Busche Sätze über Gruppen 
n, 140, 146 

Functionen, ganze I, 26. 

Zerlegung m lineare Factoren 

I, 118 

Zerlegung in Primfonotionen 

I, 71, 497, n, 663. 

— homogene I, 64. 

— in einem Körper I, 494, II, 589. 
FonctionalolasBen II, 624 
Funotionaldetenninanten I, 216; n, 679. 
Funotionale U, 668. 


Functionencongruenzen II, 302. 
Fundamentalsatz der Algebra I, 187, 
143, 333 

Fundamentalsysteme von Einheiten 
n, 704. 

— von Normaleinheiten II, 808 

Galöifl’sohe Gruppe I, 517, 568; TI, 
653. 

— Imaginären IT, 300 

— Körper I, 605 

— Reaolventen I, 608. 

Ganze algebraische Zahlen II, 664 

— Funotionale ü, 678. 

— Functionen in einem Körper I, 407, 
II, 660, 689. 

— von einer Veränderlichen I, 25. 

— von mehreren Veränderlichen I, 
26. 

Gauss’sohe Summen I, 622. 
Gebrochene Fuuctionale II, 688. 

— Functionen I, 34. 

Geordnete Mengen T, 4. 

Geschlechter in einer Abel’sohen 

Gruppe IT, 59 

Gewicht bei ganzen Functionen I, 178. 

— einer Invariante I, 217. 
Gitterpnnkte 11, 681 
Gleichungen I, 117 

— lineare homogene I, 96 
inhomogene I, 104 

— dritten Grades I, 132, 664. 

— vierten Grades I, 136, 281, 670 

— fünften Grades 1, 260, 670, II, 470. 

— siebenten Grades 11, 640, 646. 
Grad einer Gruppe I, 613, 517, II, 4 

— einer Permutation I, 642. 

— eines Elementes einer Gruppe 
II, 11. 

— eines PrimfunctionalB 11, 686. 
Gräffe’sche Methode der genäherten 

Auflösung einer Gleichung I, 386. 
Grenzen L 187 

Grösster gemeinschaftlicher Theiler 
von Functionalen II, 682, 588 

von ganzen Functionen I, 37. 

von Gruppen I, 661. 

von Zahlen I, 2. 

Grösster Kormaltheiler einer Gruppe 

n, 23. 
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indcnrve der Gruppe IT, 621. 
indfonneu der cyklisolien Gruppen 
n, 270, 

— Diüdergrnppen II, 27Ö. 

— IkoBoSdergruppe II, 281, 291 

— Octftedergruppe ü, 276, 279 

— Polyädergruppen 11, 265 

— Tetraedergruppe ü, 273 
iiudideal II, 640, 660. 

nndzahl dea KreiBÜieilungBkörperB 
n, 740. 

- oineB Körpers II, 699 
uppe (aUgemein) II, 8 

- der Charaktere II, 52 

- der Doppeltangeutengleiohung II, 
447. 

- der IdealolaBBen II, 629. 

- dev Kreiatheilungskörper II, 74. 

- dev Nehengruppen ü, 16. 

- dev Tnpelgleiohnngen ü, 412. 

- defl ikosaSders ü, 2^. 

- dos Ootaöders II, 276 

- (lea Tetraöders H, 272. 

- eiuQV Gleichung I, 517 

- fliuealde^B im NonnaJkövper 11,664. 

- eines NormalkörperB II, 663. 

_ lB8aton Grodea ü, 344, 497. 
nippen, Ahel’Bohe I, 617, 678; II, 6. 

- endllolie TI, 4. 

- linearer gebrochener Substitu- 
tionen n, 249, 265. 

- linearer Suhfltitntionen II, 168 

^ orthogon, Substitutionen II, 244 

- vom Grade II, 139. 

- vom Grade 

- vom Grade p q II, 1B2. 

- von Permutationen I, 613. 

- von Substitutionen I, 618. 
ruppenoharaktere Ü, 49 
nippeudeterminaiite H, 207. 

— ^ die Bpecielle 11, 211 
truppemnatrix II, 207. 

- und bneare Substitutionen II, 214 
(VTippentafel II, 122. 

lalbmetaoykliBcho Gruppen I, 666. 
lamilton’Bohe Gruppen H, 129. 
lauptaxen der Gruppe II, 609. 

ovner ternären linearen Bnbstitn 

tion n, 606, 508. 

Weber, Algob», H. 


Hauptgleiohung fünften Grades I, 204, 
260. 

Hauptreihe II, 81- 
Hauptnnterdeterminauten I, 286. 
Hermite^B Lösung des Stürmischen 
Problems I, 818. 

Hesse-Cayley’Bche Beaeiohnung der 
Doppeltangenten ü, 437. 
HesBeiflohe Curve ü, 898. 

— Deternunante I, 216 
Hilbertisoher Satz H, 222. 

Homogene Fnnotionen I, 64 

Ideale H, 620. 

IdentiBohe Gruppe I, 638 

— Snhßtitntion II, 164 
IkoBaedergleiohung ll, 293, 482. 
Ikosaedergruppe ü, 161, 280. 

— im CoMTuenzkörper ü, 941. 
IkoBaädenS^arianten U, 293. 
IkoBaäderresolventeu II, 486. 

— fünften Grades ü, 489. 

— Beohaten Grades H, 493 

Imaginäre Form der linearen Con- 
gruenzgTUppe H, 827. 

Imaginäre quadratische Irrational- 
zahlen 1, 423. 

Imaginärer Oongruenzkörper zweiten 
Grades II, 320. 

Imaginäre Zählen I, 19. 

Imprimitive Formenprohleme II, 240. 
— Gruppen I, 624, 668 
— Körper I, 504, 626. 

Index einer Invariante Ü, 220. 

— emesTheilers einer Gmppe I, 544; 
H, 8 

Indeimoduln II, 67. 

Indexwihe einer Gruppe TI, 24 
Tndioas I, 472. 

— der Elemente einer Abel sehen 
Gruppe n, 50. 

— nach einem zusammengeßetzten 
Modul H, 66 

— nach einer Potenz von 2 II, 64. 

_ nach einer ungeraden Primzahl- 
potenz II, 60. 

Inflexionspunkte II, 396. 

— einer Curve dritter Ordnung IT, 
399 

Integrale II, 674. 


64 
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Interpolation I, 47, 49, 372 
Intransitive Gruppen I, 623 

— Nonnaltlieiler I, 662. 

Invariante Eigensoliaften einer Curve 

U, 392. 

Invarianten I, 216, 

— absolute und relative II, 219. 

— der binlren biquadratifloben Form 
I, 229, 236 

oubiflohen Form I, 223 

— der Curven dritter Ordnung II, 
405. 

— der Gruppe Gim H, 617, 526 

— der ternären Formen II, 397 

— einer Abel’Bohen Gruppe II, 46. 

— endlipher Gruppen linearer Sub- 
stitutionen n, 21S. 

— im weiteren Sinne ü, 289 
Invanantenourven ü, 618 
Inverse Substitution ü, 167. 
Irrationale Verbältnisse I, 13 

— Zahlen I, 14, 403. 

Irreduoibilität I, 496. 

— der Kreistheilungsgleiohung I, 696, 
n, 733. 

— reiner Gleichungen I, 667. 
Isomorphe Gruppen I, 619; 11, 6. 
Isomorphismus (mehrstufiger) II, 17 

JTaoobi’s Abschätzung der Zahl der 
Wurzeln zwischen zwei Grenzen 
I, 358. 

Jordanischer Satz über zusammen- 
gesetzte Gruppen U, 24. 

Ketten von Hauptunterdeterminanten 
I, 287. 

— Stnrm’sohe I, 302. • 

Fettenbrüohe I, 402. 

— für äquivalente Zahlen I, 417. 

K 1 e i n ’ 8 Erweiterung des algebraischen 
Grundproblems Ü, 236, 373 
Kleinstes gememschafÜiches Vielfaches 
von Punctionalen II, 688 

von Groppen II, 36. 

von Zahlen I, 3. 

Körper I, 491; IJ, 667. 
Kugelfunotionen I, 304. 
KummerisoheB Theorem über die 
Eesölventen 11, 746. 


Kreistheilungsgleiohung I, 458, 690. 
Kreistheilungskörper 11 , 73 

— von gegebener Gruppe ü, 86 

— von Pnmzahlpotenzgrad II, 736. 
Kreistheilungspenoden I, 601; 11 , 81 
Kreistheilungstheone I, 462, 596 
KrystaUographisohe Gruppen II, 301 

JLagr ang eisoher Satz über Func- 
tionen, die die Permntationen einer 
Gmppe gestatten I, 549 
Lag ne rre’ sehe Sätze über Glei- 
ohungen mit nnr reellen Wurzeln 
I, 364. 

Legendreiacbea Symbol I, 482 
Lineare Congmenzgmppen I, 660, II, 
364 

binäre fOr den Modul 3 II, 

819 

homogene ü, 866. 

imaginäre Form II, 327. 

reelle II, 322. 

ternäre für den Modul 2 II, 

369. 

vom Grade 168 II, 844. 

— Functionen I, 32. 

— gebrochene Substitutioneu If, 249 

— Gleichungen I, 96, 104. 

— Snbstitntionen I, 206, 414; II, 163. 

— Transfomoation I, 206 
Lüroth’Boher Satz II, 472 

Üannigfaltigkeit I, 4. 

Matnoes, vertausohbare II, 176. 

Matnx I, 97; n, 164. 

Menge I, 4. 

Messbare Menge I, 8. 

Metaeykhsobe Functionen I, 067, 688. 

— Gleichungen I, 646, II, 354. 

fünften Grades I, 670, 698. 

sechsten Grades II, 868. 

achten Grades II, 388. 

neunten Grades II, 868. 

von PnTn7Ahlgrad I, 668. 

von Pnmzahlpotenz - Grad II, 

369. 

— Gruppen I, 647; II, 38. 
MiTHTTiftlbaais des Kreistheilnngakör- 

pers II, 789. 

— eines Körpers II, 699. 
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Mininnum I, 138 

— der Grimdßilil eines Körpers H 
öQl. 

— einer Strahl diB tanz ET, 684. 

Modul I, 400. 

Multiplioation als lineare Substitution 
II, 164. 

— trigonometriaoher Functionen I, 
474. 

— von Determinanten I, 108. 

— von Zahlen I, 16- 

Multiplicative Substitutionen ü, 164. 

MuUipboatoren einer Imeareu Sub- 
stitution n, 174 

— zusammengehöriger vertausch- 
borer Matnoes II, 179. 

SiflJierungsbrüohe eines Kettenbruohes 
I, 404 

N&herungflmethode zur Auflösung tn- 
nomiBoher Gleiohungen I, 998 

— zur Berechnung von Gleich ungs- 
wurzelu durch die regula falsi I, 
872. 

durch Kettenbrüohe 

I, 44Ö. 

von Daniell Ber- 

noulli I, 388. 

Griffe I, 886. 

Horner L, 882. 

Newton I, 876. 

Natürliche IrraüonaJititen I, 668. 

Nebengrappen I, 642, II, 8. 

hegative Zahlen 1, 18. 

Neunte Einheitewurzeln 1, 682. 

New tonische Formeln für die Potenz- 
fiummen I, 158. 

Newton’aohe Eegel für die Wui'zel- 
absohätzung 1, 346. 

Niohtmetacyklische Gleichungen I, 652. 

Norm I, 602; n, 668, 602. 

— absolute EL, 671, 606. 

— der Gaus Brachen oomplexen Zah- 
len I, 636. 

— einer quadratischen Irrationalzahl 
I, 420 

— eines Ideals II, 628. 

— eines Körpers I, 607. 

Normal einheiten im Kreiatheilungs- 
körper ET, 806. 


Normalfonnen der linearen Substitu- 
tionsgmppen IT, 178, 241. 

— in endlichen Gruppen II, 186. 
Normalgleichnng I, 606. 

Normalkörper I, 505, II, 668. 
Normaltheiler einer Gruppe I, 663, 

n, 12. 

NuH I, 18. 

Obere Grenze für die Wurzeln I, 868. 
Ootaedergruppe ü, 276. 

— im Congmenzkörper II, 899. 
Orthogonale Substitution Ü, 244. 

PartialbrÜohe I, 69. 
PartialdiBoriimnante II, 651. 
Parbalgrundideal II, 651. 

Partialnorm ü, 644. 

PartialreBolventeii I, 664. 

Partialapur ü, 646. 

PölPsohe Gleichung I, 438. 

Periode einer Permntation I, 542. 

— eines GruppeuelementeB U, 11 
Perioden der Kreistheilung I, 601, 

628; n, 81. 

— der reducirten Zahlen I, 432 

— der Wurzeln emer cykhsohen Glei- 
chung I, 567. 

Periodische Kettenbrüohe I, 481. 
Permutationen I, 78, 514, 688 

— als lineai*e Substitutionen II, 191. 

— erster und zweiter Art I, 79, 637. 

— ihre analytische Dar stell nng I, 663 ; 
n, 361. 

Permutationsgruppen I, 617, 680; ü, 
19. 

— 168»^ Grades von sieben Ziffern 
n, 637. 

Polaren I, 218. 

Pole einer Gruppe E[, 171. 

im Odngruenzkörper II, 886. 

— einer ternären Gruppe II, 602 

— Imearer gebrochener Substitu- 
tionen El, 266. 

Substitutionen Ü, I7l. 

Polyödergruppen II, 268. 

— der zweiten Art II, 296. 

— im Congmenzkörper El, 386. 
Polynomialooßffioienten I, 64 
Polynomischer Lehrsatz I, 68. 

54 * 
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Positive Einkeitßn im Kreistheilangfl 
körper Ü, 819. . 

Potenzreate I, 471. 

Potenzfluiaiiien I, 166. 

Prim&re Theiler einer Abel’solioii 
Gruppe n, 70. 

eines KreistheiluiigalcörperB ü, 

77, 84. 

Primfaotoren der KreiatheilungsTeflol* 
venten ü, 761. 

— der natürlioken PrimzahleD EE, 680 

— der Zahlen eines algebraisohen 
Körpers II, 693. 

Pmnfonotionale II, 684. 

— relative II, 683. 

PnmideaJe II, 628. 

— ersten Gh^es II, 727. 

— im reellen KreistheüungBkörper 
H, 767. 

— im relativ normalen Körper Ü, 669. 

— m den KjeifltheÜTingskörpem ü, 
787, 741. 

— in den TheÜem eines Normal- 
körpers II, 657. 

Primitive CongmenÄwurzeln I, 471; i 
n, 617, 647. 

— Emheitsworzeln I, 456. 

— Functionen I, 37, ü, 561 

— Wurzeln eines Congmenzkörpers 

n, 808. 

von Primfonotionalen ü, 617. 

von Pmnidealen II, 647. 

von Primzahlen I, 469 

von Pnnusahlqua^ten ü, 61. 

— und nnprimitive Charaktere in 
Kreistheflungskörpem II, 797. 

Formenprobleme n, 240. 

Gruppen I, 624 

— i Körper I, 601 

Primzahlen I, 1. 

— im Körper JR (%) I, 687. 

— im Körper der dritten Einheits- 
wurzeln I, 648. 

— in arithmetiBohLen ProgresBionen 
n, 78B. 

— relative I, 2, 402. 

IJ^iadrate im Oongruenzkörper 11, 808. 

Quadratisohe Formen I, 206. 

— Glws^mngen 182. 


Quadratische Irrationalzahlen I, 410. 

— Reste I, 486. 

Quadratur des KreiBes II, 887 

Quatemionengmppe II, 125. 

— ihre Charaktere ü, 205. 

Rationale Wurzeln einer Gleichung 
I, 447. 

— Zahlen I, 6. 

Rationales Yerhältmss I, 18. 

RationaJitätsbereich I, 494 

Raum von n Dimensionen ü, 171, 673 

Realit&t der Wurzeln I, 271. 

bei biquadratiflohen Glei- 
chungen I, 270 

bei oyklisohen Gleichungen 

I, 693. 

bei metaoykL Gleichungen 

I, 689, 697. 

bei quadratischen und oubi- 

Bohen Gleichungen I, 278. 

, der Doppeltangenten einer 

I Onrva vierter Ordnung ü, 468. 

Reabtfttabedingungen der orthogonalen 
Gruppe II, 268. 

Reahtätsverhältnisse der Doppeltan- 
genteu einei’ Curve vierter Ord- 
nung n, 468. 

— der Wendepunkte einer Curve 
dritter Ordnuhg II, 408. 

— bei Tnpelgleiohungen II, 417. 

Rechenoperationen I, 1. 

Rechnen mit ganzen Functionen I, 25. 

— mit Zahlen I, 16. 

Eedprooit&tBgeBetz der quadratischen 

Reste I, 466 

Eeoiproke Ab eP sehe Gmjppen II, 66. 

Reduoible und ureduoible Functionen 
I, 496 

nach einem Pnmzahlmodul 

n, 303. 

, Gleichungen I, 449, 628. 

Eeduoirte Einheiten ü, 702. 

— Z^en I, 428, 427, U, 709. 

Reelle Oongruenigmppe XL, 822. 

— Erettsthedlnngskörper II, 756. 

— Radioale I, 666. 

Regula falsi I, 872. 

Regnl&re Körper ü, 248. 

Regulator des Körpers II, 704. 
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Elegulator eines Syatemes von Einheiten 
n, 700, 806. 

Eleihen ü, 716. 

Eleine Gleichungen I, 127. 

— Gruppen linearer Substitutionen 
n, 190, 234. 

^latavdiBoriminante II, 651. 

Elative Pninfunotionale 11, 583. 

— Primzahlen I, 2. 

^lativnorm ü, 644. 

MaÜY normale Körper II, 658 
I^tivBpnr n, 645. 
^präsentantensystem der Zahlclasse 
nach einem Modul II, 60. 

— von Nebengruppen ü, 8. 
lesolventen I, 653. 

— Ab eP scher Gleichungen II, 765. 

— der biquadratiBohen Gleichung I, 
186. 

— der OompOBitionsreihe II, 861. 

— der Gleichungen siebenten Grades 
n, 641. 

— der Gleichungen achten Grades 
n, 877 

— der Gruppe ü, 680, 545. 

— der Ikosaedergleichung II, 486. 

— in der Kreistheilung I, 611, 11, 
69, 82. 

— mit einem Parameter ü, 476. 

— von Lagrange I, 684 
bei metaoykliBoh. Gleichun- 
gen I, 681. 

^est der Division von ganzen Func- 
tionen I, 31. 

^stsystem ^ 400; Ü, 611. 

^Bultanten I, 175. 

^esultante zweier quadratischer Func- 
tionen I, 88, 177. 

.olle ’s Theorem über die Anzahl der 
reellen Wurzeln I, 361, 

läoulargleichung I, 807. 
ohluBBzahlen eines Eettenbruohes I, 
408. 

ühnitt I, 5. 

Lebener-Systeme von Doppeltangent^i 
n, 434 

ebenzehneck I, 614 

jigul&re Punkte einer Curve II, 394 

Dur I, 602; II, 658. 


Steiner’ sehe Gomplexe von Doppol- 
tangenten n, 426. 

Stetigkeit I, 6 

— der Wurzeln I, 148. 

— ganzer Functionen I, 121. 
Strahldistanzen ü, 681. 

Stürmische Functionen I, 812. 

— Ketten I, 302. 

Sturm’sohes Problem I, 801. 
Substitution, lineare I, 107, 207, 414, 

n, 163. 

Substitntionen eines Normalkörpera 
I, 509; n, 668. 

Substitutionßdeterminante I, 107, 207; 
n, 164. 

Sylow’ache Sätze ü, 186, 136. 
Sylvester’scher Determinantensatz 
I, 116. 

Symmetriflohe Determinanten I, 83. 

— Functionen I, 164, 161, 163 

— Grundfunctionen I, 166. 

— Gruppe I, 638. 

ihre Norm altheiler I, 649. 

ihre Theiler von möglichst 

klemem Index Ü, 156. 

SyzygetiBohe und azygetische Gomplexe 
von Doppeltangenten ü, 434 

Systeme von Doppeltangen- 

ten n, 430. 

Tangenten emer Ourve II, 896. 
Taylor’ sehe Entwickelung I, 67. 
Ternäre Formen ü, 390. 

— Imeare Oongmenzgruppe v. Grade 
168 n, 369. 

Gruppen vom Grade 168 IT, 497, 

Tetraedergmppe II, 272. 

— im Oongruenzkörper n, 338. 
Theilbarkeit ganzer Funotionale Ü, 678. 

— ganzer Functionen I, 86. 

— ganzer Zahlen ü, 579. 

Theiler der Ikoaaedergmppe IT, 288. 

— der linearen Congmenzgi’uppe II, 
838 

— des KreistheüungflkorperB ü, 76. 

— einer Abel’ sehen Gruppe 11 , 54 
^ einer Gruppe I, 617, 648; II, 7. 

— emes Körpere I, 492. 

— ganzer Functionen I, 96, 72; II 
663. 
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Theiler ganzer Functionen, grösster 
gememscjIiaftLoher I, 37. 

— von ganzen Zahlen I, 1 

— von ganzen Zahlen, grösster ge- 
meinsohafÜicher I, 401. 

Theilerfremde Zahlen I, 2, 401 

— Funotionale 11, 683. 

— Functionen I, 37, 72. 

Theilnenner eines Kettenbruchee I, 

403. 

Theilung des Winkelfl I, 477. 
Totalreflolventen I, 664. 
Trägheitsgesetz quadratiBoher Formen 
I, 212, 284. 

Trägheitegruppe emes Frmudeals 11, 
663. 

Trägheitekörper eines Pnmidealß 11, 
663 

Transcendente Zahlen II, 822. 
Transcendenz der Zahl e II, 828. 

— der Zahl n Df, 888. 

Transformation der cubiBchen Glei- 
chung I, 249. 

— der Gleichung fönften Grades I, 
260. 

— der Matiices Ü, 168. 

— der quadratischen , Form in eine 
Summe von Quadraten I, 210. 

— emer Gruppe I, 648. 

— von Formen Grades I, 214. 
Transformirte Substitutionen ü, 168 
Transitive und intransitive Gruppen 

I, 628 

— Permutationflgruppe vom Index 6 
von sechs Ziffern I, 677. 

Transponirte Substitutionen 11, 169 
Transpositionen I, 79, 688. 
Trlgonometnsohe Lösung oubischer 
Gleichungen I, 391. 

reiner Gleichungen I, 128 

Tnnomisohe Gleichungen I, 898. 
Tnpelgleiohungen II, 411, 
Tripelsysteme Ü, 378. 
Tschirnhausen - Transformation I, 
199, 240. 

der oubiflohen Gleichung I, 249, 

Umkehrbare Perioden I, 484. 
Unbekannte I, 22. 

Unbestimmte Gleichungen I, 407. 


üneigenthohe lineare Substitutionen 
n, 167. 

— orthogonale Substitutionen 11, 296. 
Unendliche Gruppen ü, 4. 

— Wnrzelu einer Gleichung I, 168 
Unendlichkeit ganzer rationaler Func- 
tionen I, 120 

Unioursalourven Ü, 483. 
Unterdeterminanten I, 86. 

— complementäre I, 94. 

— höhere I, 91. 

Unzählbare Mengen Ü, 826. 
Ursprünghehe Functionen I, 27, II, 

661. 

Variable in der Körpertheorie U, 
668 

Verhältnisse I, 12. 

VertauBchbare Matrices U, 176. 
Verwandte Zahlen und Funotionale 
n, 747. 

Verzweigungsgruppe 11, 664 
Volles Restsystem I, 401; 11, 608, 
Vollständige Systeme von Doppel- 
tangenten n, 434. 

Vollständiges Zahlensystem eines Gon- 
gmenzkörpers II, 306 
Volumen II, 674, 678 
Vorzeichen Wechsel ganzer Functionen 
I, 123. 

Wendepunkte ü, 396 
Wendetangenten ü, 896. 

— einer Curve dritter Ordnung U, 
399. 

Wilson^ scher Lehrsatz I, 469. 
Winkeltheilung I, 474, 693, 668. 
Würfelverdoppelung I, 668. 

Wurzeln von Gleichungen I, 117. 

— von Gleichungen ungeraden Grades 

I, 126. 

— von metaoykhsohen Gleichungen 
I, 688 

— von reinen Gleichungen I, 126. 

— rationale I, 448. 

Zahl I, 1, 14. 

— der Glieder einer homogenen Func- 
tion I, 66. 

— der Permntationen I, 78. 
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Zahlolassen nach elBem znBammeii* 
gesetzten Modul II, 66. 

ZaUenreihen I, 17. 

Zahlkörper I, 491; ü, 657. 

ZeichenweoliBel und Zeichenfolge 1,303 

Zerlegbare und unzerlegbare AbeP- 
Bohe Körper ü, 763. 

Functionen mehrerer Varia- 
blen I, 71, 497; n, 668. 

Zerlegung ganzer Functionen m irre- 
dumble Factor en I, 448; 11, 564. 

in lineare Faotoren I, 118. 

— ganzer Functionale in Primfactoren 
U, 687. 

— von Gruppen in Nebengruppen 
I, 644; II, 8. 


Zerlegung von Gruppen nach zwei 
Theilem II, 21 

ZerlegungBgruppe emea Pnmidealß ü, 
663 

Zerlegungakörper eines Pnmideals 11, 
661 

ZuBammeneetzung AbePßcher Körper 
n, 763 

— hnearer Substitutionen I, 414; EI, 
166. 

— von Permutationen I, 616 

— von Subfltitutionen emee Normal- 
körpers I, 611. 

Zweiseitige Elemente einer Abel’ sehen 
Gruppe n, 68 

— Zahlen I, 483 
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Beriohtigungen zum ersten Bande. 

Seite 9, Zeile G v. u. bes 5 statt ©. 

„ lö, „ Ö T. n „ die „ das. 

„ 60, Formel (10) „ statt «J”®. 

a 98, Zeile 9 v. u. „ 2 statt 2. 

l,n l,y 

71 ^ n (T) n (8)* 

„ 187, erster Absatz Hier mass vorauBgesetzt werden, dass 2 / = 0, 0 = 0 

kein Schnittpunkt der Curven f und g) ist. Das Gesagte ist also 
nur mit der Einschränkung richtig, dass flg und Lq nicht beide 
verschwinden 

„ 201, Zeile 1, Ö, 6 v. o. lies (4) statt (1). 

n 213, „ 13 V. m bes „aus den diese Abhängigkeit auadrückenden“ 

statt „aufl diesen“. 

„ 214, Formel (2) lies statt 

„ 296, Zeile 9 v. u bes (4) statt (7). 

„ 444, „12 V. u. „ (16) „ (lö) 

„ 445, „ 19 V. 0 „ unlösbar statt lösbar 

„ 460, „ 2vo. „n— 1 statt v — 1. 

„ 600, „ 17 V. 0 j, gy statt ey 

n 7 V 0 . ist nach „oder auch" beizufügen, „wenn F{x) irre- 
duoibel ist“. 

„ 624, „ 5 V. 0 . bes „deren Elemente“ statt „die“. 

„ 534, „ 1 V. 0 „ statt m — 1. 

„ 540, „ 10 V. 0 . statt des zweiten (1,^ + 1) bes (2, ^ + 1) 

„ 541, „ 9 V. 0. bes /i statt m. 

„ 648, „ 8 V. u, „ Qx statt Qn, 

„ 646, „ 18 V 0 . „ „cykliBohen“ statt „AbePBohen“ 


Berlehtlgungen zum zweiten Bande. 


Seite 

ß, 

Zeile 10 v. o. bes c statt e. 

» 

180, 

ti 

6 V. n. , n , H. 


597, 

9 

le T. 0. „ Ä , u. 

9 

604, 

» 

1 V. 0, ^ statt y 

» 

618, 

n 

9 r. 0 . „ n statt ;i. 

. n 

671, 


16 und 17 T. 0. lies statt 


^ ^ „ 688, Formel (4) lies statt 

! 1 ^ 6B7, Zeile 18 v. u. bes statt 

I 1 ^ jJ 742, Zeile 21 v, o. lies Primfaotoren von p statt Primfactoren von /. 

' ' ^ i ‘ 



